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Résumé

Nous définissons ici le « vrai »processus auto-répulsif (true self-repelling mo-
tion) construit par Bálint Tóth et Wendelin Werner. Après une brève explication
sur ses origines et son intérêt, nous donnons une idée de la preuve de sa construc-
tion et énonçons ses premières propriétés. Une dernière partie est consacrée à
quelques questions ouvertes.

1 Introduction

Un processus stochastique est une famille d’objets aléatoires indexée le plus
souvent par le temps. Un exemple fondamental est donné par le mouvement
brownien (découvert par le botaniste R. Brown). Il représente le mouvement
très désordonné et imprévisible de particules de pollen dans un liquide, provoqué
par les nombreux chocs venant du milieu environnant. Mathématiquement, le
mouvement brownien unidimensionnel (Bt)t∈R+ est caractérisé par les propriétés
suivantes :

– Ses accroissements sont indépendants.
– Pour tous 0 ≤ s ≤ t, Bt − Bs est de loi gaussienne centrée de variance

t − s.
– Il est continu.

Pour le comprendre de manière intuitive, on peut le construire comme la limite
correctement renormalisée d’une marche aléatoire. Si (Xk) est une suite de va-
riables aléatoires indépendantes de même loi telle que E(X1) = 0 et E(X2

1 ) = 1,
et Sn :=

∑n
k=1 Xk, alors la fonction t 7→ 1√

n
S[nt]+

1√
n
(nt− [nt])X[nt]+1 converge

faiblement vers le mouvement brownien.
À partir du mouvement brownien, on peut définir une classe importante

de processus : les diffusions, que l’on peut voir comme solution d’une équation
différentielle stochastique du type :

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dBt

où b et σ sont suffisamment réguliers. Un certain nombre de théorèmes montre
que l’on peut caractériser de larges classes de processus continus grâce au mou-
vement brownien. Les plus connues sont certainement les processus de Lévy
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continus, les martingales locales continues (théorème de Dubins-Schwarz), ou
encore les processus de Markov possédant un domaine de générateur adéquat.
Il est donc inhabituel et intéressant de trouver des modèles issus de la physique
qui sortent de ce cadre. Le « true self repelling motion » (TSRM) construit par
Bálint Tóth et Wendelin Werner dans [5] n’est ni une semi martingale, ni la
solution d’une équation différentielle stochastique. Ses propriétés sont complè-
tement singulières par rapport à celles des processus classiques : par exemple, il
est de variation finie d’ordre 3/2 alors que les semi martingales sont de variation
quadratique. Du point de vue de la physique, il correspond à un polymère uni-
dimensionnel qui grandit et tel que les nouveaux monômes sont repoussés par
ceux qui existent déjà. Mais, comme pour le mouvement brownien, il apparaît
naturellement comme la limite d’un processus discret, la « vraie »marche aléa-
toire auto-répulsive introduite en 1983 par D. Amit, G. Parisi et L. Peliti [1] qui
est définie de la façon suivante : à chaque instant n, elle choisit de sauter à sa
droite ou à sa gauche avec une probabilité dépendant du nombre de visites déjà
effectuées sur les arêtes de droite et de gauche. Notons qu’elle ne regarde que ses
plus proches voisins pour décider de l’endroit où elle va aller, c’est pour cela que
l’on appelle parfois aussi cette marche la marche « myope ». Plus précisément :
si l(n, a) désigne le « temps local »passé (nombre de sauts effectués) sur l’arête
a (a ∈ 1

2 + Z) jusqu’à l’instant n ie :

l(n, a) = l(0, a) + #
{

1 ≤ m ≤ n : {X(m− 1), X(m)} = {a − 1

2
, a +

1

2
}
}

,

alors la marche au pas suivant suivra la loi :

P (Xn+1 = x + 1| passé, Xn = x) =
e−β(l(n,x+ 1

2 )−l(n,x− 1
2 ))

e−β(l(n,x+ 1
2 )−l(n,x− 1

2 )) + e−β(l(n,x− 1
2 )−l(n,x+ 1

2 ))

avec bien sûr :

P (Xn+1 = x − 1| passé, Xn = x) = 1 − P (Xn+1 = x + 1| passé, Xn = x).

Remarque 1.1. On peut généraliser ce modèle en prenant une fonction de poids
quelconque r à la place de la fonction exp(−β ·). Tout le jeu ici est d’avoir une
interaction assez répulsive pour qu’elle « passe à la limite »mais pas trop non
plus, auquel cas on obtient simplement un mouvement linéaire en fonction du
temps. D’autres cas sont étudiés par Bálint Tóth dans [7] et [8].

La marche (Xn) a une mémoire : elle n’est pas de Markov car il faut connaître
tout le passé pour savoir de quel côté avancer ; par contre le processus muni du
temps local passé en chacun des points au même instant (Xn, l(n, ·)) est bien une
chaîne de Markov. Et, plus remarquable encore, elle est super-diffusive : Bálint
Tóth a montré dans [6] via des généralisations des théorèmes dits de Ray-Knight
(pour les marches aléatoires simples) des résultats sur les convergences des lois

marginales de X
(n)
t :=

X[nt]

n2/3 (pour plus de détails, voir le paragraphe (2.1)).
Mais le TSRM n’est pas construit directement comme la limite de la marche
aléatoire répulsive (même s’il est naturellement le seul candidat possible dans le
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cas d’existence de la limite ; la convergence a en fait été prouvée plus tard, voir
[4]). L’idée est d’utiliser l’information sur les temps locaux limites du modèle
discret pour deviner la forme des temps locaux de notre processus. On verra que
cette information est suffisante pour construire tout le processus (cf (2.3)). Par
ailleurs, l’ensemble formé par ces temps locaux est remarquable : on l’appelle
toile brownienne. Le TSRM aura ainsi des propriétés issues de l’auto-répulsion
parmi lesquelles :

• continuité et récurrence.
• changement d’échelle et variation locale : Pour tout α > 0,

(Xαt, t ≥ 0) et (α2/3 Xt, t ≥ 0) ont même loi et le TSRM est de variation
finie d’ordre 3/2.

• densité de temps d’occupation : p.s., pour tout t ≥ 0, la mesure d’oc-
cupation admet une densité bornée par rapport à la mesure de Lebesgue et
cette densité a une version continue que l’on note Lt(·) et que l’on appelle
encore « temps local ».

• propriété de Markov : le processus (Xt, Lt(·))t≥0 est un processus de
Markov.

• Localité : l’interaction est locale : la loi de X juste après t ne dépend que
de Lt autour du point Xt.

• Equation dynamique : Il existe un ensemble aléatoire I ⊂ R
+ qui est

p.s. de mesure de Lebesgue 1 et tel que pour tout T ∈ I,

XT = −
(

P - lim
ε→0

LT (XT + ε) − LT (XT − ε)

2 ε

)

+ « termes de bords ».

Certaines seront plus détaillées et expliquées dans la partie (3).

Remarque 1.2 (Autres processus interagissant avec eux-mêmes). Il existe
d’autres processus qui interagissent avec eux mêmes, par exemple les polymères
browniens définis par R. Durrett et L. Rogers [2] par :

Xt = Bt +

∫ t

0

ds

∫ s

0

du f(Xs − Xu). (1)

En dimension 1, l’équation (1) est équivalente à :

Xt = Bt +

∫ t

0

ds

∫ ∞

−∞
du f(−z)Lt(Xt + z)dz.

où Lt(·) est la densité d’occupation de Xt.

Supposons que f : R → R est une fonction lisse à support compact telle que
f(−x) = −f(x) et sgn f(x) = sgn x et définissons le processus XA

t := A−2/3XAt.
Il est alors conjecturé qu’à la limite A → +∞, on retrouve le TSRM (voir [5],
Appendice B).
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Fig. 1 – réalisation de la marche auto-répulsive pour β = 1 pour 106 pas (en
bleu) et de la marche aléatoire simple (en noir) ; à droite, le tracé de l(t, ·) pour
cette réalisation de la marche auto-répulsive à t = 106
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Fig. 2 – tracés de la marche aléatoire auto-répulsive et de la marche aléatoire
simple correctement renormalisées
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2 Idées de la construction du TSRM

2.1 Quelques résultats sur la « vraie »marche aléatoire

auto-répulsive

Même si le TSRM n’est pas défini directement comme la limite d’une marche
aléatoire répulsive exponentielle, les résultats suivants sont fondamentaux car
ils nous donnent le squelette de sa construction. Ce paragraphe résume les ré-
sultats obtenus dans [6].

Pour énoncer le théorème principal, nous avons tout d’abord besoin de défi-
nir le mouvement brownien réfléchi/absorbé (RAB) et quelques objets qui lui
sont associés.

Définition 2.1 (RAB). Soient x ∈ R, et h ∈ R
+∗, et soit R ∋ y 7→ W (y) ∈ R

un mouvement brownien qui part des deux côtés tel que W (0) = 0. alors le RAB
issu de (x, h) est défini par :

Λ̄x,h(y) := |W (y − x) + h|1{ω−

x,h≤y≤ω+
x,h}

où ω−
x,h := sup{y < x ∧ 0 : |W (y − x) + h| = 0} et

ω+
x,h := inf{y > x ∨ 0 : |W (y − x) + h| = 0}.

De plus, on appelle RAB « forward »le processus (Λx,h(y), y ≥ x) := (Λ̄x,h(y), y ≥
x) et RAB « backward »l’autre côté du processus.

Le dessin suivant éclaircit cette définition :

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15
0

1

2

3

4

5

6

Fig. 3 – réalisation d’un RAB issu de (−10, 1)

L’aire totale sous la courbe Λ̄x,h(y) est appelée T (x, h) :

T (x, h) :=

∫ ∞

−∞
Λ̄x,h(y) dy.
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L’aire aléatoire T (x, h) admet une densité absolument continue par rapport à
celle de Lebesgue que l’on note ρ(t, x, h). Sa transformée de Laplace est appelée
ρ̂. On note aussi : π(t, x) :=

∫∞
0

ρ(t, x, h) et π̂(t, x) :=
∫∞
0

ρ̂(t, x, h). Partant d’un
nombre fini de points de R×R

+, on peut définir maintenant une famille de RAB
« forward »indépendants coalescents (Λxi,hi(yi), yi ≥ xi), appelée FICRAB, qui
vérifie :

– chaque élément pris séparément est un RAB « forward ».
– Ils sont indépendants tant qu’ils ne se touchent pas.
– Ils restent ensemble lorsqu’ils se rencontrent.
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Fig. 4 – réalisation d’un FICRAB issu de 45 points du plan

Revenons à notre marche aléatoire auto-répulsive et reprenons les notations de
l’introduction. On note aussi U(n, x) (resp. D(n, x)) le nombre de passages vers
la droite (resp. vers la gauche) jusqu’au temps n sur l’arête x + 1

2 ie :

U(n, x) := #{m < n : X(m) = x, X(m + 1) = x + 1}
D(n, x) := #{m < n : X(m) = x + 1, X(m + 1) = x}.

En particulier avec ces notations, on a : l(n, x + 1/2) = U(n, x) + D(n, x). On
définit aussi les « inverses des temps locaux »

T U
x,r := inf{n : U(n, x) = r},

T V
x,r := inf{n : V (n, x) = r},

et le temps local en ces temps d’arrêt est noté

Λ∗
x,h(·) := l(T ∗

(x,r), · +
1

2
) où ∗ désigne U ou V .
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Nous pouvons maintenant énoncer le théorème limite principal, démontré dans
[6] :

Théorème 2.2. Soient x ∈ R, h ∈ R
+ et ∗ désignant U ou D. On a alors la

convergence faible suivante :

Λ∗
[Nx],[

√
Nσh]

([N ·])
σ
√

N
⇒N→∞ Λ̄x,h(·).

dans l’espace D(R) muni de la topologie de Skorohod.

Remarque 2.3. On peut comparer ce résultat au résultat analogue pour la
marche aléatoire simple. On obtient en effet pour le temps local Λ(x,h) du mou-
vement brownien au temps d’arrêt Tx,h la description suivante :

Λ(x,h)(y) =







BESQ0(−y) si y ∈ (−∞, x ∧ 0]
BESQ2(y) si y ∈ [x ∧ 0, x ∨ 0]
BESQ’0(y) si y ∈ [x ∨ 0, +∞),

où BESQ0, BESQ’0 désignent deux processus de Bessel indépendants de dimen-
sion 0 et BESQ2 est un processus de Bessel indépendant des deux autres de di-
mension 2 (les valeurs initiales sont choisies pour obtenir un processus continu,
valant h en x).

Il existe également un théorème pour la loi jointe limite des temps locaux aux
temps d’arrêts T(x1,h1), · · · , T(xn,hn) :

Théorème 2.4. Soient (x1, h1) · · · (xn, hn) des points de R×R
∗
+, et ∗ désignant

U ou D. Alors,

(

Λ∗
[Nxi],[

√
Nσhi]

([Nyi])

σ
√

N
, yi ≥ xi pour tout i ≤ n

)

⇒N→∞
(

Λxi,hi(yi), yi ≥ xi, i ≤ n
)

.

Remarque 2.5. L’indépendance est surprenante, et nous donne une descrip-
tion très simple des temps locaux limite.

On a aussi un théorème limite pour la position de la marche Xi, arrêtée à
des temps d’arrêts exponentiels indépendants de la marche :

Théorème 2.6. Soient s < 0 et x ∈ R fixés et (θn) une suite de temps d’arrêt
de loi géométrique de paramètre e−s/n indépendants de la marche (Xi). Alors,
lorsque n → ∞,

P (n−2/3Xθn < x) →
∫ x

−∞
π̂(σs, y)dy.
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2.2 La famille des temps locaux limite

Le théorème (2.4) nous incite à étudier plus en détails les FICRAB, et en
particulier de pouvoir les définir partant de chacun des points du demi plan.

Nous avons maintenant besoin de quelques notations et définitions : on note D

l’ensemble des nombres dyadiques rationnels, E := R × R
∗
+ et Ẽ := D × D

∗
+,

F
+ := {(x, h, y) : x ∈ R, h ∈ R

∗
+, y ≤ x}.

Définition 2.7 (FICRAB (famille de mouvements browniens indépendants coa-
lescents/absorbés)). Pour tout ensemble non vide {(xa, ha) : a ∈ A} ⊂ E, on dit
que la famille (Ca)a∈A est un FICRAB issu de ((xa, ha))a∈A lorsque pour tout
ensemble non vide {a1, · · · , an} de A, la loi de (Ca1 , · · · , Can) est celle d’un
RAB « forward »(fini) issu de ((xa1 , ha1), · · · , (xan , han)).

Il est facile de construire par récurrence un FICRAB issu d’un nombre dé-
nombrable de points (et en particulier issu de D). Le théorème suivant généralise
ce résultat à l’ensemble R×R

∗
+, et montre l’unicité d’un tel processus sous cer-

taines hypothèses de régularités :

Théorème 2.8.

1. Il existe une variable aléatoire F
+ ∋ (x, h, y) 7→ Λx,h(y) ∈ R

+ telle que :
–
(

Λx,h

)

(x,h)∈E
est un FICRAB issu de

(

(x, h)
)

(x,h)∈E
.

– p.s., pour tout (x, h) ∈ E, Λx,h(x) = h.
– p.s., pour tous (x1, h1), (x2, h2) ∈ E et z ≥ y ≥ max{x1, x2} :

Λx1,h1 < Λx2,h2 ⇒ Λx1,h1(z) ≤ Λx2,h2(z)
– p.s., pour tout x ≤ y, l’application h → Λx,h(y) est continue à gauche

sur ]0,∞[.

2. Si Λ′ est une autre famille qui vérifie ces propiétés alors Λ et Λ′ ont même
loi.

Ce processus admet des propriétés intéressantes : par exemple, les lignes qui
naissent en x entre 0 et h coalescent en un nombre fini d’éléments immédiate-
ment après x. Il existe aussi un processus « dual »Λ∗ défini par :

pour tout y ≤ x, Λ∗
x,h(y) := sup{h′ > 0 : Λy,h′(x) < h},

et on peut montrer que :

F
+ ∋ (x, h, y) 7→ Λx,h(y) ∈ R

+ et F
+ ∋ (x, h, y) 7→ Λ∗

−x,h(−y) ∈ R
+ont même loi.

Définissons maintenant :

Λ̄x,h(y) :=

{

Λx,h(y) if (x, h, y) ∈ F
+

Λ∗
x,h(y) if (x, h, y) ∈ F

−

Ce processus satisfait les règles suivantes :
– Les lignes allant vers la droite coalescent quand elles se rencontrent.
– Les lignes allant vers la gauche coalescent quand elles se rencontrent.
– Les lignes allant vers la droite ne traversent jamais les lignes allant vers

la gauche.
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Fig. 5 – deux réalisations de Λ̄x,h(·) partant de deux points du plan

2.3 La construction

On veut construire un objet limite convenable pour la marche aléatoire répul-
sive. Le théorème (2.2) nous impose la loi finie-dimensionnelle des temps locaux
de la limite éventuelle à certains temps d’arrêt. Pour trouver l’analogue continu,
l’idée clef est de définir le processus à partir de ces densités d’occupation.

Prenons un processus continu quelconque à valeurs dans R, (X(t))t∈R+ , qui
admet un « temps local »(Lt(x); t ≥ 0, x ∈ R) (c’est à dire que ses mesures
d’occupation admettent une densité par rapport à la mesure de Lebesgue) que
l’on suppose « assez régulier ». Notons T (x, h) l’inverse du temps local et Λx,h(y)
la densité d’occupation au temps d’arrêt T (x, h) :

Tx,h := inf{t ≥ 0 : L(t, x) ≥ h},
Λx,h(y) := LT (x,h)(y).

Un fait remarquable réside dans l’observation que les fonctions Λ·,·(·) contiennent
toute l’information, c’est à dire que l’on peut reconstruire le processus (X(t)) à
partir de Λ·,·(·).
Remarque 2.9. Il suffit en fait de connaître (Λx,h(y) : x ∈ R, h ∈ R

+,y ≥ x)
puisque, grâce à l’hypothèse de régularité, nous avons la relation : Λx,h(y) =
sup{h′ : Λy,h′(x) < h}.
Ici, nous ne connaissons pas le processus : nous ne pouvons pas utiliser ce résul-
tat directement. Mais celui-ci confirme notre intuition : les informations sur les
temps locaux limites sont suffisantes pour la construction.

Prenons (Λ̄x,h(·))(x,h)∈E le FICRAB issu de E qui vérifie les hypothèses du
théorème (2.8). Celui-ci nous donne un ordre total sur les points de E : on
dit que (x1, h1) ≺ (x2, h2) lorsque (x1, h1) se trouve sous la courbe Λ̄x2,h2(·).
Ceci implique la proposition :

Proposition 2.1. Si T (x, h) :=
∫∞
−∞ Λ̄x,h(y)dy, presque sûrement, pour tout

t ∈ [0, +∞),
⋂

ε>0

{(x, h) ∈ E : T (x, h) ∈ (t − ε, t + ε)} est un singleton.
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Cet élément est noté (Xt, Ht).

On a ainsi la définition du TSRM :

Définition 2.10. On appelle R
+ ∋ t 7→ Xt ∈ R le « true self repelling mo-

tion »(TSRM).

Remarque 2.11. On a construit ainsi deux objets : un processus à valeurs dans
R, le TSRM ; et un processus en dimension deux (Xt, Ht) qui est une sorte de
« courbe de Peano » : il remplit tout sur son passage, comme le couple (mouve-
ment brownien, temps local passé au point qu’il visite au même instant). Mais,
à la différence du mouvement brownien, ce processus bidimensionnel parcourt
un certain « labyrinthe »que l’on peut construire a priori.

Remarque 2.12. On aurait pu aussi construire le processus (Xt, Ht) comme
limite d’un autre modèle discret, dans lequel les mouvements browniens réfléchis
coalescents sont remplacés par des marches aléatoires réfléchies coalescentes.
Voir la section 11 de [5] pour plus de détails.

3 Propriétés fondamentales du TSRM

3.1 Premières propriétés

Proposition 3.1.

1. p.s., t 7→ (Xt, Ht) est continue et (X0, H0) = (0, 0).

2. p.s., pour tout x ∈ R, l’ensemble {t ∈ R
+ : Xt = x} n’est pas borné.

3. p.s., pour tout a > 0, les processus t 7→ (Xat, Hat) et t 7→ (a2/3 Xt, a
1/3 Ht)

ont même loi.

On vérifie ensuite que Xt admet une densité d’occupation Lt(·) qui correspond
bien aux temps locaux à partir desquels nous avons défini le processus : si on
note Lt(x) := inf{h > 0 : T (x, h) ≤ t}, on a le théorème :

Théorème 3.1 (densité d’occupation). La mesure d’occupation admet une den-
sité continue Lt(·) par rapport à la mesure de Lebesgue.

De plus, la définition du processus nous donne directement les théorèmes de
Ray-Knight pour la densité d’occupation :

Théorème 3.2. p.s., pour tout (x, h) ∈ E, LTx,h
(·) = Λ̄x,h(·)

Terminons cette partie avec une propriété fondamentale, déjà évoquée dans l’in-
troduction :

Proposition 3.2. Le TSRM est à variation finie d’ordre 3/2.

10



Rappelons rapidement ici que la variation d’ordre u d’un processus est la limite
en probabilité si elle existe, le long de subdivisions t = 0 = 0 < t1 < . . . < tn = 1
de plus en plus fines de l’intervalle de temps (ici [0, 1]) de

n−1
∑

j=0

|Xtj+1 − Xtj |u.

Remarque 3.3. L’exposant 2/3, qui apparaît lors du changement d’échelle du
TSRM, est présent dans de nombreuses conjectures (et résultats) sur des phéno-
mènes probabilistes, en particulier lors de l’étude du comportement local d’une
interface aléatoire en dimension 1+1 ; on peut notamment citer :

• L’évolution d’une particule de seconde classe dans le processus simple d’ex-
clusion asymétrique. Cette question est par ailleurs étroitement reliée à
l’équation de Burgers, ou plutôt à l’équation KPZ de Khardar, Parisi et
Zhang, une version « stochastique »fameuse de l’équation de Burgers, mo-
délisant des interfaces aléatoires en dimension 1+1.

• Les grandes matrices aléatoires : la loi de Tracy-Widom (que nous avons
étudiée lors de mon mémoire de M2 avec Bálint Virág) décrit les fluctua-
tions (renormalisées) de la plus grande valeur propre de certaines classes
de matrices aléatoires, lorsque leur taille tend vers l’infini.

3.2 Dynamique

Théorème 3.4. Pour tout (x, h) ∈ E fixé,

P - lim
ε→0

LTx,h
(XTx,h

+ ε) − LTx,h
(XTx,h

− ε)

2 ε

= −XTx,h
+

1

4

(

sup
0≤s≤Tx,h

Xs + inf
0≤s≤Tx,h

Xs

)

Remarque 3.5. Cette équation peut paraître surprenante au premier abord car
elle ne fait pas intervenir le mouvement brownien comme bruit blanc.
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