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Introduction

Un systéme dynamique est la donnée d’un espace E et d’un ensemble de transfor-
mations 7 de FE dans E. Lorsque ces transformations sont continues, on peut s’intéresser
aux compacts laissés invariants par 7. D’autre part, si 'on veut connaitre I'allure des
orbites de chaque point (I’ensemble des itérés), il est intéressant d’étudier les mesures de
probabilité invariantes par les transformations de 7. Dans cet exposé, nous nous intéres-
sons au systéme dynamique formé du cercle et de la multiplication des angles par 2 et
3.

Dans la premiére partie, nous montrerons ’étonnant résultat suivant, di a Fursten-
berg (1967 [2]) : le seul compact infini invariant par doublement et triplement d’angle
est le cercle tout entier. Pour étudier les mesures invariantes, nous devrons ajouter une
hypothése sur les mesures étudiées, dite d’entropie strictement positive. Dans la seconde
partie, nous étudions donc des notions se rapportant aux mesures dans le cadre des sys-
témes dynamiques. Dans la derniére partie, nous décrivons les mesures invariantes par ce
systéme dynamique sous I’hypothése d’entropie strictement positive (résultat de Rudolph,
1990, [5]).
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1 Fermés invariants du cercle

Le cadre mathématique de cet exemple est le suivant : on considére S; le cercle que
I'on peut identifier A R/Z ou a U = {z € C, |z| = 1}. On considére également, pour k € N,

fo: R/Z — R/Z

T kx

Cela définit une fonction de S; dans S;. L’application f; est la multiplication des
angles par k. Dans la suite, on identifie S; et le tore R/Z.

Définition 1.1 Un compact K de Sy est dit invariant par fi, si fr(K) C K.

Par exemple, il existe de nombreux compacts infinis invariants par f3. On peut
prendre I’ensemble {e%m € N}. Un autre exemple plus exotique est donné par 'image

par la projection canonique de I'ensemble triadique de Cantor (c’est ’'ensemble des réels de
[0,1] dont le développement en base 3 ne contient que des 0 ou des 2). Plus simplement,
le cercle tout entier est également un compact invariant. On voit donc qu’il existe des
compacts infinis invariants par f3 trés variés. De méme, on trouve de nombreux compacts
infinis invariants pour fs.

Par contre, si 'on ajoute la condition que K soit a la fois invariant par f5 et f3, on
obtient ’étonnant résultat de rigidité suivant.

Théoréme 1.1 (Furstenberg, 1967) Un compact invariant par fy et fs est soit fini, soit
égal & S.

Pour démontrer ce résultat, on s’intéresse tout d’abord a deux cas particuliers (le
cas ou 0 n’est pas isolé dans K et le cas ou K est minimal pour l'inclusion). On déduit
ensuite le cas général de ces deux premiers cas.

Remarque : 1l existe de nombreux compacts invariants finis stables par fy et fs.
Nous les décrirons a la fin de cette section. Cependant, on peut déja voir qu’un compact
invariant fini est inclus dans les rationnels (ici on considére qu'un élément du cercle est
rationnel si et seulement si son représentant dans [0, 1] est rationnel).

1.1 Cas ou 0 n’est pas isolé dans K

Lemme 1.1 Pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que Nlog2 + Nlog 3 soit e-dense dans
[M, +o0l, c’est a dire que tout intervalle ouvert de [M,+oo[ de longueur plus grande que
€ contient un élément de Nlog2 + Nlog 3.

Démonstration :

Comme % est irrationnel, I’ensemble Z log 2+7Z log 3 est un sous-groupe dense de R.
En particulier, il existe un nombre fini d’éléments z; = n; log 2+m; log 3 de Zlog 2+7Zlog 3
qui forment un ensemble e-dense dans [0,log2]. En ajoutant M = Nlog2 + N log 3 avec
N > max;(|n;], |mi]), on obtient que Nlog2 + Nlog3 est e—dense dans [M, M + log2].

Comme on peut ajouter un réel de la forme nlog 2, on obtient le résultat. O
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Proposition 1.1 Soit K un compact invariant par fo et f3 dans lequel 0 n’est pas isolé,
alors K = S;.

Démonstration :

Puisque 0 n’est pas isolé dans K, on peut supposer, quitte a extraire, qu’il est limite
d’une suite de signe constant, par exemple positif. Il est alors commode de travailler
avec des représentants dans [0,1] des éléments de K, on identifie donc un élément et son
représentant (si la suite avait été négative, on aurait travaillé avec les représentants dans
| —1,0]. Soient € > 0 et zp € S; non nul, on veut montrer qu’il existe a € K tel que
|zg — | <'e. Comme K est fermé, cela suffit a prouver que K = [0, 1].

Le lemme précédent nous donne un M’ > 0 tel que

Vy>ﬂﬂ3mbEN1—e§§%3§1+e

Puisque I'on dispose d’une suite d’éléments positifs de K qui tend vers 0, il existe
r € K, ™ > M'. En appliquant le lemme, on trouve :

To

e S

—€e <

En multipliant par #2°3" qui est inférieur & -£& donc a 2 (si 'on prend € < 1), on
obtient :
—2€ <z — 2931 < 2¢

Or par définition de linvariance de K, on a 23’z € K. Donc K est compact et
dense dans S;, d’ou K = §;.

O

1.2 Cas oul K est un compact invariant minimal

Définition 1.2 Un compact K est dit invariant minimal pour un semi-groupe de trans-
formations S s’il est minimal pour linclusion parmi les compacts non vides invariants
par S.

Remarque : Si K est un compact invariant minimal, l'orbite O(z) = { f§ o f3(z),a,b € N}
d'un élément x € K est dense dans K. En effet, adhérence O(z) = {5 o fé(z),a,b € N}
de cette orbite est un compact invariant non vide contenu dans K.

Comme Porbite de 0 est {0}, on en déduit que les compacts invariants minimaux
qui contiennent 0 sont réduits & {0}. En particulier, S; n’est pas un compact invariant
minimal.




Proposition 1.2 Soit S un semi-groupe de transformations, et soit K un compact non
vide tnvariant par S. Alors il contient un compact invariant minimal.

Démonstration :

Considérons ’ensemble des compacts invariants non vides muni de 'inclusion . C’est
un ensemble inductif car si Ky D --- D K,, D ... est une famille de compacts invariants,
(; I est encore un compact invariant. Il est non vide en tant qu’intersection de compacts
décroissants non vides donc c¢’est un minorant de la chaine. Le lemme de Zorn donne alors
I’existence, pour K compact invariant non vide, d’un élément extrémal contenu dans K.
Or un compact invariant extrémal est exactement un compact invariant minimal, d’oi1 le
résultat.

O

Proposition 1.3 Soient K et B deur compacts de Sy invariants par fo et f3, avec K
minemal, tels que K + B =Sy, alors B = S;.

Remarque : L’idée de la démonstration suivante est " d’amincir " le compact K
jusqu’a n’obtenir plus qu'un point zy. En effet, si xg + B =S alors B = S;.

Démonstration :

ETAPE I : On construit une suite décroissante de compacts tels que K*) soit stable
par f5' et fz,'f! et minimal pour ces applications :

Soit K = K. Par recurrence, on suppose la suite construite jusqu’au rang k. Alors
| “ . . . .
K" est stable par fngrl et f3k+1)' donc d’ apres la proposition précédente, il existe un

k+1) B+ f(k+1 k).

compact K minimal pour f; contenu dans K

ETAPE II : On veut alors montrer que pour tout k € N*, K*) + B =§;.

On le montre uniquement pour k£ = 2 mais la démonstration est la méme pour tous
les entiers. On définit :

K' = K@U f(KP)U f5(KP) U fao f3(K®).

On remarque alors que K’ est un compact invariant par f et f3 inclus dans K. Par
minimalité de K, on a K = K'. En particulier :

S1 = (K@ + B)U (fo(K®) + B) U (f3(K®) + B) U (fa 0 f3(K®) + B).

Donc I'un au moins de ces quatre compacts est d’intérieur non vide. Comme f5 et
f3 sont des applications continues et ouvertes, ces compacts sont tous d’intérieur non vide
(ils sont images ou images réciproques les uns des autres par fo et f3). Donc L = K®+B
est d’intérieur non vide.

En particulier, il contient un intervalle de la forme [z, +

2"(L) = S;. Mais puisque L est f3 invariant, cela implique L = S;.

QH] ce qui implique



ETAPE 1T : Posons K(®) =, .. K® et montrons que K + B = §;.

En effet, considérons = dans S;. Pour tout k > 0, il existe y, € B et z, € K®
tels que x = yr + 2. En extrayant une sous suite convergente, on obtient I'existence de
y € Betdeze K (car les K® forment une suite décroissante de compacts) tels que
r=1y-+z.

ETAPE IV : Soit Ty € K () Montrons que ro + B = S;.

Soit a = g avec p et g premiers entre eux et g premier avec 2 et 3. Pour k > q assez

grand, « est un point fixe de fF et f¥. En effet, ff(q)(a) -«

29(@) — 1, de méme pour 3.

Comme K + B =8, il existe z € K™ et y € B tel que = + y = a. Alors pour
tout f dans le semigroupe S engendré par f5' et f& f(2)+ f(y) = f(a) = a. Comme K®*)
est minimal pour S, {f(z), f € S} est dense dans K*) donc dans K(). Tl existe donc
(fn) tel que (f,(z)) tend vers zy. On vérifie alors, f,(y) = a — f.(z) € B donc converge
vers yp = a — xo qui est dans B car B est fermé. On a alors o+ yo = a et a € g + B.

Ceci étant vrai pour tout ’ensemble dense des rationnels de dénominateur premier
avec 2 et 3, on obtient S; C z¢ + B.

$(a)_ .
= pZ2=L — 0 car ¢ divise

O
Corollaire 1.4 Un compact invariant minimal est nécessairement fini.

Démonstration :

Soit K un compact invariant minimal, que I’on suppose infini par I’'absurde. Comme
K est compact et infini, il admet un point d’accumulation. Alors 0 est point d’accumu-
lation dans le compact invariant K — K, ce qui montre d’aprés la proposition 1.1 que
K — K =S;. On a donc d’aprés la proposition 1.3 appliquée & B = —K, K = Sy, ce qui
est absurde car S; n’est pas minimal.

O

1.3 Cas général

Proposition 1.5 Un compact invariant est soit fini, soit non dénombrable. Dans le
deuzieme cas, le compact contient un irrationnel.

Démonstration :

Si K n’est pas fini, il admet un point d’accumulation et K — K = S;. Si K est
dénombrable, K — K aussi ce qui est absurde. Donc K est non dénombrable, en particulier
il n’est pas inclu dans les rationnels.

O



Théoréme 1.2 (Furstenberg, 1967) Un compact invariant infini est égal 4 S.

Démonstration :

Soit K un compat infini, il contient donc un irrationnel x et par invariance O(x).

D’autre part, d’aprés la proposition 1.2, 'adhérence de O(z) contient un compact
invariant minimal qui est fini et donc contenu dans les rationnels. Puisque O(x) ne contient
que des irrationnels, il existe un rationnel p/q qui est un point d’accumulation dans K.
Donc 0 est un point d’accumulation dans ¢ - K et donc ¢- K = S;. Ainsi K est d’intérieur
non vide. Il existe alors n tel que f3'(K) = S;. Par invariance de K, il vient que K = S;.

O

Remarque : On a déja vu qu’un compact invariant fini est inclus dans les rationnels.
D’autre part, on a montré que si a = £ avec ¢ premier avec 2 et 3, alors l'orbite de « est
fini. On en déduit facilement que I'orbite d’un rationel est fini. Un compact invariant fini
est donc une union finie d’orbites de rationnels.

Petit interméde heuristique : Nous venons de montrer que les seuls compacts
invariants par fy et f3 sont des ensembles finis et le cercle tout entier S;. On sait donc,
puisque 'adhérence de 'orbite d’un point est un compact invariant, que ’orbite d’un point
est ou bien fini, ou bien dense. On obtient donc une premiére propriété intéressante de
ce systéme dynamique. Pour avancer encore dans la description de 'orbite d’'un point, on
peut s’intéresser aux mesures tnvariantes p. En effet, sous une hypothese d’ergodicité,
le théoréme de Birkhoff (voir théoréme 2.1) affirme que pour p-presque tout x :

i, £(Ta0) = [ fa)du)

On obtient donc une description du comportement asymptotique des itérés de u-presque
tout xo. Nous allons donc tenter dans la suite de cet exposé de décrire les mesures inva-
riantes par le systéme dynamique du cercle muni du doublement et du triplement d’angle.

2 Notions sur les systémes dynamiques

Dans ce paragraphe, nous citons certains résultats du polycopié de systémes dyna-
miques [1] que le lecteur pourra consulter pour les démonstrations des théorémes 2.1 et
2.2, ainsi que pour des approfondissements sur les notions d’ergodicité et d’entropie.

Définition 2.1 Soit u une mesure de probabilité sur Sy, et T : S; — Sy une application
mesurable, on dit que p est invariante par T st Ty = p, c’est a dire, pour tout B borélien
de Sy, p(T7Y(B)) = u(B). On appelera systéme dynamique mesuré la donnée (Sy, u,T)
d’une transformation mesurable T' de Sy et d’une mesure de probabilité p invariante par
T.



Remarque : La mesure de Dirac en 0, les moyennes des mesures de Dirac en les
points d’une orbite cyclique finie (tout élément de I'orbite doit étre I'image d’un élément
de Porbite) et la mesure de Lebesgue sont invariantes par les mutiplications par 2 et 3.

Remarque : L’invariance de p par T est équivalente a :

VieC(S), / F(T)dpu(r) = / F (@) du(a)

Notre but est de décrire les mesures invariantes par la multiplication des angles
par 2 et 3. Nous traitons le cas plus général de la multiplication des angles par p et ¢
avec p et q premiers entre eux. Dans le premier paragraphe, nous montrerons que l'on
peut se restreindre a étudier les mesures dites ergodiques. Dans un deuxiéme temps, nous
introduirons la notion d’entropie d’un systéme dynamique mesuré (S, u, T). En effet, la
résolution compléte du probléme n’a été effectuée que sous une hypothése supplémentaire
dite d’entropie strictement positive (on ignore si cette hypothése est nécessaire). Le dernier
paragraphe de cette section étudie les liens entre entropie et translations rationnelles.

2.1 Ergodicité d’une mesure

Définition 2.2 Soit (Sy, i, T) un systéeme dynamique mesuré, p est dite ergodique pour
T si pour tout B tel que T~'(B) = B, u(B) =0 ou 1.

En notant M(S;)” I’ensemble des mesures invariantes par T, on vérifie facilement
que M(S;)T est un convexe fermé (pour la topologie faible) de M (S;). Le théoréme de
Krein-Millman assure que M (S;)? est 'enveloppe convexe de ses points extrémaux. Il suffit
donc de connaitre les points extrémaux de cet ensemble pour le décrire complétement. La
propriété suivante justifie I'introduction des mesures ergodiques.

Proposition 2.1 Les points extrémaur de M(S;)T sont exactement les mesures ergo-
diques.

Avant de démontrer cette proposition, étudions le lemme suivant :

Lemme 2.1 Soit u une mesure invariante par T et ergodique pour T'. Soit v une mesure
mwvariante par T qui admet une dérivée de Radon-Nikodym par rapport a p, alors v est
proportionnelle a p.

Démonstration :

Notons f = g—;, il faut donc montrer que f est constante p p.p.

ETAPE I : Montrons que f = foT p p.p. :
o) = [ j@nt)
T-14
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D’autre part,

o) = [ f@uta) = [ fTo)int)

La deuxiéme égalité vient de la formule de changement de variable mentionnée plus
haut, que 'on peut utiliser car p est invariante. Puisque T,v = v, on obtient :

Tod) = [ f(Tauta)

Donc f et f oT sont deux densités pour T,v et elles sont égales u p.p..

ETAPE I : Montrons que f est constante j p.p. :

Par ’absurde, supposons que f n’est pas constante p p.p., et construisons un en-
semble invariant par 7" de mesure ni nulle ni pleine. Comme f n’est pas constante u p.p.,
il existe x € R tel que A = f~1(] — oco;z[) vérifie 0 < pu(A) < 1. Définissons le borélien

invariant par 7' suivant :
B=JT7"A)

peENn>p

Comme f = foT pu p.p., A et T7}(A) coincident en dehors d’une partie négli-
geable. Plus généralement, T~ "(A) et A coincident en dehors d’une partie négligeable.
Par o-additivité, B a la méme mesure que A. On a donc trouvé un ensemble invariant
avec 0 < pu(B) < 1 ce qui contredit 'ergodicité de la mesure p.

O

Démonstration de la proposition 2.1 :

Etudions tout d’abord le sens indirect. Si y est ergodique et p = tuy + (1 — t)puo. 11
s’agit de montrer que t = 0 ou 1. En d’autres termes, il faut montrer que ¢ # 0 impose
p1 = . On se place désormais dans ’hypothése ¢ # 0.

Les ensembles de mesure nulle pour p sont aussi de mesure nulle pour p; donc
1 << p. D’apres le lemme, ces deux mesures sont proportionnelles. Mais ce sont égale-
ment des mesures de probabilités, elles sont donc égales.

Réciproquement, soit i une mesure extrémale, supposons qu’elle n’est pas ergodique.
Il existe donc A; tel que T71 (A1) = Aj et 0 < pu(A;) < 1. On pose Ay = AS§, on a également
T~ 1(Ay) = A,. Définissons ju; = ﬁﬂlm qui est bien invariante. En effet,

1

Alors on vérifie aisément que p = p(Aq)pur + p(Az)ps.

WTHANA)) = — (AN A) = ju(A).

M((T_l(A))mAi) = 1(A;)

(T (A)) =

10



On aura également besoin du résultat suivant qui est fondamental.

Théoréme 2.1 (Théoréme ergodique de Birkhoff) Soient (S, u,T) un sytéeme dyna-
mique mesuré, avec p ergodique pour T, f une fonction borélienne positive, alors pour
presque tout xo € Sy :

iy > F(Ta0) = [ f()dta).

Remarque : D’un point de vue heuristique, ce résultat exprime que si ’on fixe un
point de Sq, ’ensemble des itérés de x par T explore tout le cercle de maniére relativement
homogéne. Le théoréme ergodique de Birkhoff rappelle le théoréme de comportement
asymptotique des chaines de Markov. Pour la démonstration, le lecteur pourra se reporter
au cours de deuxiéme année sur les systémes dynamiques.

2.2 Entropie d’un systéme dynamique

Ce paragraphe est volontairement alusif. Il présente les principales définitions en
rapport avec ’entropie métrique. Les résultats ne sont pas démontrés mais on pourra se
reporter au cours de deuxiéme année de systémes dynamiques. Pour la suite de 'exposé,
il suffit de retenir le dernier résultat de cette partie.

Définition 2.3 Soit o une partition mesurable (i.e. une partition finie ou dénombrable
formée d’ensembles mesurables), p une mesure de probabilité, on appelle information de
a la fonction :

Ia(x) = 3~ log pl) 1 (o).

Jea

D’autre part, on définit ’entropie de o comme l'information moyenne

H(a) = [ Lia)duta) = 3~ ~u(D) og ()

Jea

Remarque : L’entropie de o mesure I'information supplémentaire que nous donne
la partition « sur le comportement du systéme dynamique.

On admet la propriété suivante :

Proposition 2.2 (sous-additivité) Soient o et [ deux partitions, on note a V 3 la
partition formée des intersections des éléments de a et de (3. On généralise bien entendu
cette définition a n partitions.
Alors

H(aV §) < H(a) + H(3).
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Définition 2.4 La limite lim,, TllH(\/” o T~'a) eziste, on la note h,(a). On définit
Uentropie h, de j1 comme la borne supérieure sur les partitions mesurables o des h,(c).

Démonstration :
Posons a, = H(\/!Z, T~'a), on a alors par la sous-additivité de I'entropie d’une
partition :
n+m 1 n+m—1
\/ T_Zoz <H\/T a+H \/ T a—an+am
i=0 i=0 i=n

La deuxiéme égalité vient de l'invariance de p par T. En effet, il est clair d’aprés 1'ex-
pression de H(a) que H(a) = H(T 'a). La deuxiéme égalité découle directement de

1 _ =1 i
Vi e = T (Y, T70). On a donc @y < @y, + ay, et un lemme connu prouve

que %% converge.
OJ

Le théoréme suivant permet de calculer effectivement les entropies :

Théoréme 2.2 (Kolmogorov, Sinat) Soit o une partition mesurable telle que la suite
de partitions o, = \/}_, ' T—ig engendre en tant que o-algébre la tribu des boréliens, alors

hy, = hu(a).

2.3 Entropie relative a une tribu

Définition 2.5 (entropie relative a une tribu)
Soit B une sous-tribu des boréliens. L’information de o relativement & la tribu B est
la fonction

Las(x) =Y ~log(P(J|B)(x))1s(x)

Jea
L’entropie de a relativement a la tribu B est

H(a|B) = / Loys(2)du(a).

Remarque : L’information relative traduit I'information supplémentaire apportée
par une partition sachant que 'on connait une tribu.

Remarque : Par exemple, il est aisé de vérifier les propriétés intuitives suivantes :
(o) = H(a[{0,S1})
H(a|B)=0

On admet la proposition suivante qui est nécessaire pour le calcul de I'entropie dans
la section suivante. On pourra se reporter au paragraphe 5.2 du livre de Petersen [4] pour
la démonstration.
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Proposition 2.3 Pour a une partition mesurable, on note B(\/1—, T~ *a) la tribu engen-
drée par les a, = \/1—y T~'a pour n € N*. De méme, B(\/;o, T~*a) est la tribu engendrée
par les T 'a,, pour n > 1.

Pour o une partition mesurable finie, on a

h(a) = H(a|B(\/ T™*a))

k=1

2.4 Relation entre entropie et translations

On se place désormais dans le cas du cercle muni de la multiplication T des angles
par p. De plus, u représentera toujours une mesure invariante par 7'

Remarque : La seule mesure invariante par toutes les rotations dans S; (c¢’est-a-dire
les translations de R/Z) est la mesure de Lebesgue. Inspirons-nous de cette remarque et
étudions 'action des translations sur notre mesure. En particulier, peut-on relier entropie
et translations? Le but de cette section est donc de trouver une caractérisation simple
des mesures ergodiques a entropie strictement positive.

Notations : on pose

n

pr—1 p"—1

()
Wn:ZM*(SPLn: pl. + —).
i=0

1=0

On désigne pas B, la tribu des boréliens invariants par la translation x — x + #. Remar-
quons que j est absolument continue par rapport a w, (car g < w,). On note donc ¢, sa
dérivée de Radon-Nikodym.

Remarque : Pour la mesure de Lebesgue, ¢,(x) = z% qui tend vers 0. Peut-on

généraliser ce résultat a toutes les mesures ergodiques a entropie strictement positive 7
Proposition 2.4 Soit n € N*, ¢,,(x) = ¢1(2)d1(Tx)...0(T" ') 1 p.p.

Lemme 2.2 Soit n € N*, -%n(2) = ¢, (T"z) p p.p.

7 dwn41

Démonstration :
Notons &, 'ensemble des intervalles de diamétre inférieur a pi

ETAPE I : Soit n € N*, montrons que, pour tout I € &,, en posant A = T"I, on a
woall) = ().

Par définition de I et A,



La deuxiéme égalité étant die au fait que T-"(A) est I'union disjointe des I + pin. La
troisiéme égalité est diie quant a elle a 'invariance de p.

ETaPE II : Soit n € N*, pour tout I dans &,,1, en posant toujours A = T"I,
wn1(1) = wi(A)

Comme I € &,11, wpi1(I) = u(TA) en utilisant la premiére étape (T'(A) = T (1)).
Donc wy,41(I) = p(T7H(TA)) qui vaut w;(A).

ETAPE 111 : Soit n € N*, -%n(7) = ¢ (T"x) p p.p.

’ dwn+1

En effet, pour p presque tout x, si 'on considére (I,,) une suite d’intervalles, dé-
croissante, tendant vers le singleton {z}, alors ,

wn(Im) — dw,,

Wnt1 ([m) dwn 1

()

Or w‘:i(ll(?)) = 55{;,%}"3)) pour m assez grand. Puisque (I,,,) décroit vers {z}, T"(1,,) décroit

vers {T"(x)}. On en déduit :

wn(]m) m—00

— T"x
Wn+1 (]m) ¢1( )
Donc i p.p., gie—(x) = ¢1(T"x)
Démonstration de la proposition 2.4 :
Vérifions que ¢, (x) = ¢1(2)¢1(Tx)...¢1 (T" x) par récurrence.

Pour n =1 c’est évident. Supposons ’hypothése vraie au rang n,
Soit A un borélien, on a donc

/ () dn (1 / 1(2)00 (T2).o. 61 (T ) e ()

Or, par définition de la densité, pour toute fonction f borélienne positive,

[ F@donta) = [ H@)on@ ) ()

En appliquant a 14(z)¢;(2)¢1(Tx)...01(T" 'z) > 0, on trouve :

/ () e / 61(2)01(T)..- 61 (T %) 1 ()

Par unicité de la dérivée de Radon-Nikodym, ¢, (z) = ¢1(x)¢1(Tx)...01(T" ') p p.p.
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Proposition 2.5 (expression de l’entropie en fonction d’une dérivée de Radon-
Nikodym) Soit (Sy,p, T) un systéeme dynamique mesuré, alors

by == [ log ér(a)du(a)

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3 Soit a = I%, posons J = [, o + p~™[. Définissons

Alors i est la fonction p~"-périodique coincidant avec ¢, sur J et P(J|B,)(z) = ¢ (x)

Démonstration :

Le fait que v est p~™ périodique et coincide avec ¢,, sur J est évident.

Pour montrer la deuxiéme relation, utilisons la propriété fondamentale de I'espérance
conditionnelle. Soit F un ensemble B, mesurable, il faut montrer que [, ¥ (z)du(z) =
w(ENJ).

pr—1 . .
J J
[ @) = [ 3" 16+ Lyone + Lyduo
E E ;D0 p p
D’aprés 'expression de v, d’otl :

(o

pt—1

_ é_um%@mw%m>

X J_
7=0 p

On a intervertit la somme et I'intégrale et utilis¢ un changement de variable ; d’autre part,
comme FE est B,-mesurable, £ = F — L.

pt—1
= n d x (SL
;0 Emaﬁ (@)d(p 04 ) ()
pr—1
:/IflJ(x)Zgbn(x)d(u*(SI%)(a:)
j=0
Or 277 d(pu + 0,.) = dw,, d'on

15



Démonstration de la proposition 2.5 :
Posons « la partition composée des [%, “;71[ Conformément a la notation du para-

graphe précédent, o, = \/?;01 T~ 'a est la partition des intervalles ouverts de la forme
[i i+1[

pn) pn .

Pour n € N*,

- [ togtonnnte) = [ 37 ~tog(n@)1i(w)du(z)

Jean

Or, pour = € J, 9 et ¢, coincident c’est-a-dire ¢, (x) = P(J|B,)(x), donc

- [ tog(ou@)dnta) = [ 37 ~log(PIIB.))1Ls(x)du)

]Ean

:/@&wwmzﬂ@wm )
Les intervalles ouverts de la forme [pi 1l pour n € N engendrent bien la tribu des
boréliens. Cette propriété permet d’écrire deux choses.
Premiérement, d’apreés le théoréme 2.2 (théoréme de Kolmogorov Sinai), h, = h,(«).
Deuxiémement, cette hypothése se traduit avec les notations de la proposition 2.3

par :
B, =778, —TIB\/T @) \/T Q)
Donc d’aprés la proposition 2.3, H(oz|15’1) = h,(®).
De plus, 'expression (1) appliquée a n = 1 s’écrit :
- [ togten(a))duta) = H(alB)
Finalement,

~ [ togten(a))dutz) = hue) =y
0]
Proposition 2.6 Soient p > 1 un entier et u une mesure de probabilité sur Sy, invariante
par T : x — px et ergodique pour T. Alors, u a une entropie strictement positive si et

seulement si la suite ¢, (x) tend vers 0 p p.p..

Démonstration :

D’apres la proposition 2.5 'entropie de p a pour expression :
by = [ ~logor (@)duta)
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Pour le sens direct, d’aprés 'expression de ¢, (x), on obtient p p.p. :

n—1

log(64(2)%) = - S (log(6:(T'x).

i=0
Comme p est ergodique pour 7T, par le théoréeme de Birkhoff, pour p presque tout

n—1

=3 (logon(T)) / log(6) (2))du(x) = —h,

=0

Donc ¢n(z)n — e < 1 et ¢, (x) ~ e — 0 p p.p..

Réciproquement, si ’entropie de p vaut 0, alors, comme p < wy, on trouve ¢ (x) < 1.
Puisque h, = — [ logé (x)dp(z) est une intégrale nulle de fonction positive, on en déduit
¢1(x) =1 p p.p. et alors ¢, () =1 p p.p..

O

3 Classification des mesures invariantes

3.1 Préliminaires

Une mesure invariante p sur S; peut se décomposer en une mesure absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue et une mesure étrangére a la mesure de
Lebesgue (celle-ci peut s’écrire comme somme dénombrable de mesures de Dirac). 11 est
facile de vérifier que la mesure étrangére a la mesure de Lebesgue est également invariante.
On en déduit que la mesure absolument continue est également invariante. Comme dans
cette partie, la mesure est ergodique, elle est soit absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, soit étrangére a cette derniére.

Dans le deuxiéme cas, on dispose de la propriété suivante qui prouve qu’aucune me-
sure invariante, ergodique, étrangére a la mesure de Lebesgue n’a une entropie strictement
positive :

Proposition 3.1 Soit u une mesure invariante, ergodique, étrangére a la mesure de Le-
besqgue, alors p est une somme finie de mesures de Dirac. En particulier, elle a une entropie
nulle.

Démonstration :

A priori, p1 est une somme dénombrable de mesures de Dirac ) a;0,,.
Notons A = {z;,i € N} (A est 'ensemble des atomes de pu).

ETAPE I : Montrons que A contient une orbite cyclique finie :

En effet, supposons tout d’abord que A contient un irrationnel z. Alors les T~"({z})
sont des ensembles disjoints de méme masse u({x}). En effet, le fait que ces ensembles
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aient la méme masse vient de U'invariance de p. De plus, si T-"({z}) N T " ({z}) # 0
avec n # m, alors il existe « et 3 rationnels tels que ;—n +a = pgfn + [ ce qui implique
facilement que x est rationnel. Donc il ne peut y avoir d’irrationnels dans A sinon p serait

de masse infinie.

Il existe donc un rationnel » dans A de dénominateur de la forme p®q avec p et ¢
premiers entre eux. Or, puisque = est dans I'image réciproque de T'x, on en déduit que
Tx est dans A si x est dans A. En particulier v’ = p®r est dans A et a un dénominateur
premier avec p. D’aprés la premiére partie, O(r’) est une orbite cyclique finie qui est
incluse dans A puisqu’il existe n tel que T™r" = r/.

ETAPE II : Vérifions que p est bien une somme finie de mesures de Dirac :

Posons B = O(r'). On a u(B) = u(B) + u(T~Y(B) — B) par invariance. Donc
w(T~1(B) — B) = 0. On en déduit que p induit une mesure invariante v sur B. Comme
notre mesure est supposée ergodique, p vaut v qui est bien une somme finie de mesures
de Dirac.

ETAPE III : Montrons que U'entropie de x est nulle :

Il est clair qu'une mesure de Dirac a une entropie nulle. Il est possible de montrer
que l'entropie d’une combinaison barycentrique finie de mesures est le barycentre des
entropies (voir [1] pour la démonstration). On en déduit que 1'entropie de p est nulle.

O

Nous supposerons donc sans perte de généralité que p est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue et nous noterons f sa densité de Radon-Nikodym.

Remarque : Puisque du(z) = f(x)d\(z), dw,(z) = S0 0" flo+ —7)dA(). Donc si
fz) #0,

dp f(z)
dwn(x)_ vy fle+ )

¢n(2) = 2 (2) = 0 implique donc f(z) = 0. On en déduit que ¢, (x) > 0 g p.p..

£0
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3.2 Somme de Gauss

Dans ce paragraphe, p et g sont deux entiers > 1, premiers entre eux, et a # 0 un
entier. Pour chaque k& > 0, on définit la suite des résidus (ag” mod p*),cn.

Lemme 3.1 La suite (ag® mod p*), est périodique. On note Ty sa période. Il existe
C, > 0 tel que pour tout k assez grand, T}, = C,p*.

Démonstration :

la suite (ag” mod p*), est en fait la suite définie par ug = a et u, 1, = f(u,) avec
f la multiplication par ¢ dans Z/p*Z. 11 suffit donc pour que (u,) soit périodique qu’elle
prenne deux fois la méme valeur. Or ceci advient forcément car (u,) est & valeurs dans
un ensemble fini.

Démontrons la seconde partie du lemme. On peut écrire a = p™b avec p et b premiers
entre eux. Pour k£ > m, on a alors u,, = u, si et seulement si p" divise a(q¢" — q”/) =
p"b(q" —q"). Cest a dire p*~™ divise ¢" ™ — 1 car pAq = 1. D’aprés le théoréme d’Euler,
ceci équivaut a ¢(p*~™) = (p—1)p*~™~1 divise n—n'. On en déduit que T}, = (p—1)p~*—™"1.

., . . 1
La propriété est donc vraie si 'on pose C, = }%.

O

On note e(x) = ™. Pour chaque N > 0 et a > 0 entiers, on définit :

N-1
gan(x) = ) elag'z)
1=0
Proposition 3.2 Si 1 < N < T}, alors
|ga N('r>|2 pk
/ or () wlo) < N

Démonstration :

Comme du(z) = ¢r(x)dwi(z) et comme K = {z € Sy, ¢r(x) # 0} est de mesure
pleine d’aprés la remarque du paragraphe précédent, on peut écrire p p.p. : (bkl(x)d,u(x) =
dwi(z). Comme dw,(x) > 0, on peut écrire pour tout z, md,u(:v) < dwy(x) avec la
convention % =0.D’ou :

|9a, v ()| 2
Wl O g2 < [ |gu(a) P ()
/ or ()
D’aprés 'expression de wy,
9o () j
a,N 2
BN (o) < 3 lgawte + ) Pauto) = [ S(@)dn(o)
on(z) ]z_; p*
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avec

pF—1 1 N—-1N-1 j
_ l
S(x) = e e( p ))6(—aq (z + ﬁ»
7=0 n=0 [=0
ou mieux :
1 N—-1N-1 pk—1 j
_ n !
5() = 3 ela(q" — ')z) }_ elalq —4)%)
n=0 [=0 7=0

Soit 0 < n,l < N < Ty,
— Sin#1, onaaq" # ag mod p* (en effet, sinon on aurait T, < N ce qui serait
absurde). Donc e(a(q" — ¢')p~*) est différent de 1 et

pF—1
> elalg” — ¢) %) =0
7=0
— Sin =1, alors
pF—1 j
e(a(q" —¢')=) =p"
=0 b

Finalement on obtient S(z) = %k et

O

3.3 Classification des mesures invariantes ergodiques a entropie
strictement positive

Rappelons que nous considérons des mesures absolument continues par rapport a la
mesure de Lebesgue.

Lemme 3.2 Soit y une mesure de probabilité absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue, telle que

Va € N, /e(am)du(@ =0

Alors p est la mesure de Lebesgue.

Démonstration :

Soit f la densité de p par rapport & A\. L’hypotheése sur p se traduit par

Va € N*, /e(ax)f(x)dx =0
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D’autre part, comme g est une mesure de probabilité,

| o=

f est I'unique fonction de L' possédant pour développement de Fourrier la suite uy = 1
et u, =0Vn > 1. f vaut donc 1 A p.p., donc u = .

O

Théoréme 3.1 Soient p et q deux entiers > 1 premiers entre eux, et u une mesure de
probabilité sur S; absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque. Supposons
que p est invariante par T : x — px et S : x — qx, ergodique pour T', et que le systéme
(S1,T, 1) a une entropie strictement positive. Alors p est la mesure de Lebesgue.

Démonstration :

D’aprés le lemme, il suffit de montrer pour tout a # 0 entier :

/e(am)du(m) =0
Comme 4 est invariante par S : z — gz, [e(ag"z)du(z) = [ e(ag™™! )d,u( ) pour

tout n € N. En sommant les T}, premiers termes, on obtient facilement f Gar, (z)dp(x) =
[ e(ax)dp(x). Finalement il suffit de montrer le résultat suivant :

[ sum@)dutz) = 0

Or par Cauchy-schwarz,

‘/gan )du(z du /‘g“Tk du(z /cbk )dp(x

Evaluons les deux termes de cette inégalité :

Le premier a été majoré dans le paragraphe précédent, en effet, il existe C, tel que
pour k assez grand, Tj, = C,p*. D’otl,
2 k
x 1
gen @P P L
on()

— T, C,
Pour le second terme, comme g est ergodique pour T et & entropie strictement
positive, la proposition 2.6 permet de dire que ¢r(z) — 0 p p.p.. On en déduit que
[ ¢r(z)du(z) — 0 par convergence dominée ( ¢y () <1 p p.p.).

Finalement,
2
1
[t < g [ ontarinta)
On en déduit que p est la mesure de Lebesgue. 0
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Puisque une mesure invariante, ergodique, étrangére a la mesure de Lebesgue n’a
jamais une entropie strictement positive, tous ces résultats ménent au théoréme suivant :

Théoréme 3.2 (Rudolph, 1990) Soit 1 une mesure de probabilité invariante, ergodique
et possedant une entropie strictement positive par rapport au doublement ou au triplement
d’angle, alors p est la mesure de Lebesgue.

Remarque : Le résultat important de ce théoréme est surtout la description des
mesures absolument continues puisque si 'on enléve la condition d’entropie strictement
positive, on obtient des mesures de probabilité invariantes, étrangeéres a la mesure de
Lebesgue et ergodiques comme la mesure de Dirac en 0. En fait, les mathématiciens ai-
meraient démontrer la conjecture suivante :

Conjecture 3.1 (Furstenberg, 1967) Les seules mesures invariantes par le double-

ment et le triplement d’angle sont des combinaisons barycentriques de masses de Dirac et
de la mesure de Lebesgue.
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Conclusion

Dans la premiére partie, nous avons montré que le seul compact invariant infini
du systéme dynamique formé du cercle et de la multiplication des angles par 2 et 3 est
le cercle tout entier. La méme démonstration montre que le résultat est encore vrai en
considérant la multiplication des angles par p et ¢ multiplicativement indépendants (c’est
a dire qu’ils ne sont pas la puissance d’un méme entier).

Dans la derniére partie, nous avons montré que si p et ¢ sont premiers entre eux, la
seule mesure de probabilité invariante par T : z — px et S : & — qx, ergodique pour 7T et
a entropie strictement positive pour 7' est la mesure de Lebesgue. Des généralisations de
ce résultat existent : Johnson a montré par exemple que le résultat est encore vrai pour
p et ¢ multiplicativement indépendants. D’autre part, nous avons vu que ’hypothése
d’ergodicité ne réduit pas la généralité.

Par contre, ’hypothése d’entropie strictement positive ne semble pas naturelle : en
fait, on retrouve cette hypothése dans de nombreux problémes de systémes dynamiques.
Parvenir a résoudre ce probléme sans I'hypothése d’entropie strictement positive est un
probléme majeur en systémes dynamiques : en effet, les méthodes utilisées se généralise-
raient sans doute & un grand nombre d’autres problémes.
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