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Introduction

En théorie des modeles, on s’intéresse souvent aux liens entre syntaxe et sémantique. Les
théoremes de préservation en sont de tres bonnes illustrations, puisqu’ils donnent des équivalences,
concernant une requéte, entre définissabilité dans une certaine logique (propriété syntaxique) et
préservation par certaines opérations (propriété sémantique). Les méthodes utilisées pour établir
de tels théoremes en théorie des modeles classique ne sont pas applicables en théorie des modeles
finis, 'exemple le plus criant étant peut-étre que le théoreéme de compacité est faux si on se
restreint aux structures finies. Il faut donc mettre en ceuvre d’autres techniques. On fait intervenir
la plupart du temps des arguments combinatoires.

Les théoreémes que l'on va exposer sont issus de [ADKO04] et [ADG05]. On va montrer des
théorémes de préservation pour certaines classes de structures finies. Pour la préservation par
homomorphisme, on va considérer les classes :

e de degré borné,

e de largeur d’arbre bornée.

Concernant les théorémes de préservation par extension, on regardera les classes acycliques. Re-
marque : en fait, j’al également présenter dans mon mémoire les classes excluant un mineur, les
classes espacées et la classe des structures finies de largeur d’arbre bornée par n (pour tout n > 2),
mais il y a trop de définition & introduire pour le présenter de maniére abrégée.

Remarquons au passage que chaque classe a son propre intérét étant donné que la préservation
par une opération donnée ou la définissabilité sur une certaine classe ne permettent pas forcément
de dire quelque chose sur d’autres classes.

Les méthodes développées dans le mémoire pour établir les théorémes de préservation sont
diverses : lemme de densité de Ajtai-Gurevich, localité au sens de Hanf, ... Mais elles ont en com-
mun le fait qu’on s’intéresse aux modeles minimaux des requétes considérées et & des propriétés
combinatoires des différentes classes.

Avant de poursuivre, je tiens a remercier Arnaud Durand pour sa disponibilité, son amabilité
et la qualité de ses conseils.

Conventions et notations

Dans tout ce qui suit, o désigne une signature relationnelle (i.e. constituée uniquement de
symboles de relations) finie et les structures considérées sont des o-structures.

Pour toute structure 4, une sous-structure B de A est une structure telle que B C A et, pour
tout symbole de relation de R € o, RB ¢ RA. Pour tout ensemble D C A, la sous-structure D



de A engendrée par D est la structure d’ensemble de base D et telle que, pour tout symbole de
relation R € o, RP = RA N D! (ol t désigne 'arité de R). Remarquons au passage que toute
sous-structure n’est pas une structure engendrée par un sous-ensemble.

Pour toutes structures A et B, A est une extension de B si B est la sous-structure de A engendrée
par B, i.e. B C A et 'interprétation de chaque relation R € o pour les tuples d’éléments de B est
la méme dans A que dans B.

Si Ay, ..., A, sont des structures, leur union disjointe A est une structure d’ensemble de base
P'union disjointe des A; et telle que, pour tout symbole de relation R € o et tout i € {1,...,n},
R4 est interprétée sur la copie de A; dans A par RA:.

Une formule du premier ordre est dite existentielle positive si elle est obtenue a partir de for-
mules atomiques en n’utilisant que des disjonctions, conjonctions et quantifications existentielles.

Une formule du premier ordre est dite existentielle si elle est obtenue & partir de formules
atomiques et négations de formules atomiques en n’utilisant que des disjonctions, conjonctions
et quantifications existentielles. On remarque donc qu’une formule existentielle positive est aussi
existentielle, mais la réciproque est fausse.

Quand on parlera de graphe, cela sous-entendra graphe non orienté et sans boucle.

1 Quelques notions de base de théorie des modeles finis

1.1 Graphe de Gaifman et voisinages

La notion de graphe de Gaifman permet d’associer un graphe & toute structure. Cela nous
permettra par la suite de faire de la combinatoire uniquement sur les graphes, et ce quelle que soit
la signature o considérée.

Définition 1.1. Pour toute structure A, le graphe de Gaifman de A (noté G(A)) est le graphe
dont I’ensemble des sommets est A et dont les arétes sont définies par :

{a,b} est une aréte de G(A)

ssi
a#bet IR € o Jay,...,a; € A tels que a,b € {ay,...,a;} et A= Rajy...aq.

On remarque en particulier que le graphe de Gaifman d’un graphe est lui-méme et que le graphe
de Gaifman d’un graphe orienté est le graphe non orienté sous-jacent.

Définition 1.2. Soient o une signature relationnelle, A une o-structure, a € A et r > 0. Le
r-voisinage de a (noté N(a,r)) est la sous-structure de A engendrée par I'ensemble des éléments
de A & une distance inférieure ou égale a r de a dans G(A). Sia = (aq, ..., an), on définit

N(a,r) := U?=1 N(a;,r).

Quand on parlera de la distance entre deux points x et y, cela sous-entendra la distance dans
le graphe de Gaifman (notée d(z,y)).

1.2 Jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé

On commence par définir le rang de quantification d’une formule. Cela correspond grosso modo
a la hauteur de I’arbre de décomposition de la formule mais oli I’'on ne compte que les noeuds indicés
par un quantificateur. Plus précisément :

Définition 1.3. Pour toute formule du premier ordre, on définit par induction le rang de quan-
tification (noté gr) par

qr(¢) = 0 si ¢ est atomique,

qr(—=¢) = qr(¢),

qr(é1 a ¢2) = max(qr(¢1,¢2)) sia est un connecteur logique binaire,
qr(3ze) = 1+4+qr(¢) et

qr(Vzo) = 1+4qr(¢) pour toute variable x.



Pour toutes structures A et B et k € N, on note A =, B le fait que A et B satisfont les mémes
formules de rang de quantification < k.

On introduit maintenant un concept important qui permet de caractériser la relation =;. Ce
sont les jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé.

Soient A et B deux structures, @ = (ai,...,an) € A™ et b = (by,....,b,) € B". Le jeu
d’Ehrenfeucht-Fraissé & m coups (noté G, (A, @, B,b)) fait intervenir deux joueurs (I et II). Au
i-eme coup (1 < i < m), I choisit un élément ¢; € A puis II choisit un élément d; € B, ou bien I
choisit un élément d; € B puis II choisit un élément ¢; € A.

Définition 1.4. On dit que II gagne G (A, @, B, b) si quels que soient les choix faits par I, il
existe une suite de choix pour II telle que a¢ — bd soit un isomorphisme partiel, i.e. la fonction

f : {alv"'va’nvclv'"vcm} - {blv"'vb’nvdlv‘“vdm}
a; — b; (pour tout 1 < i < n)
¢ — d; (pour tout 1 < j < m)

est une bijection vérifiant
VRcoVec {ay,..,an,c1,....,cm}t A= Ressi B= Rf(e).

On remarque que si n = 0, cela signifie qu’on n’ajoute pas de constante au langage o avant de
faire le jeu (et dans ce cas, on adopte la notation Gy (A, B)).
Le cas ou II gagne le jeu pour m = 0 signifie juste que @ — b est un isomorphisme partiel.

Le théoréme suivant a été montré dans [Ehr61].

Théoréme 1.5 (Ehrenfeucht). Soient A et B deuz structures, @ € A", b € B"™ et m € N. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
(1) II gagne G (A, @, B,b).
(2) @ etb satisfont les mémes formules de rang de quantification < m,
i.e. pour tout ¢(T) tel que qr(p) < m, on a A= ¢(@) ssi B = ¢(b),

ie. (A,a) =, (B,b).

2 Modeles minimaux, densité et préservation par homo-
morphisme

On commence ici par définir les modeles minimaux et on remarque que ’existence d’un nombre
fini de tels modeles dans une classe donnée (i.e. de 'existence d’un majorant pour leur taille) permet
de caractériser le fait d’étre définissable par une formule existentielle positive. Puis on montre
qu’on peut en effet majorer ce nombre dans certains cas grace & un argument combinatoire. Cela
nous fournit alors un critére pour montrer qu'une classe vérifie le théoréeme de préservation par
homomorphisme. En appliquant une instance simple de ce critere aux structures finies de degré
borné, on obtient un premier théoreme de préservation.

2.1 Quelques définitions et remarques importantes

Cette section est destinée a introduire plusieurs notions essentielles pour la suite. On montre
notamment que les modeéles minimaux nous apportent une caractérisation de la définissabilité par
une formule existentielle positive.

Définition 2.1. Un homomorphisme d’une structure (A,a@) vers une structure (B, b) est une
fonction h de A dans B qui envoie @ sur b et telle que pour tout R € o et (cy,...,c;) € A

A E Rey...cp = B = Rh(cy)...h(ct).



Citons les faits suivants, qui montrent que la notion d’homomorphisme permet de traduire
certaines propriétés :
e Un graphe G contient un chemin (resp. un cycle) de longueur n ssi il existe un homomor-
phisme du chemin (resp. du cycle) de longueur n vers G.
e Un graphe G est n-coloriable ssi il existe un homomorphisme de G vers K, le graphe complet
a n sommets.

Définition 2.2. Un isomorphisme de (A, @) vers (B, b) est une bijection f de A sur B qui envoie
@ sur b et telle que pour tout R € o et (c1,...,¢;) € Al

A ': Rey...cp < B lZ Rf(cl)f(ct)

D’une certaine maniere, dire que deux structures sont isomorphes (i.e. qu’il existe un isomor-
phisme de I'une vers lautre) signifie que ce sont les mémes structures modulo un renommage de
leurs éléments.

Définition 2.3. Soit C une classe de structures. Une requéte booléenne sur C est une sous-classe
de C close par isomorphisme. On notera pour toute £ dans cette sous-classe ¢(£) = 1 (et dans ce
cas, on dira que £ est un modele de ¢) et pour les autres (&) = 0.

Définition 2.4. Une requéte booléenne est préservée par homomorphisme sur C si, a chaque fois
qu’il existe un homomorphisme de A € C vers B € C et que ¢(A) =1, on a ¢(B) = 1.

Donnons quelques exemples pour se familiariser avec la notion de préservation par homomor-
phisme. Sur la classe des graphes, les requétes ”contenir un cycle de taille n” et ”contenir une
clique de taille n” sont préservées par homomorphisme. Par contre, les requétes ”étre connexe” et
”étre acyclique” ne le sont pas. Ces deux derniers exemples sont des requétes non définissables au
premier ordre, mais on peut aussi citer la requéte ”il existe un ensemble dominant de taille n”,
qui est exprimable au premier ordre par I’énoncé suivant :

dxy...3x, Yy <\"/ y=ux;V \"/ Eym) )

i=1 =1

et qui n’est pas non plus préservée par homomorphisme.

Avant de poursuivre, précisons ce qu’on entend par ” théoreme de préservation”. C’est I’équivalence,
pour des requétes, entre le fait d’étre préservée par une opération donnée (e.g. par extension ou par
homomorphisme) et celui d’étre définissable dans une certaine logique (e.g. la logique existentielle
ou existentielle positive du premier ordre).

Rappelons la définition de la ”définissabilité dans une certaine logique”.

Définition 2.5. Soient L une logique, C une classe de structures et ¢ une requéte. On dit que ¢
est L-définissable sur C (ou définissable sur C par une formule de L) s’il existe un énoncé ¢ (i.e.
une formule close) tel que

AE ¢ ssig(A) =1.

Faisons une remarque générale pour le cas des théorémes de préservation par homomorphisme.
On a toujours 'implication suivante (on la montre par induction sur les formules du premier ordre
existentielles positives) :

Théoréme 2.6. Sur toute classe de structures, si une requéte est définissable par une formule du
premier ordre existentielle positive, alors elle est préservée par homomorphisme.

Pour terminer, on donne la définition d’un modéle minimal et on fait une remarque importante
pour la suite.

Définition 2.7. Soit C une classe de structures, A € C et ¢ une requéte booléenne sur C. On dit
que A est un modéle minimal de q dans C si ¢(A) = 1 et s’il n’existe pas de sous-structure stricte
B de A telle que ¢(B) = 1.



Remarque 2.8. En vertu d’un résultat classique de théorie des modeles finis, on montre la définissabilité
au premier ordre existentiel positif en montrant qu’il existe une borne sur la taille de tout modele
minimal.

2.2 Lemme de densité de Ajtai et Gurevich

Nous allons nous intéresser aux modeles minimaux des requétes booléennes préservées par
homomorphisme et définissables au premier ordre. La premiere étape consiste & montrer qu’ils
vérifient une propriété de densité. Et celle-ci nous permettra dans certains cas de majorer le
nombre de modeles minimaux. Ce résultat a été présenté pour la premiere fois dans [AG94].

Définition 2.9. Soit G un graphe. Un sous-ensemble D de G est dit [-dispersé si tout couple
(a,b) € D? d’éléments distincts vérifie N(a,l) N N(b,1) = 0.

On va s’intéresser au fait, pour une structure A et des entiers d et m, de contenir un ensemble
d-dispersé de taille m. Intuitivement, une structure vérifiant cette propriété est éparse (surtout si
d et m sont grands) et une structure ne la satisfaisant pas est au contraire dense. Le lemme de
densité de Ajtai et Gurevich dit que les modeles minimaux d’une requéte booléenne définissable au
premier ordre et préservée par homomorphisme sont denses (pour des entiers d et m suffisamment
grands). Il dit méme qu’ils restent denses si on leur enléve des points au préalable.

Lemme 2.10 (Ajtai-Gurevich). Soit C une classe de structures finies close par sous-structure
et union disjointe. Soit q une requéte booléenne définissable au premier ordre et préservée par
homomorphisme sur C. Alors pour tout s € N, il existe d € N et m € N tels que, pour tout
A modéle minimal de q dans C et tout ensemble B C A de taille < s, G(A) \ B ne contient pas
d’ensemble d-dispersé de taille m (o0 G(A)\ B désigne le sous-graphe de G(A) engendré par A\ B).

2.3 Théoréme de préservation par homomorphisme pour les classes de
degré borné

On a vu lessentiel dans les sections précédentes pour démontrer un premier théoréme de
préservation par homomorphisme, celui pour les classes de structures finies de degré borné. Il nous
reste juste a faire quelques remarques préliminaires.

Définition 2.11. On dit qu’une classe de structures est de degré borné s’il existe un entier k tel
que pour tout A € C le graphe de Gaifman G(A) est de degré borné par k, i.e. pour tout a € A,

| {be A| 3R € o Jay...a; A= Ray...ar et a,b € {ay,...,a:} } | < k.

La propriété suivante (qui est une conséquence du lemme de densité de Ajtai et Gurevich)
nous éclaire sur ce qu’on va chercher & faire pour obtenir I'autre implication des théoremes de
préservation par homomorphisme (dans cette section mais également dans les deux prochaines
parties). D’une fagon intuitive, elle dit que, pour montrer qu’une requéte booléenne ¢ définissable
au premier ordre et préservée par homomorphisme est définissable au premier ordre existentiel
positif, il suffit de montrer qu’il existe un entier s tel qu’au-deld d’une certaine taille les modeles
de ¢ sont tous éparses (méme en enlevant s points) et donc qu’ils ne peuvent pas étre minimaux.

Proposition 2.12. Soit C une classe de structures finies ayant les propriétés suivantes :
o C est close par sous-structure et par union disjointe.
o [l existe un s € N tel que pour tous d,m € N il existe un Ngm € N tel que tous les A € C
contenant plus de Ngm €éléments contiennent un sous-ensemble B d’au plus s éléments tel
que G(A) \ B contient un ensemble d-dispersé de taille m.
Alors on a que, sur C, toute requéte booléenne définissable au premier ordre et préservée par
homomorphisme est définissable par un énoncé du premier ordre existentiel positif.

Voici justement un cas ot I'on remplit une instance des conditions précédentes (celle ot1 s = 0) :



Lemme 2.13. Soient k € N et D une classe de graphes tous de degré majoré par k. Alors pour
tous d,m € N, il eriste N € N tel que dans tout G = (V, E) € D vérifiant |V| > N il y ait un
sous-ensemble d-dispersé de taille m.

Démonstration. On pose N := m(2d + 1)k?¢. Trouvons pour tout G = (V,E) € D vérifiant
|[V| > N un sous-ensemble {z1,..., 2y} d-dispersé de taille m. Soit donc G = (V, E) € D tel que
|V| > N. On choisit #; quelconque dans V. Son 2d-voisinage est de taille au plus (2d 4 1)k%¢ car,
puisque G est de degré borné par k, il y a au plus k2% sommets & distance exactement égale & [ de
z1 (pour tout I € {0, ...,2d}). Soit Go le sous-graphe de G engendré par V privé du 2d-voisinage
de z1. On choisit x2 quelconque dans G3. Puis on considere G3 le sous-graphe de GG engendré par
V privé de 'union des 2d-voisinages de x1 et de xo, et on choisit x3 quelconque dans G3. Ainsi de
suite on définit GG; comme le sous-graphe de G engendré par V privé de I'union des 2d-voisinages
des 1, ...,7;_1. On peut continuer jusqu’a choisir z,, car |G;| > (m — i+ 1)(2d + 1)k pour tout
i € {2,...,m}. Et par définition des Gy, {x1, ..., Ty} est bien d-dispersé. O

Conséquence :

Théoréme 2.14. Soit C une classe de structures finies de degré borné qui est close par sous-
structure et union disjointe. Alors toute requéte définissable sur C par une formule du premier ordre
et préservée par homomorphisme est définissable par une formule du premier ordre existentielle
positive.

3 Théoreme de préservation par homomorphisme pour les
classes de largeur d’arbre bornée

3.1 Décomposition en arbre et largeur d’arbre

On commence par donner les définitions nécessaires & la compréhension de la suite de cette
partie.

Définition 3.1. Soit G = (V, E) un graphe. Une décomposition en arbre de G est la donnée d’un
couple (X, T), ou X = {X;, i € I} est une famille de sous-ensembles non vides de V et T est un
arbre indicé par I, tel que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

e Pour toute aréte {v,w} € E, il existe un ¢ € I tel que v et w sont dans X;.

e Pour tout u € V, 'ensemble des i € I tels que u € X; forme un sous-graphe de T connexe

non vide.

La largeur d’une décomposition en arbre ({X;, i € I},T) est égale & max;cy | X;| — 1.

La largeur d’arbre de G (notée tw(G)) est égale & la plus petite largeur parmi toutes celles des
décompositions en arbre de G.

G X

FiG. 1 — Un exemple de décomposition en arbre.

Par exemple, on voit facilement que la largeur d’arbre d’un arbre est 1, celle du graphe complet
a n éléments est n — 1 et, plus généralement, la largeur d’arbre d’un graphe contenant une clique
de taille n est supérieure ou égale a n — 1.



Définition 3.2. Une classe C de structures finies est une classe de structures de largeur d’arbre
bornée §’il existe un entier qui majore toutes les largeurs d’arbres des graphes de Gaifman des
éléments de C. Et dans ce cas, on note

tw(C) = max{tw(G(A)), AeC}.

Faisons quelques remarques concernant les structures finies de largeur d’arbre bornée afin de
motiver un peu leur étude. Citons déja le fait qu’étant donnés un graphe G et un entier k, le
probléme de déterminer si tw(G) < k est NP-complet. Et il est intéressant de noter qu’il devient
linéaire en la taille de G lorsque k est fixé. Un autre fait remarquable est qu’un grand nombre
de problemes difficiles dans le cas général deviennent polynomiaux quand on se restreint & des
structures finies dont on connait une décomposition en arbre de largeur bornée. C’est le cas par
exemple des problemes NP-complets suivants : CHEMIN HAMILTONIEN (i.e. étant donné un
graphe, trouver un chemin passant une et une seule fois par chacun des sommets) et ENSEMBLE
INDEPENDANT MAXIMAL (i.e. étant donné un graphe G = (V, E), trouver un W C V de taille
maximale tel que Yo,w € W (v,w) € E).

3.2 Combinatoire sur les graphes de largeur d’arbre bornée

Le lemme combinatoire suivant (issu de [ADKO04]) permet aux classes de largeur d’arbre bornée
de remplir les conditions de la proposition 2.12. Comme corollaire on obtiendra donc le théoréeme
de préservation par homomorphisme pour les strucutres finies de largeur d’arbre bornée.

Lemme 3.3. Soient k > 1 et C une classe de graphes telle que tw(C) < k. Alors pour tous
d,m €N, il existe N € N tel que tous les graphes G = (V, E) € D vérifiant |V| > N contiennent
un sous-ensemble B de taille au plus k tel que G\ B ait un sous-ensemble d-dispersé de taille m.

Théoréme 3.4. Soit C une classe de structures finies de largeur d’arbre bornée qui est close
par sous-structure et union disjointe. Alors, sur la classe C, toute requéte définissable au premier
ordre et préservée par homomorphismes est définissable par un énoncé du premier ordre existentiel
positif.

4 Théoreme de préservation par extension pour les classes
acycliques

Les théoremes de préservation par extension présentés dans cette partie sont issus de [ADGO5].
De la méme maniere que pour la préservation par homomorphisme, on va chercher & minorer la
taille des modeles minimaux. Précisons qu’on va considérer une définition légerement différente des
modeles minimaux. Un modele A d’une requéte ¢ sera minimal si aucune de ses sous-structures
engendrées strictes n’est un modele de ¢. La méthode utilisée pour minorer leur taille va étre
de montrer, qu’au-deld d’une certaine taille, tout modele de la requéte ¢ considérée possede une
sous-structure engendrée stricte et une extension qui concordent pour ¢q. On y parvient en utilisant
entre autres le théoreme de Hanf.

4.1 Théoréme de Hanf

Cette section a pour but de présenter le théoreme de Hanf, qui dit & peu de choses pres que, si
deux structures finies ont les mémes voisinages de taille 3™, alors elles vérifient les mémes formules
de rang de quantification < m. C’est un théoréme classique de théorie des modeles finis. Il est
souvent utilisé pour montrer qu’une requéte booléenne n’est pas définissable au premier ordre.

Afin de pouvoir énoncer le théoréeme de manieére assez simple, on a besoin de donner des
définitions.



Définition 4.1. On appelle type d’isomorphisme toute classe d’équivalence pour la relation entre
structures ”étre isomorphes” (notée ).
Si D est une structure et ¢ un type d’isomorphisme tel que D € ¢, on dit que D est de type ¢.
Pour toute structure A, a € A et n € N, le type de n-voisinage de a désigne le type d’isomor-
phisme de (N(a,n),a).

Théoréme 4.2 (Hanf). Soient A et B deux structures finies, m € N et e un majorant de
Uensemble des tailles des 3™-voisinages de A et B. Supposons que, pour tout type d’isomorphisme
L, on ait toujours au moins l'une des deux conditions suivantes :

(1) A et B ont le méme nombre d’éléments dont le type de 3™-voisinage est .

(2) A et B ont toutes les deux plus de m - e éléments dont le type de 3™-voisinage est v.

Alors A =,, B.

4.2 Equivalence logique pour les structures finies acycliques

On commence par remarquer que 'implication suivante se montre facilement par induction.
C’est donc I'implication réciproque qui nous intéressera par la suite pour montrer les théorémes
de préservation par extension.

Théoréme 4.3. Sur toute classe de structures, si une requéte est définissable par une formule du
premier ordre existentielle, alors elle est préservée par extension.

Remarque 4.4. Comme dans le cas de la préservation par homomorphisme, on sait qu’il suffit de
montrer qu’il existe une borne sur la taille des modeles minimaux pour avoir la définissabilité au
premier ordre existentiel.

Voici une conséquence de cette remarque :

Proposition 4.5. Soient C une classe de structures finies close par sous-structure et q une requéte
booléenne sur C définissable au premier ordre par un énoncé i et préservée par extension. Suppo-
sons qu’il existe un N € N tel que, quelle que soit A € C de taille > N, il existe une sous-structure
engendrée stricte S de A et une extension £ de A telles que S € C, £ € C et

SkEY ssi £E.
Alors q est définissable sur C par un énoncé du premier ordre existentiel.

On va appliquer ce critére aux structures finies acycliques, c’est-a-dire aux structures finies
dont le graphe de Gaifman est acyclique. Remarquons tout de suite que ’on peut supposer que
o ne contient que des relations unaires et binaires. En effet, si une structure A est telle que R4
est non vide et R une relation n-aire avec n > 3, alors elle n’est pas acyclique car son graphe
de Gaifman contient entre autres le cycle formé par les sommets a1, ..., a, ot (ay,...,a,) € RA.
Supposons donc dans cette section que o = {Uy, ..., Uy, B, ..., Bp}, ot les (U;)¥_; sont des relations
unaires et les (By)?_, des relations binaires.

Pour montrer que les conditions du criteére peuvent étre remplies pour les structures finies
acycliques, on procede en plusieurs étapes. On commence par le montrer pour les structures finies
dont le graphe de Gaifman est un chemin, puis celles dont le graphe de Gaifman est de degré
2 (i.e. une union disjointe de chemins). En faisant un raisonnement similaire mais un peu plus
complexe, on montre le résultat pour les structures finies acycliques de degré borné. Puis, par une
méthode d”élagage” (permettant de traiter le cas des structures contenant un point de grand
degré), on montre le cas général, i.e. pour toute requéte booléenne ¢ définissable au premier ordre,
on trouve un entier N tel que toute structure finie acyclique de taille > N possede une sous-
structure engendrée stricte et une extension qui concordent pour ¢. En fait, on montre méme
qu’elles sont équivalentes pour =,,, ot m = qr(v) et ¢ définit q.

Lemme 4.6. Pour tout m € N, il existe N € N tel que toute structure dont le graphe de Gaifman
est un chemin de taille > N posséde une sous-structure engendrée stricte et une extension qui
sont équivalentes pour =,,.



Démonstration. En prenant un N suffisamment grand, on montre que, pour toute structure 4
dont le graphe de Gaifman est un chemin de taille supérieure & N, on peut trouver un sous-chemin
[a,b] (avec a,b € A et d(a,b) > 4™) tel que la sous-structure de A engendrée par A\]a, b

S = A\a,b|
et

E = AD]a,l]
(ot @ désigne I'union disjointe) soient équivalentes pour =,,. Il suffit de prendre N assez grand
pour que

(N(aa 2. 3m)’a) = (N(b»Q : 3m)’ b)

et que les éléments de ]a, b[ ont tous un type de 3™-voisinage tres représenté dans A (plus de m - e
fois, oll € := 2+ 3™ + 1 majore la taille de tout 3™-voisinage dans A). Avec N, a et b ainsi, on a

bien § =, £. 1l suffit de vérifier que les conditions du théoréme de Hanf sont bien remplies. (Cf.
figure 2.) O

A aga b bd

/ \
dga b bg

S dga b bd == ==
E a ay bgb'
| e = |

F1a. 2 — Les (2 - 3™)-voisinages de a et b sont isomorphes, et les points du segment [a, b] ont tous
un type de 3™-voisinage trés représenté dans A. On a donc S =, £.

Quitte & agrandir encore notre N, on peut obtenir le méme résultat pour les unions disjointes
de chemins (car alors on peut trouver, soit beaucoup de petits chemins isomorphes et en enlever
un pour obtenir une sous-structure engendrée stricte qui est équivalente pour =,,, soit un chemin
trés long et dans ce cas on lui applique le lemme précédent) :

Lemme 4.7. Pour tout m € N, il existe N € N tel que toute structure acyclique de degré borné
par 2 et de taille > N posséde une sous-structure engendrée stricte et une extension qui sont
équivalentes pour =,.

On peut généraliser le raisonnement précédent a ’ensemble des structures finies acycliques de
degré < d (pour tout d > 2). Ce cas contient le cas précédent, mais le fait d’avoir fait le cas d = 2
en détails nous permet de comprendre plus facilement la généralisation. Il suffit de remplacer les
sous-segments par des sous-arbres (cf. figure 3).

Lemme 4.8. Pour tous d > 2 et m € N, il existe N € N tel que toute structure acyclique de
degré borné par d et de taille > N posséde une sous-structure engendrée stricte et une extension
qui sont équivalentes pour =,.

Remarque 4.9. Par le critere de la proposition 4.5, le théoréeme de préservation par extension est
donc vérifié pour les classes de structures finies acycliques de degré borné qui sont closes par
sous-structure et union disjointe.

On peut maintenant passer au théoreme principal de cette partie. Tout ce qu’il nous reste a faire
est de montrer que, dans toute classe acyclique, les structures dont le degré n’est pas inférieur a un
certain entier possedent elles aussi une sous-structure engendrée stricte et une extension qui sont
équivalentes pour =,,. Pour le montrer, on se donne un d suffisamment grand puis on distingue
deux cas. Pour les éléments de cette classe qui sont de degré borné par d, on applique le lemme
précédent. Pour les autres, on coupe une branche reliée & un point de grand degré (supérieur & d)
et on utilise un argument de jeu d’Ehrenfeucht-Fraissé.



(2-3™)-voisinages de a et b

N

F1G. 3 — Les (2-3™)-voisinages de a et b sont isomorphes, et les points de la partie grisée ont tous
un type de 3™-voisinage trés représenté dans A. On a donc S =, £.

Théoréme 4.10. Soit C une classe de structures finies acycliques qui est close par sous-structure
et union disjointe. Alors, sur C, toute requéte booléenne définissable au premier ordre et préservée
par extension est définissable au premier ordre existentiel.

5 Contre-exemples

Dans cette partie, on donne un exemple de classe de structures finies ou le théoréeme de
préservation par extension n’est pas vérifié. Puis on illustre le fait que la condition de définissabilité
au premier ordre utilisée dans les théoremes de préservation que 'on a vus est nécessaire.

5.1 Préservation par extension et graphes planaires

Le théoreme de préservation par extension n’est pas vérifié sur la classe des graphes planaires.
Le contre-exemple de cette section en est 'illustration. En effet, on montre que, sur la classe des
graphes planaires, il existe une requéte booléenne :
(1) définissable au premier ordre,
(2) préservée par extension
(3) et qui n’est pas définissable au premier ordre existentiel positif.

On pose comme requéte booléenne sur la classe des graphes planaires

q = 7il existe deux sommets différents a et b tels que
il y a un sommet qui est relié & a et b
et tout sommet qui est relié & a et b a deux autres voisins
et ceux-ci sont aussi reliés a a et b”.

On vérifie (1) et (2) facilement. Pour (3), il suffit de montrer que ¢ a une infinité de modeles
minimaux. Les diamants de taille n (pour tout n > 5) conviennent (cf. figure 4 pour un exemple
de diamant) car, sur la classe des graphes planaires, la requéte ¢ signifie en fait ”contenir un
diamant”.
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Fi1G. 4 — Un diamant de taille 9.

5.2 Requétes non définissables au premier ordre

Cette section a pour objet de montrer que la condition ”la requéte est définissable au premier
ordre” est nécessaire dans tous les théoréemes de préservation que 'on a exposé. Pour cela, on
donne, pour chaque classe de structures que 'on a considérées, des exemples de requétes ayant
une infinité de modeles minimaux et préservées par homomorphisme ou extension (en fonction du
théoréme de préservation qui nous intéresse).

Dans les classes suivantes, la requéte ” contenir un cycle” est préservée par homomorphisme et
les cycles de longueur n (pour tout n > 1) sont des modeles minimaux :

e les classes de degré borné,

e les classes de largeur d’arbre bornée.

Pour voir que les cycles de taille n sont de largeur d’arbre bornée (par 2 aussi), supposons sans
perte de généralité que les sommets du cycle soient nommés {s1, ..., s, }. Puis on pose, pour tout
ie{l,...,n—2}, X;:={s1, Si+1,Si+2} et T le chemin reliant 1 42,243, ..,et n—3 an—2.

Pour le cas des classes de structures finies acycliques et la préservation par extension, on
considere par exemple la requéte ¢ :=” contenir une tige étoilée”, ol une tige étoilée désigne, pour
tout n > 1, un chemin de taille n tel que chaque extrémité soit reliée & n autres sommets (cf. figure
5 pour le cas n = 5). Toutes les tiges étoilées (pour n parcourant N*) sont des modeles minimaux de
¢q (car aucune tige étoilée n’a une autre tige étoilée qu’elle méme comme sous-structure engendrée).

F1G. 5 — Un modele minimal (pour n = 5) de la requéte ”contenir une tige étoilée”.

Il est intéressant de remarquer qu’on est assurés du fait que les requétes considérées ci-dessus ne
sont pas définissables au premier ordre, car sinon cela contredirait les théorémes de préservation.
Cette observation nous fournit donc un critére pour établir la non définissabilité au premier ordre
de certaines requétes.
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