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1 Les rayons cosmiques

1.1 Qu’est-ce qu’un rayon cosmique ?

Les rayons cosmiques sont des particules chargées, qui proviennent de ’espace. Il s’agit prin-
cipalement de protons mais on trouve également quelques noyaux plus lourds (voir [4]). Ils ont
une énergie qui peut aller jusqu’a 1022 eV. Il existe probablement des rayons d’énergie supérieure
mais ceux-ci sont en nombre trés faible et interagissent fortement avec le fond diffus cosmologique
ce qui fait qu'’ils ne sont pas observés (la distribution en énergie des rayons cosmiques est donnée
en figure 2). L’objet de ce stage est d’étudier les méthodes qui permettent d’analyser statistique-
ment la distribution spatiale des sources de ces particules afin de tenter de comprendre la nature
de ces sources qui reste encore largement inconnue.

Nous nous intéresserons ici aux particules ayant une énergie supérieure a 10'° eV. Pourquoi
cette limite? Tout d’abord il faut savoir que si les processus d’accélération de ces particules
jusqu’a 10'° eV semblent compris (il s’agit du mécanisme de Fermi voir section 1.3) en revanche
la présence de rayons & des énergies supérieures reste inexpliquée. Un des problémes astrophysique
d’aujourd’hui est donc de comprendre l'origine de ces particules de hautes énergies. Pour cela
on veut étudier les zones de production de ces rayons. Or il se trouve que ces rayons sont déviés
par les champs magnétiques extragalactiques. Ces champs étant inconnus cela pose un probléme
pour déduire la position de la source qui n’est pas forcément dans la direction d’arrivée du rayon.
C’est pourquoi on étudie les rayons de plus hautes énergies qui sont les moins déviés par ces
champs magnétiques. En effet les champs magnétiques intergalactiques sont uniformes sur des
cellules d’environ 1 Mpc (1 pc =3,26 années-lumiére) et ont une valeur d’environ 1072 gauss
(voir [9]). La force magnétique exercée sur les particules cosmiques vaut alors (7 A B) ce qui
donne un rayon de courbure R = % = qc% en utilisant la formule relativiste £ = mwvc. Les
particules sont alors d’autant moins déviées que ce rayon de courbure est grand devant la taille
des cellules de champs magnétiques. En pratique avec une énergie de 10'° ¢V on a un rayon de
courbure d’environ 10 Mpc et une déviation de quelques degrés entre la direction d’arrivée du
rayon et celle de la source qui ’a produit (voir figure 1).

Une des difficultés de cette étude est le faible nombre de données, en effet au dela de 100 eV’
on ne regoit plus qu'une particule par kilométre carré et par an. De plus on n’observe pas tout
le ciel. C’est pourquoi il faut développer des outils d’analyse localisée comme la décomposition
en ondelettes sur la sphére pour analyser statistiquement les données récoltées.

1.2 Détection des rayons cosmiques

Le plus grand observatoire dédié & l'observation des rayons cosmiques est actuellement 1’ob-
servatoire Pierre Auger en Argentine. Il ne détecte pas directement les rayons cosmiques mais les
particules secondaires produites lors de ’entrée de la particule ultra-énergétique dans la haute
atmosphére. Ces particules secondaires peuvent ensuite étre captées dans des détecteurs indi-
viduels. Ces détecteurs sont distants d’un kilométre et demi et couvrent au total une surface
de 3 000 km?. L’intérét de ce dispositif est que chaque cascade induite par une particule est
détectée par plusieurs capteurs. On peut ensuite, en mesurant les temps ou la cascade atteint
chaque détecteur, déterminer la direction d’arrivée du rayon (actuellement 'ordre de lerreur sur
la direction est inférieure & un degré). En comparant les énergies des particules détectées aux
modeles de cascades simulées on peut également estimer I’énergie de la particule initiale (on se
reportera a [10] pour une présentation succinte de I’observatoire et des techniques de détection
des rayons cosmiques).
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FIGURE 1 — Trajectoire des rayons cosmiques en présence de champs magnétiques. Les trajectoires
sont tracées jusqu’a 40 Mpc de la source. D’aprés Cronin ([4])

1.3 Sources probables des rayons cosmiques

Plusieurs hypothéses pourraient expliquer ’accélération de ces particules aux hautes éner-
gies. La plus ancienne est celle formulée par Fermi : il pensait que ces énergies étaient acquises
apreés plusieurs chocs successifs avec des nuages comportant un important champ magnétique.
Par exemple si une particule rencontre un nuage magnétisé, elle va étre déviée jusqu’a faire demi-
tour. L’énergie de la particule sera conservée lors de la collision ; mais cette conservation a lieu
dans le référentiel du nuage. Ainsi si le nuage va & contresens de la particule, cette derniére sera
accélérée par la collision, réciproquement elle sera ralentie si le nuage va dans le méme sens. On
peut alors imaginer que deux nuages magnétisés se rencontrent ; cette situation peut se produire
aux abords des supernovae qui émettent de tels nuages qui peuvent ensuite se rattraper; dans
ces conditions une particule placée entre les deux nuages va subir des chocs successifs qui 'ac-
céléreront & chaque fois. Une variante de ce phénoméne peut apparaitre si de nombreux nuages
circulent dans un milieu avec des directions réparties aléatoirement. Dans ce cas une particule
donnée a statistiquement plus de chances de rencontrer un nuage qui va dans le sens opposé a
sa trajectoire qu’un nuage qui va dans le méme sens. Elle sera donc progressivement accélérée
jusqu’a atteindre des vitesses trés supérieures a celles des nuages, & ce moment le déséquilibre
statistique ne sera plus significatif et le processus deviendra moins efficace. Cette hypothése a
été étudiée par les physiciens et aujourd’hui il semble que les conditions observées dans diffé-
rentes structures astrophysiques peuvent accélérer des particules jusqu’a environ 10 eV via ce
mécanisme (voir [3]).

L’origine de particules de plus hautes énergies nécessitent selon la plupart des hypotheéses
I’existence d’intenses champs magnétiques sur une grande étendue spatiale car les particules
doivent rester confinées dans la zone magnétique pour étre accélérées. Pour une zone de taille
L avec un champ B l’énergie maximale pouvant étre atteinte par une particule de charge ¢
est environ E,,., = qcBL. Il faut donc chercher des zones ot le produit BL est le plus élevé
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FIGURE 2 — Flux de particules en fonction de leur énergie. On observe un décrochage & partir
de 10 eV ce qui suggére un mécanisme de formation différent pour les rayons au-dessous et
au-dessus de cette limite. Source Wikipédia (Simon Swordy —Université de Chicago)

possible. Un type d’astres possibles sont les noyaux actifs de galaxies (AGN). Ce sont des galaxies
possédant en leur centre un trou noir supermassif (d’un million & un milliard de masses solaires)
qui attire de la matiére et ol régne un intense champ magnétique. Ces astres engendrent des
jets de matiére qui en rencontrant le milieu intergalactique pourraient accélérer des particules
grace & un mécanisme de Fermi (voir [9] pour des explications plus détaillées). D’autres astres
possédant des caractéristiques adéquates sont les étoiles & neutrons (champ magnétique de 10*°
Tesla pour un rayon de 10 km) qui pourraient étre & 'origine des particules de hautes énergies.

1.4 Analyse statistique

Un probléme qui se pose est donc de connaitre la position des sources des rayons cosmiques
pour savoir quels peuvent étre les mécanismes a 1’origine de leur production. Ensuite par exemple
si 'on suppose que ce sont les AGNs qui produisent ces rayons et si I’on connait la position des
AGNs on peut regarder les corrélations entre les catalogues d’AGNs et les sources de rayons



cosmiques et confirmer ou infirmer ’hypothése (cette question a été traitée en détail dans [11]
et [10] & partir des données présentées sur la figure 3). On voudrait donc analyser la répartition
spatiale des sources de rayons cosmiques & l'aide des observations. Cette question nécessite des
outils mathématiques complexes & cause de la nature des données & analyser.

F1cURE 3 — Etude des corrélations entre AGN et rayons cosmiques. Les niveaux de bleus repré-
sentent le temps d’observation par l'observatoire Pierre Auger : plus la région est bleue, plus elle
est observée, la région blanche n’est jamais observée. Les points rouges représente les AGNs et
les cercles noir les rayons cosmiques. D’aprés Santos ([11])

2 Présentation du probléme statistique

2.1 Modélisation

La premiére idée consiste & considérer 'observation de ces rayons cosmiques comme des
réalisations d’événements aléatoires indépendants et de méme loi sur la sphére S?, cette loi étant
a densité par rapport a la mesure de Lebesgue; on cherche alors & estimer cette densité f. Il
existe plusieurs méthodes de résolution de ce probléme d’estimation selon les hypothéses que I’on
formule sur f. Le cas le plus simple est 'estimation paramétrique, il s’agit du cas o on postule
que f est dans un espace vectoriel de dimension finie (par exemple on suppose que f est un
polynome de degré inférieur ou égal & n); estimation de f se réduit alors & l’estimation d’un
nombre fini de paramétres. Cela nécessite d’avoir déja une connaissance précise de la fonction or,
pour le probléme des rayons cosmiques, les connaissances physiques sont trop imprécises pour
cela. On doit donc utiliser des méthodes dites non-paramétriques dans lesquelles f est supposée
appartenir a un certain espace de fonctions de dimension infinie (on doit quand méme supposer
une régularité minimale sur f pour obtenir des résultats sur lefficacité de ces méthodes).

Une partie du travail effectué lors de ce stage a consisté & simuler des données aléatoires
suivant une loi & densité connue, puis & établir un algorithme pour reconstituer cette densité &
I’aide des seules données et enfin 4 en tester Defficacité.

2.2 Notations

Avant d’aller plus loin définissons quelques notations utilisées dans ce rapport :
— S? désigne la sphére unité de R3;

— x4 désigne la fonction indicatrice de ’ensemble A ;

— 1.0. est une abréviation signifiant infiniment souvent (pour infinity often) ;



— i.i.d. signifie indépendant et identiquement distribué;

— p-s. signifie presque sirement ;

lorsque les intégrales ne précisent pas d’ensemble d’intégration elles portent sur tout R ou
toute la sphére S? selon le contexte (parfois la méme formule s’applique aux deux cas).

u désigne la mesure de Lebesgue sur S? ou sur R;

2.3 Estimation non-paramétrique

On observe un échantillon X7, Xs,...,X,, de points sur la sphére (ou parfois sur la droite
réelle), ces points sont répartis aléatoirement de maniére indépendante en suivant une loi &
densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. On cherche & estimer f par des méthodes non-
paramétriques. On commencera par remarquer que ’espace de probabilité de ces événements a
une mesure qui dépend de f, en conséquence de quoi on devrait en toute rigueur noter Py et E¢
les probabilités et espérances associées, mais on omettra l'indice f pour alléger les notations.

2.3.1 Généralités sur les estimateurs

Un estimateur d’une fonction f sur S? (généralement noté f) est en fait une fonction des
observations & valeur dans ’ensemble des fonctions sur S2. Autrement dit & chaque série de
n observations on associe une fonction de S?2. On demande généralement & un estimateur de
converger en un certain sens vers la fonction qu’il estime lorsque n devient grand.

Il y a plusieurs maniéres d’évaluer la performance d’un estimateur. Une des plus courantes
est de considérer PErreur Quadratique Moyenne (EQM) qui est la quantité : E((f — f)?)

On peut décomposer cette EQM en une somme de deux termes :

/ E((f - f)?)du = / E((f — E()*)du + / E(E(f) - £)*)dp + 2 / E((f — EG)E) — f))dp

— B B+ [©(F) - £Pan
= Variance + Biais? + 0
M

car (E(f) — f) est constant et (f —E(f)) est par définition de moyenne nulle .
Le plus souvent, comme on ’explicitera pour 'un des estimateurs étudiés, il y a un compromis
a trouver entre la variance et le biais de I’estimateur

2.3.2 Exemples d’estimateurs

Deux méthodes d’estimation seront étudiées dans ce rapport : la premiére est ’estimation
a noyau qui pour chaque particule observée ajoute une densité estimée aux points proches de
I’observation. La deuxiéme est celle des estimateurs & ondelettes, il s’agit d’un cas particulier
de la classe plus générale des estimateurs de projection. Par exemple si on suppose que f est
de carré intégrable, on peut la décomposer en harmoniques sphériques : f = 3" a; Y . Une

idée est alors de projeter f sur les harmoniques de basses fréquences et d’estimer les coefficients

correspondants :
E dl,myi,m
l<l1nax

f

en considérant que 'on ne peut bien estimer les hautes fréquences de f qu’avec un nombre
suffisant d’observations. Le probléme, dans ce cas précis, est que les harmoniques sphériques sont



a support dans toute la sphére alors que I'on n’observe pas tout le ciel (en effet avec un seul
observatoire un région importante reste inobservée), ce qui pose des difficultés pour estimer le
produit scalaire de f avec les harmoniques sphériques. Une solution est alors de trouver une
autre décomposition des fonctions de carré intégrable, c’est ce qui sera étudiée dans ce rapport
ol on introduira la décomposition en ondelettes. L’application d’un seuillage non-linéaire des
coefficients estimés est connu pour donner des résultats théoriques optimaux

Ces deux méthodes d’estimation utilisées (ondelettes et noyaux) donnent des fonctions conti-
nues, plus précisément le caractére plus ou moins lisse des fonctions estimées va dépendre d’un
paramétre (largeur de bande pour le noyau et fréquence de coupure pour les ondelettes). La
performance de l'estimateur dépendra alors du choix de ce paramétre, mais I’absence d’hypo-
thése sur la fonction inconnue ne nous permet pas de choisir une valeur a priori, il faudra donc
développer des méthodes dites adaptatives pour choisir la valeur du paramétre en fonction des
observations afin d’optimiser 1’estimation.

3 Estimateur & noyau

3.1 Etude de l’estimateur a noyau
3.1.1 Premier exemple sur R

Placons nous sur R. Soit X1, X, ..., X,, un échantillon i.i.d de n points tirés au hasard suivant
une densité inconnue f, alors Parzen et Rosenblatt proposent d’estimer f & ’aide d’un noyau.
Ils définissent :

frale) = = S AR - X0)

ou K est une fonction d’intégrale 1 appelée noyau et 1/ largeur de bande.

Souvent K est fixé une fois pour toute tandis que A varie avec n. L’enjeu est alors de trouver la
dépendance qui optimise la vitesse de convergence de 'EQM vers 0. Intuitivement si A\ augmente
le noyau sera plus fin et la variance de ’estimateur augmentera tandis que le biais diminuera et
réciproquement. Il y aura donc un compromis a trouver (voir figure 4). Ce compromis dépendra
de n, en effet si n augmente & A fixé alors le biais reste constant car les observations sont
indépendantes tandis que la variance diminue, ainsi 1’équilibre biais-variance se trouve modifié.

C’est donc le choix de A\ en fonction de n qui est le probléme crucial pour 'estimation de
densité. Plusieurs méthodes ont été développées pour cela; nous en aborderons une & la section
suivante.

3.1.2 Le cas de la sphére

Dans le cas de la sphére on peut définir de méme un estimateur & noyau & partir d’un noyau
réel L. (Cela a été étudié entre autre par Klemeld dans [6]) Avec les notations précédentes
I’estimateur s’écrit :

Fan(z) = @ Z K (Xarccos(z - X;))
i=1

Remarque 1. arccos(z-y) est la distance riemanienne, il s’agit de la longueur de l’arc de grand
cercle reliant deux points de la sphére.
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FI1GURE 4 — Tllustration du compromis biais-variance : On a tiré 20 points au hasard uniformément
entre 0 et 1 puis on applique I’estimateur & noyau (le noyau est représenté en haut, une estimation
au milieu, une moyenne de 20 estimations en bas). A gauche on a choisi A = 1, on voit un fort biais
mais une faible variance; & droite A = 20 on voit que I’estimateur dépend de la position précise
des points donc il y a une forte variance, en revanche en moyennant I’estimateur se rapproche de
la vraie densité, le biais est donc faible

Remarque 2. ¢()) est une constante de normalisation :

) = ([ Krarccosa- n)iute) ) h

ot u est la mesure de Lebesgue sur S?
Dans le cas réel on avait simplement c(\) = ([ K(Mx — y))dy)_1 =\

A partir de 14, avec des hypothéses de régularité sur la fonction f, il est possible de montrer que
le biais tend vers 0 lorsque A devient infiniment grand, qu’a A fixé la variance tend vers 0 lorsque
n tend vers 'infini et d’évaluer les vitesses de convergences respectives. On peut alors en déduire
une dépendance optimale de A en fonction de n (c’est ce qui est réalisé par Klemeld dans [6]).
Mais cette dépendance optimale ainsi que ’estimation de ’erreur de l’estimateur dépendent de
la classe de régularité de f, or cette fonction f est inconnue. C’est pour cela qu’on utilise une
autre méthode qui détermine une largeur de bande & partir des données.

3.2 Validation croisée

Cette section s’inspire fortement de [2] ou est étudiée la validation croisée.

La méthode de la validation croisée permet de choisir une largeur de bande & partir des
observations, ce qui est utile pour coder un estimateur & noyau par exemple. Le principe est de
regarder si chaque observation est bien prédite par les n — 1 autres. On rappelle que I'estimateur
a noyau est donné par :

Frn(®) = 2 Y ARG = X)



On note alors f/( » 'estimateur obtenu aprés suppression de la i-éme donnée.

fin(@) = ——STAK(Mz - X;)

1
T

Cet estimateur ne dépend pas de X; et on interpréte fi, (X;) comme la vraisemblance de I’ob-
servation X; connaissant les n — 1 autres données pour une valeur fixée du paramétre .
Ainsi on va chercher & maximiser la quantité :

et on appellera A\* le paramétre qui maximise L.
Le but sera alors de montrer que sous de bonnes hypothéses on a

+oo
lim |fasn(x) — f(z) dz =0 p.s. (2)

n—oo [

Arguments heuristiques
On rappelle que 'on veut minimiser la quantité

E [ (funle) - f(0)Pdo
/ Pdz + E / Fon(@)?dz — 2E / Fon(@)f(@)da

Pour cela on va estimer la quantité R()\) & I'aide des données. Le premier terme est constant donc
ne pose pas de probléme, le deuxiéme terme est facilement estimable par [ fA’n(x)zdx. Pour le
troisiéme terme la premiére idée est de dire que ’échantillon X7, X5, ..., X,, est distibué selon la
densité f et donc d’évaluer %2?21 f,\n(Xl) Mais fA,n dépend de ’observation X;, ce qui induit

R(\) =
(3)

. . . 5 . , 1 n AZ'
donc un biais potentiel. C’est pourquoi on évalue —5 >, f/\m(XZ-).
En résumé on veut minimiser la quantité

RO = [ falds = 2530 R(00)

dont on va montrer qu’elle est un estimateur sans biais de R(\)

Nous voulons montrer que la validation croisée donne un estimateur convergent, c’est-a-dire
que (2) est vérifiée. Le schéma de la preuve est le suivant :
— Montrer que le paramétre de bande choisi \* diverge vers +o0;
— Etablir une borne supérieure pour la vitesse de divergence;
— Montrer que n’importe quelle séquence ,, de paramétres de bande qui diverge en respectant
cette borne supérieure donne un estimateur convergent.

Donnons d’abord quelques arguments en faveur de cette démarche.
Si f est une densité de probabilité telle que | [ f(z)log(f(z))dz| < oo et si g est une autre densité
de probabilité alors 'inégalité de Jensen assure

/ £ (@) log(g(x))dz < / £(2)log(f(x))de

10



La quantité ff( ) log( ggx;)d:c s’appelle la distance de Kullback-Leibler et mesure un "éloigne-

ment" entre les deuz densités (on notera qu’elle n’est pas symétrique).
On remarque alors qu’en vertu de la loi des grands nombres on a :

Liog 1 = 13 08 (X, Zlogfm 0= [ 1@)10g frn(@)do

i=1

ainsi si v, est une suite qui vérifie

f(z)
/f(:r) log(if%,n @ )dx — 0

alors comme L., < Ly- par définition on peut espérer au moins approximativement

/ F(@)log(f, n(@))dz < / F(2) log(fasm(@))dz < / £ () log(f (x))dax

o done ) @
f(z)log( Ydx > /f )log(———=)dz > 0
/ f'yn,n( f/\n,n( )
Théoréme 1. On prend 7 €]0, 1[ une constante et on pose A,, = {\; Ly > msup,-q L}

Alors si [ est a support compact et si K est a support compact, strictement croissant sur
] — 00,0], strictement décroissant sur [0, 00| et que pour un certain § > 0 on a min(K (—9), K(J)) >0
Alors

Sup/lfm — f(z)ldz — 0 ps.
AEA,

Démonstration. On énonce d’abord quatre lemmes, le premier sera admis et on reprendra pour
les trois dernier les preuves de [2].

Lemme 1. Pourn > 1 A, est presque sirement non vide et

i) P(inf A=0) =1

kn
ii) il existe k tel que P(sup > — i.0.) =0
Aep, nn

Lemme 2. Pour K = X[0,1], Posons

fkn Z/\K )

et

0= [ FOAROGE - )y
Si A\, est une suite divergeant vers +oo, constante sur |ny_i,ng] avec ny = [e¥] et telle que
An = 0(55157 ), alors

/|fAn,n($)—fAn($)\dx — 0 p.s.

11



Lemme 3.

swp [ 1F,(e) = A@lde > 0 pas

AEA,

Lemme 4. Si K = > 0 X([asps) Glors de méme

sup / From(@) = F(@ldz = 0 ps.
AEA,

Preuve du théoréme Définissons

7) = / FWME A (& — y)dy

On peut voir que fy — f dans L' quand A\ — co. Remarquons alors

sup/mn ~ f(@)lde < sup/mn — h(@)lde + sup/\fA 2)|dz

AEA,

par le lemme 1 le dernier terme tend vers 0.

Pour le deuxiéme terme : Soit € > 0, par densité on peut choisir un noyau K de la forme du
lemme 4 tel que ||[K — K|z < ¢, alors

sup / [frnle) = r(a)ldz < sup / an(@) = Fun(a)ldz
AEA, AEA,
+ sup /|f,\ (z)|dx (4)
A€EA,
+ sup/mn — f(@))de
AEA,

Le dernier terme tend vers 0 par le lemme 4.
Pour le premier on écrit

J 1) = Buatolite = [ 123K = X0) MK = X))

IA

-~ Z/ (MK (A& = X)) = AK(A(& — X)))ldz = K — K| <e
i=1
(5)

Le deuxiéme terme se traite de la méme fagon en remplagant % > par [
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Preuve du lemme 2 Montrons d’abord que pour presque tout x
f)\nyn(x) - f:)\n ((E) —0 p.s. (6)
En posant A, = {fkn (x) — fAn,n(I) >0}

limsup/ |f>\mn($) - fAn (z)| dx

n—oo

=2 2liminf / [P (@) = X, @) (Fr, (2) = Fo, () (7)
<2- 2/f(x)dx —0 ps. par Fatou
Ce qui montre (6)
Fixons un = qui verifie (1). Posons Z;(A) = AK(A(z — X;)) — fa(z) et Su(A) = S, Zi(N)

Alors (1) se réécrit (1/n)S, (M) — 0 p.s.
Fixons € > 0 On veut montrer que

P(%Sn(/\n) >eio) =0

pour k > 3, ng_1 > ni/9 Ainsi

Np— 1<n<nk 9

P (isn(xn) ) =P (n max  (Sy(A) = ne) >0 io. (k))
<P (n max  (Sy(h) = mio16) >0 io. (k))
<P ( max  (Sp(hn) — Ee) >0 io. (k:)) (8)

= ( max Sn(A)>%e>0 i.o. (k))

Nng_1<n<ng
Donc il suffit de montrer que pour tout € > 0
P(maxnk71<n<nk Sn(An) > nge > 0 i.o. (k)
Observons que E(Z;(\,)) =0 et

/ FNE e —)2dy — (o, @)? < Aufa(@) = O(A)
Posons ¢, (t) = E(e!(?1(An)=¢) Alors comme ), est constante sur [nj_1,n%] et donc S, (\,) est
une martingale sur [ng_1,nx] on peut appliquer 'inégalité des martingales
P(maxn, ,<n<n,Sn(An) > nge > 0) < e_t"’“‘IE(e"’(S”kO"‘*lc)_E = (¢n, (t))"*

En particulier

]
Ang

P(mazn, | <n<ngSn(An) > nge > 0) < (1 -

)"

pour un certain §
Par conséquent en utilisant le lemme de Borel-Cantelli il suffit de prouver que la série des
ar = (1 — s2-)™ est sommable. Or aj, < exp(—0nk/\,,) qui est sommable puisque Ay, /nj, =
o

o(1/logk)
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Preuve du lemme 3 Le lemme 1 affirme que 'on peut trouver une suite (\,) qui satisfait les
conditions du lemme 2 et qui vérifie

lim sup i =0 9)

n—oo AEA,
Définissons maintenant pour A € A, , N,(\) = inf(n ; nA > A,) comme \,, — co et par 9 on a :

N (M)A
An

—1‘—>0 .

AEA,

Une conséquence est que

sup /|Nn(>\))\X[o,1} (Nn(M)Az) = Anx(o,)(Anz)| dz — 0

A,
et donc
swp [ 1Fy,oonn(@) = n(@)l do =0 (10)
AeA,
sup [ IFw,o0n@) = Fr, (@) de =0 .
AeA,
Notons que
7j—1
Axjo.11 (Az) NA (NA(z — ——
X[0,1](Az) Z X[o,1] (N A(z N )
ce qui permet d’écrire
1 & —1
hn(%—WEZfAM jaﬁ)

j=1
Maintenant on peut appliquer 10
N, (N) 1 j
su f z) — fr, (z)|dz < su Ji—i f TN dx
sp [ 1) = o (@)l < sup s P J 1Bt =550 = v - 50 |
= sup /|f,\N(A),n(l’) - JEAN(A)(I) | dx
AeA,
<sup [ 1Fsn(o) = o) | ds
AEA,
+ Sup /\fAN(A — Faun(@) | do
e n

+ Sup /\fAN(A),n(fU) — fawvoy(@) [ dz =0
[SPAS
(11)
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Preuve du lemme 4 1l faut passer de K (z) = x[0,1](z) & K(2) = 321" QiX{as.b:]
On écrit alors
Qa;

faz) = Zai(bi - ai)f/\/(bi—ai)(x - X)

=1

La suite ne pose aucune difficulté. O]

4 Estimateur a ondelettes

4.1 Motivation et rappels sur la décomposition de Fourier

Un des problémes de I'estimation & noyau est son manque de souplesse. En effet le paramétre
de bande étant fixé globalement on a du mal & estimer des densités qui présenteraient des parties
lisses et des parties rapidement variables. Pour remédier & ce probléme une idée est d’analyser
la décomposition en fréquence de la densité. Sur R on connait bien la décomposition de Fourier
et si 'on se restreint & un compact on a méme une base hilbertienne dénombrable composée
des fonctions vecteurs propres du laplacien. Pour estimer une densité, il suffit alors d’estimer
le produit scalaire de cette densité avec les élément de cette base. Or cela est trés simple par
l’égalité

/ f@)p(@)de = B@(X,)

Ce que I'on estime naturellement par % Sor, ¥(X;) puisque Péchantillon X7, Xs, ..., X, est L.id.

Sur la sphére (qui est compacte) ’analogue de cette décomposition est donnée par les har-
moniques sphériques qui sont également des vecteur propres du laplacien.
Le laplacien (ou opérateur de Laplace-Beltrami) sur la sphére étant défini par : Af = snlle %(sin@%) +
511112 5 g%é Les harmoniques sphériques usuelles sont notés Y; ,,, ot [ et m sont des entiers tels que
—l<m<letl>00Onles a choisies de telle sorte que la dépendance en 6 et ¢ se factorise :

Yi.m(0,9) = kP (cos 0)e™®

ot les P, ,,, sont des polynomes de degré [ construits & partir des polynomes de Legendre et k est
une constante de normalisation.

On peut donc comme dans le cas réel estimer le produit scalaire de la densité avec les harmo-
niques sphériques pour estimer cette densité. Le probléme est que ces harmoniques sphériques
sont & support dans toute la sphére, or on se rappelle que dans notre probléme physique on
n’observe pas certaines régions du ciel ce qui pose probléme pour estimer le produit scalaire.
L’idée est donc de trouver une autre décomposition avec des fonctions localisées en espace mais
également en fréquence.

4.2 Décomposition en ondelettes et en needlets

On se place d’abord sur la droite réelle. Un exposé complet sur 'analyse a ’aide des ondelettes
a été publié par Stéphane Mallat (voir [7]).

Une ondelette est une fonction 1 intégrable et de moyenne nulle (La démarche de Mallat
présentée ici est de donner ces deux conditions minimales pour définir une décomposition en
ondelettes, on peut imposer d’autres conditions selon les propriétés que ’on souhaite obtenir). A
’aide de cette ondelette-meére on définit une famille d’ondelettes a double indice u € R, s € R’}

p( =Y

Yus(t) = % .

)
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et on a alors ¢, 4(w) = e~ /s 9)(sw) si ¢ représente la décomposition de Fourier : ¢)(w) =
[ p(t)e dt

On définit alors pour toute fonction f la transformée en ondelettes & 1’échelle s et la position
u par
t—u

W f(u,s) = /R f(t)%w*(

Remarque. L’égalité de Parseval permet alors d’écrire

dt
o)

W) = o [ Fw)i, @)

Exemple En prenant pour ¢ la fonction de Haar (¢ = X[0,4] — X[4,1] VOIr fig 5), la famille
(Y95, 9in ; n,j € N) forme une base hilbertienne de L?(R). Néammoins dans de nombreux cas
on n’obtient pas tout-a-fait une base mais une famille génératrice avec un peu de redondance

FIGURE 5 — fonction de Haar

Sur la sphére cette décomposition est un peu plus complexe, en effet on ne peut pas dilater
aussi simplement une fonction de base comme on le fait dans le cas réel, de plus on n’a pas
de notions de grille isotrope de points réguliérement espacés. On utilise des needlets dont la
construction est due & Narcowich, Petrushev et Ward (voir [8]). Nous allons en présenter les
grandes lignes mais sans démontrer les propriétés. Il faut d’abord construire un filtre en fréquence.
Pour cela on utilise une fonction réelle C> b & support sur [1,2] présentant une symétrie
particuliére en 1, plus exactement vérifiant V¢ € [, 1] b?(£) +b?(2¢) = 1.

Si H,; représente I’espace vectoriel engendré par les (Y, ; m € [—[,1]) alors on peut écrire
lopérateur de projection sur cet espace de la facon suivante :

Puf@) = [ L)y

ou les L; sont les polyndmes de Legendre qui vérifient la condition d’orthogonalité suivante

! 21+ 1
/ Li(t) Ly (t)(1 — t2)dt = l +2 01k
-1 8

Ils vérifient également la propriété [, Li(z - y)Li(y - 2)dy = S pLi(z - 2)

On définit ensuite Popérateur A; = >~ b%(55) Ly et le noyau associé Aj(z,y) = 3,50 b () Li(z - y)
On remarque que Aj(z,z) =1 B -

Proposition Pour tout f € L?

J

f=lim Lo(f) + Y Aj(f)

=0

16



De plus si M;(z,y) =35 b(%)Li(z - y)

Aj(z,y) = /Mj(:v,z)Mj(z,y)dz

Si 'on veut pouvoir décomposer les fonctions selon une famille dénombrable, on a alors besoin
d’un ensemble discret de points de la sphére sur lesquels pourront s’appuyer nos needlets (dans
le cas de I'ondelette réelle de Haar par exemple cet ensemble était {n2’/ ; n € N}, voir la section
précédente). On utilise alors le résultat suivant énoncé dans [1]. Si P; désigne ’ensemble engendré
par (Vi ; m € [—k,k] , k <) alors il existe un ensemble fini £ C S? de points et des réels
positifs {\, , n € &} tel que

Wrer [ f@r= 30 s (12)
neé&

Cet ensemble n’est pas unique mais son cardinal doit étre suffisamment élevé pour que la formule
(appelée formule de quadrature) soit valable.
Alors la fonction z — M (z, z) appartenant & Pa;+1 donc on a

Aj(,y) = Y Mz, n)M;(n,y)
nNEEyjt2
Ce qui implique
Ajf(z) = /Aj(x,y)f(y)dy = > VAMxn) / VA M (y,m) f(y)dy
NnE&yjt2

On note alors ¥}, = /Ay M;(x,n) pour n € Ey+2 On a alors

F=Lo(N+> D (f-tbjn)z in

J MmE&yt2

On a donc bien obtenu la décomposition souhaitée

Le principal résultat obtenu par Narcowich, Petrushev et Ward dans [8] concerne la localisa-
tion de ces needlets 1); , : Pour tout k il existe une constante c telle que

Ck2j

) < m 13
|1/}Jﬂ7(€)| — (1 T 2‘7d(77a£))k ( )
ou d(n, ) est la distance riemanienne.
4.3 Seuillage et estimateur a needlets
Passons maintenant & la pratique, nous avons des observations X1, Xo, ..., X,, réparties selon

une densité f. Le probléme est toujours d’estimer f. Cette fois-ci nous la décomposons avec nos

needlets )
f=04220 Bintin

j=0 7
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Ici encore on commence par estimer les 3; ,
n
- 1
Bim =~ D wjm(X2)
i
i=

Mais ensuite, au lieu de remplacer directement 3;, par Bjm pour recomposer f, on applique un
seuillage sur les coefficients de needlets :

J(n)

A 1 o

f = E + § : § :5j7nX{|Bj,,,\zncn} wjﬂl
Jj=0 n

En fait intuitivement on juge que les coefficients needlets qui seraient trop faibles par rapport
a leur écart-type sont dus a des fluctuations statistiques et donc on les raméne a 0 (cela est
justifié théoriquement dans [5]

Il y a alors trois paramétres a définir

— la fréquence maximale J(n) a laquelle on évalue les coefficients needlets, c’est une fonction
croissante de n, en effet si on a trop peu de points il est clair que les hautes fréquences
seront inaccessibles. Son choix exact résulte d’'un compromis biais-variance car un J(n)
élevé augmente la variance et diminue le biais et réciproquement. On a en effet toujours

un biais au moins égal & >_ . ;) 2, Bin¥in

— le facteur d’échelle du seuillage ¢,,. Vu interprétation intuitive du seuillage on s’attend & ce
qu’il varie comme 'écart-type des coefficients, (donc en \/% avec une densité uniforme par
exemple). En fait des travaux théoriques suggérent plutot une vitesse en \/1"% (voir [1]).

En pratique vu que l’on travaillera avec J(n) =4 ou 5 cela ne changera pas grand chose.

— la constante de seuillage x; elle sera déterminée empiriquement & 1’aide des simulations.
Intuitivement on s’attend encore une fois & devoir trouver un compromis biais-variance;
un seuillage plus fort augmentant le biais et diminuant la variance.

Exemple Prenons ’exemple de la densité uniforme pour comprendre les effets de la locali-
sation des needlets. Nous pouvons par exemple calculer la covariance des différents coefficients

BlBinfi) = [ binlaselo)ds

W / M (e, m) M (, €)da
= \/’\777)‘51\3‘(77,5)
= VAR Y P i)

1>0

On peut calculer cette quantité a I’aide de (13) et voir qu’elle décroit rapidement avec la distance
entre n et &

Remarque. Bien que ces coefficients soit faiblement corrélés, ils ne sont pas du tout indépen-
dants. En fait ils satisfont toujours la relation

Z \/EBJQW =0

NEE,j+2
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En effet comme pour | < 2911y Li(y - x) est un polynéme de degré < 2%7+2 on a

> kil z) = [ Lita-y)dy =0

neEyjte

et par conséquent

S Vb= Y00 Y Ml a) = 0

n€€2j+2 1=11>0 77652j+2

4.4 Comparaison noyaux-needlets

Il existe un résultat théorique sur la comparaison des deux estimateurs développé par Do-
noho, Johnstone, Kerkyacharian et Picard dans [5], ils affirment que 'estimateur a needlets avec
seuillage est meilleur que celui & noyau selon un critére dit minimax, c’est-a-dire que I’on compare
chaque estimateur dans le pire des cas. Cependant ces résultats ne sont pas uniformes; pour une
densité particuliére on peut donc avoir un estimateur & noyau plus performant. Nous avons donc
voulu comparer ces estimateurs pour quelques densités particuliéres.

Intuitivement on a vu que ’estimateur & noyau se comportait bien vis-a-vis des fonctions
réguliéres mais avait plus de mal avec les discontinuités. En fait ’avantage des ondelettes est
qu’elles permettent une résolution multi-échelles en analysant les données & différentes fréquences.
Ce n’est pas le cas du noyau : en effet pour estimer une fonction constante par morceaux il faudrait
une largeur de bande étroite pour estimer les discontinuités et une largeur de bande élevée pour
estimer les régions oil la densité est constante; on doit donc se contenter d’'un compromis qui
n’est pas idéal. Un estimateur & noyau pourrait étre intéressant si on avait des raisons physiques
de penser que la densité soit continue mais ce n’est pas le cas pour le probléme des rayons
cosmiques.

5 Simulations

Cette derniére section présente les résultats obtenus lors des simulations ainsi que les algo-
rithmes utilisés.

5.1 Particularités liées a P’algorithmique

L’implémentation numérique des estimateurs impose de définir les fonctions sur la sphére
a l'aide de leurs valeurs en un nombre fini de points. C’est pourquoi on utilise un systéme de
pixelisation — Healpiz '—qui découpe la sphére en pixels. Le nombre de pixels n,;, est modifiable
a Paide d’un parameétre ng;qe qui est une puissance de 2; on a alors n,;,; = 12(n?,,,) pixels. On
peut alors définir des cartes qui sont des fonctions sur la sphére et dont la valeur est constante sur
chaque pixel. On remarquera en fait que ’ensemble des centres de ces pixels forme un ensemble
de quadrature évoqué dans la formule (12). La formule de quadrature est alors valable jusqu’a
la fréquence Lo = 2nside.

5.2 L’estimateur & noyau

Le codage de 'estimateur & noyau nous permet de vérifier un certain nombre de résultats
énoncés dans ce rapport. Tout d’abord on peut regarder si la validation croisée donne bien la

1. http ://healpix.jpl.nasa.gov/
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largeur de bande optimale, ensuite vérifier que la décomposition de 'EQM en biais et variance
est bien conforme & l'intuition, & savoir une variance croissante et un biais décroissant avec A.
Enfin on veut évaluer le risque L? et regarder ses variations en fonction du nombre de points n.

La premiére chose & faire est de simuler ’observation de points répartis aléatoirement selon
une densité f. Nous avons étudié dans toutes les simulations trois densités différentes : la densité
uniforme, une densité constante par morceaux (appelée dans la suite densité discontinue) et
une densité lentement variable (appelée dans la suite densité lisse) obtenue en additionnant des
harmoniques sphériques de basses fréquences. Pour simuler les données j’ai choisi d’exploiter le
caractére discret des cartes et de répartir les points au hasard dans les pixels suivant une fonction
de répartition calculée a ’aide de la densité. Le calcul de 'estimateur en fonction des données
est ensuite trés simple. J'ai choisi le noyau : K(t) = (1 —t)x[o,11(¢). Le calcul du A optimal par
validation croisée ne pose pas non plus de soucis une fois que ’on a codé 'estimateur.

La suite de la procédure consiste & évaluer numériquement les performances de ’estimateur.
On utilise pour cela ’algorithme de Monte-Carlo. Il s’agit tout simplement de simuler les données
et de faire tourner l'algorithme un grand nombre n,; de fois, de calculer 'erreur & chaque
itération, puis d’estimer l’espérance par la moyenne empirique des données (le nombre n,; est
appelé nombre de Monte-Carlo). Cette méthode permet également de calculer séparément le
biais et la variance. Les résultats sont globalement conformes aux attentes (voir les figures 6, 7
et 8). On voit également que le A choisi par validation croisée est proche de celui qui minimise
Perreur. Une remarque doit cependant étre faite : pour le cas de la densité uniforme le biais n’est
pas décroissant avec A il tend méme vers 0 lorsque A tend vers 0 (figure 8). En effet lorsque A
tend vers 0 lestimateur va lisser la densité de plus en plus. Quelle que soit la densité de départ
I’estimateur va tendre vers la densité uniforme, donc dans le cas particulier ou la densité est la
densité uniforme, le biais devient nul.

m
—

FIGURE 6 — erreur de l'estimateur & noyau en fonction de A pour la densité discontinue et
décomposition en biais et variance. La validation croisée donne A,y = 2,8

La derniére étape consiste & regarder la diminution du risque en fonction du nombre de
points. Cela ne pose & priori pas de difficultés, cependant le probléme du temps de calcul a
commencé a se poser. Nous avons donc légérement changer le principe du code. Au lieu de
calculer directement le noyau nous avons effectué un calcul par Fourier. En effet ’estimateur
peut s’écrire comme le produit de convolution de la carte des points par le noyau. Il suffit donc
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FIGURE 7 — erreur de ’estimateur & noyau en fonction de A\ pour la densité lisse et décomposition
en biais et variance. La validation croisée donne Ay, =1

018

FIGURE 8 — erreur de l'estimateur & noyau en fonction de A pour la densité uniforme et décom-
position en biais et variance. La validation croisée donne A,y = 0

d’effectuer une multiplication dans la décomposition en harmoniques sphériques. Concrétement,
le noyau étant & symeétrie sphérique, seules les harmoniques sphériques avec m = 0 entrent dans la
décomposition, le noyau peut ainsi s’écrire L = 2120 a;Y]0, la carte des points se décompose elle
aussi en harmoniques sphériques : C' = 2{1207 —l<m<l} bi,mY1,m. Alors la convolution du noyau
et de cette carte (qui est I’estimée de la densité) s’exprime simplement en terme d’harmoniques
sphériques par un résultat énoncé dans [1]

f = Z a'lbl,m}/l,m

{120, —1<m<1}

Cette procédure de convolution est avantageuse car les algorithmes de décomposition et recom-
position en harmoniques sphériques sont déja codés au sein de Healpix de maniére efficace avec

un temps de calcul proportionnel & n>?. alors que la procédure classique demande un temps en

pix?
2
pix*
On a pu alors voir que lerreur suivait approximativement une loi de puissance en n (voir

figure 9).

n
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FI1GURE 9 — EQM de 'estimateur & noyau pour la densité lisse en fonction du nombre de points
avec A choisi par validation croisée. La courbe de gauche est représenté en échelle classique et
celle de droite en échelle logarithmique. On voit que cela suit une loi de puissance de coefficient
a=0,68

5.3 L’estimateur a needlets

Pour coder I'estimateur & needlets il nous faut d’abord un filtre en fréquence b. Nous avons
décidé de nous passer de I’hypothése C'*° dans un souci de simplicité et de gain de temps. En
pratique cela donne des needlets moins localisées dans ’asymptotique des hautes fréquences.
Nous avons donc pris des arches de cosinus. Ensuite pour calculer les estimés des coefficients
needlets de la densité nous sommes encore passés par Fourier. Il faut bien comprendre ici qu’il
ne s’agit que d’un intermédiaire de calcul qui permet de calculer facilement le produit scalaire
de la densité avec les needlets. Mais nous cherchons bien les coefficients en needlets et non ceux
en harmoniques sphériques.

L’autre difficulté concerne le choix du seuil dans I'estimateur. La littérature nous suggére une
constante de seuillage qui dépend du nombre de points & analyser de maniére fixée puis d’ajuster
ensuite une constante multiplicative. Or ceci ne marche que si les needlets sont correctement
normalisées. Nous n’avons pas vraiment réussi avec cette méthode & obtenir des résultats intéres-
sants. Nous avons alors décidé de modifier quelque peu la procédure de seuillage. S’inspirant de
Iinterprétation intuitive qui dit que le seuillage doit étre proportionnel & I’écart-type, nous avons
pensé A un seuillage adaptatif qui calculerait par un algorithme de Monte-Carlo la variance des
coefficients avant d’appliquer un seuillage adéquat. Cependant cette procédure est un peu longue
A exécuter et n’est pas réalisable dans un probléme concret ot on ne connait pas la densité.
On s’est alors inspiré de I’équation (14) de la section 4.3 qui permet de calculer la variance des
coefficients dans le cas de la densité uniforme. Celle-ci est alors égale & la norme L? de la needlet.
Le programme calcule donc les normes des needlets pour pouvoir seuiller. Il reste toujours une
constante de seuillage multiplicative x qui est choisie empiriquement.

La derniére étape est alors de comparer les deux estimateurs. Dans la plupart des résultats la
comparaison était moins nette que ce que I'on espérait et les needlets ne semblaient pas beaucoup
plus performantes que le noyau. Il faut dire que les needlets présentent un défaut : le filtrage
des hautes fréquences fait parfois apparaitre des zones ou la densité est estimée négative. Cela
pose un probléme pour des densités qui sont nulles sur une portion importante de la sphére. La
derniére correction a donc été de ramener les densités estimées négatives & 0 puis de renormaliser
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le tout. D’autres approches sont possibles pour éviter cet écueil comme par exemple estimer le
logarithme de la densité puis en prendre I’exponentielle mais nous n’avons pas eu le temps ni de
les étudier ni de les tester algorithmiquement.

Noyaux

parameétre A=1 A=2 A=4
densité (@ | (b) | (¢ (@ | (b) | (o | (&) | (b (c)
n =40 0,12 | 10,1 | 0,17 0,54 | 7,69 | 0,58 | 2,33 | 6,15 | 2,34
n = 100 0,058 | 9,99 | 0,099 || 0,24 | 7,34 | 0,24 || 0,95 | 4,64 | 0,94
n = 400 0,014 | 9,96 | 0,063 | 0,060 | 7,21 | 0,055 || 0,24 | 4,04 0,24

biais 0 9,93 | 0,042 0 7,13 | 0,004 0 3,74 | 0,0003
Needlets
parameétre J=3 J =41 J=5

densité (d | () | (¢ (a | (b) | (¢ (@ | (b) | (¢
n =40 024 | 827 | 0,29 || 1,05 | 6,18 | 1,10 || 5,94 | 11,9 | 6,15
n=100 | 0,071 | 7,79 | 0,14 | 0,28 | 4,73 | 0,37 || 1,50 | 6,58 | 1,60
n =400 | 0,008 | 7,49 | 0,054 || 0,030 | 4,28 | 0,090 | 0,15 | 2,89 | 0,24
biais 1072 [ 741 ] 1077 |[ 1072 [ 3,96 | 107 | 10-20 | 1,73 | 107

FIGURE 10 — Résultats des simulations : Risque quadratique des deux estimateurs en fonction du
nombre de points et du paramétre ajustable. Les erreurs ont été estimées avec 50 réalisations de
Monte-Carlo pour trois densités différentes : uniforme (a), discontinue(b) et lisse(c). En gras sont
représentées les meilleures performances pour chaque couple de densité et de nombre de points
donné. La derniére ligne représente le biais incompressible qui est obtenu en mesurant la distance
quadratique entre la densité et celle lissée par le noyau ou celle projetée sur les ondelettes de
basses fréquences. On voit que ce terme est dominant dans ’erreur de ’estimation de la densité
discontinue
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A Exemple d’estimations

FIGURE 11 — Les trois densités : uniforme, discontinue et lisse

FIGURE 12 — Les estimées & noyaux des trois densités; 100 points, A = 1 pour les densités lise et
uniforme, A = 5 pour la densité discontinue

FIGURE 13 — Les estimées & needlets des trois densités; 100 points, J = 3 pour les densités lise
et uniforme, J = 5 pour la densité discontinue
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