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La percolation de premier passage est un modéle défini de la maniére suivante : étant donné un

graphe (en l'occurrence Z<), on attribue & chaque aréte un temps de parcours aléatoire. Le temps
nécessaire pour aller d’un point & un autre est alors celui du plus petit chemin reliant ces points.
L’objet de ce mémoire est de montrer le résultat suivant : 'ensemble des points accessibles depuis
l’origine en un temps t grandit soit linéairement, soit & une échelle plus rapide.
Nous allons d’abord définir le cadre mathématique du probléme afin de donner un sens précis a ce
résultat. Puis, dans une deuxiéme partie, nous nous intéresserons a 1’outil principal de la démonstration,
le théoreme ergodique sous-additif. Nous démontrerons ensuite deux lemmes intermédiaires, avant de
démontrer le théoréme principal.



1 Préliminaires : cadre du probléme

Nous considérons dans ce mémoire ’ensemble Z¢ (d > 2) muni, pour u = (uy, ..., uq), v = (v1, ..., vq)
de la norme .
ul = > udl
i=1

Définition 1. Deux éléments u, v de Z? sont dits adjacents si d(u,v) =1 .

On munit Z?¢ de 'ensemble E des arétes entre éléments adjacents. A chaque aréte e du graphe ainsi
constitué, on associe une variable aléatoire ¢(e), interprétée comme le temps de parcours de e.

Définition 2. Pour u,v € Z%, un chemin de u a v est une suite
7= (U = UQ, €1, UL, e, Up—1, €p, Uy, = V)

de sommets et d’arétes telle que, pour tout i dans {0,....,n — 1}, u; et u;41 sont adjacents et reliés par
laréte e; 1. L’entier n est alors appelé longueur de r, notée l(r), et on définit le temps de parcours

de r par
n

T(r) = > te)

=1

Deux chemins sont dits disjoints s’ils n’ont aucune aréte en commun.

Définition 3. Pour u,v € Z%, on appelle temps de trajet entre u et v la quantité
T(u,v) = inf{T(r), r chemin de v d v }

On note également 0 = (0,...,0) et B(t) = {v € Z% T(0,v) < t.} On interpréte T'(r) comme le
temps nécessaire pour parcourir le chemin 7, et T(u,v) comme le temps minimal pour aller de u a
v. Dans ces conditions, f?(t) représente ’ensemble des points pouvant étre atteints depuis l'origine en
un temps t. On s’intéresse au comportement asymptotique de B (t) lorsque ¢ tend vers linfini . Pour
simplifier cette étude, il est intéressant d’introduire ’ensemble non discret

B(t) = {v+U, v e B(t)},

ou U est le cube fermé de centre 0 et de coté 1 : U = {(z1,...,xq) | Vi € {1...d}, |z;] <1/2}. (voir la
figure 1)
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FIGURE 1 — Représentation de B(t) et de B(t)

L’objet de ce mémoire est le théoréme suivant, di & Cox et Durett :

Théoréme 1. Supposons vérifiées les trois conditions suivantes :
i) La famille (t(e))cer est i.i.d.

ii) Les t(e) sont positives ou nulles p.s.

iii) E(t(e)?) < oo .

Alors, il existe un ensemble convere non aléatoire By C RY, invariant par permutation des coor-
données et par réflexion par rapport aux hyperplans de coordonnées, d’intérieur non vide, qui est soit
compact, soit égal & R? tout entier, et vérifiant :

— Si By est compact, alors pour tout n > 0 , p.s, il existe L, tel que, Vt > t, on ait

(1-mBoc 29 c 1 immy. )

~ Si By = R%, alors pour tout n > 0 ,p.s, il existe t, tel que, Vt > t,, on ait

{x,|x|§ %}c@. )

t

Par ailleurs, si iit) n'est pas vérifiée, on a p.s.

1
limsup —T7'(0,v) = o0 . (3)

V—00 |U|
La démonstration de ce théoréme repose sur la construction d’une application p sur R?, initialement
définie grace au théoréme ergodique sous-additif sur Q¢, et prolongée par continuité sur R?. Cette
application, si non identiquement nulle, est une norme, et on définira alors By comme sa boule unité.

Remarque : La distinction entre les cas By = R? et By compact se fait selon ’atome de la loi des
t(e) en 0. En effet, Kesten démontre, dans [3], que le cas By = R? correspond a P(t(e) = 0) > p.(d),
ot p.(d) est le parameétre critique de percolation. Intuitivement, si ’atome en 0 est assez grand, il est
possible de rejoindre des points arbitrairement éloignés en un temps nul, ce qui nous place bien dans
le cas By = R?.



2 Théoréme ergodique sous-additif

Définition 4. On dira qu’une suite (X, )nen de variables aléatoires est stationnaire si les (Xp)n>k
sont identiquement distribuées en k.

Afin de démontrer le théoréme 1, nous aurons besoin du théoréme ergodique sous-additif suivant ;
sa démonstration est proposée par Durrett dans [2] .

Théoréme 2 (théoréme ergodique sous-additif). Soit (X n)o<m<n une famille de variables aléatoires
satisfaisant les conditions suivantes :
i) (sous-additivité) YO0<m<n, ona Xon < Xom+ Xmn
it) Les suites (X m+k)k>1 sont identiquement distribuées en m.
i) Vk > 1, la suite (Xpp (n+1)k)n>0 est stationnaire.
iv) E(X(Il) < oo et, Vn, E(Xo.n) > yon, pour y9 > —00 .
Alors
a) lim E(Xy,)/n = inf E(Xom)/m=1.
n—oo m

b) lim, 0 %Xo,n =X  existe p.s. et dans L', donc E(X) = .

2.1 Théoréme ergodique de Birkhoff

La démonstration du théoréme 2 utilise un théoréme que nous allons maintenant énoncer et dé-
montrer, di & Birkhoff. On considére ¢ une transformation de (©2,.%,P) préservant la mesure, c’est &
dire telle que pour tout A dans .Z, on ait P(p=1(A4)) = P(A). On notera .# la tribu des invariants de
@, c’est & dire 'ensemble des éléments A de .7 tels que A = ¢~ !(A), & ensemble négligeable prés.

Théoréme 3 (théoréme ergodique, lére version). Considérons un espace mesuré (2,.%,P), et v une
application préservant la mesure. Alors pour toute variable aléatoire X € L', on a :

n—1
1
— E X(pfw) — E(X | .#) p.s. et dans L* .
n n—00

k=0

Lemme 1 (Lemme ergodique maximal). Soit X;(w) = X(¢p/w), Sk(w) = Xo(w) + ... + Xp—1(w),
et Mi(w) = max(0, 5 (w), ..., Sk(w)). Alors

E(X ]l{Mk>0}) >0

Démonstration du lemme 1. Si j < k, alors S;(¢(w)) < My(p(w)), et donc, en ajoutant X (w)
de part et d’autre, on obtient

Sit1(w) = X(w) + 5j(pw)) < X(w) + Mi(pw))

ou encore
Sjt1(w) = Mi(p(w)) < X(w)

et ce pour tout j € {1,...,k} . Or cette inégalité est encore vraie pour j =0, car S; = X et M}, > 0.

Ainsi,

E(X 1, >01)

Y%

/ [max(S1(w), ..., Sk(w)) — Mg (pw)] dP(w)
we{M; >0}

= [ M)~ Mi(ew)] dPw).
we{M;, >0}



Par ailleurs, sur le domaine {M} > 0}¢, on a Mi(w) = 0 et Mg(pw) > 0, on a donc finalement :

E(X1{p,0) > / My (w) — My(gpw)] dP(w) =0,

car o préserve la mesure. Le lemme est donc démontré.

Démonstration du théoréme 3. Commencons par remarquer le résultat suivant : pour toute
variable aléatoire X, E(X | #)o ¢ = E(X | .#). Compte tenu de ce résultat, quitte & substituer
X'=X—-E(X | #)aX, on peut supposer E(X | .#) = 0. Soit ¢ > 0. Notons alors X = limsup S,,/n,
et D = {w: X(w) > ¢e}. On souhaite montrer que P(D) = 0. Comme X (pw) = X(w), on a D € .Z.

Posons

X*(w) = (X(w) —&)lp(w)
SH(w) = X*(w) 4 ... + X (9" )
M (w) = max(0, ST (w)...S (w))
F,={M} >0}
F = nLeJNFn = {sup% > 0}.
On a alors
Fz{w/sup% >O}={w/(sup%).]lp >6.1D}={w/sup% >elnD,

car bien sir, I'inégalité (sup Sk/k).1p > . 1p ne saurait étre vérifiée en dehors de D, et équivaut sur
D asupSi/k > ¢e. Or on a évidemment D C {sup Si/k > €}, ce qui se traduit par

F=D,

et donc en particulier F' € .#. Le lemme 1 appliqué & X* nous permet d’affirmer que, Vn € N,
E(X*]]-Fn) Z 0. Or
E(|X™]) <E(IX|1p) + E(elp) < E(|X]) + ¢ <oo.

Par théoréme de convergence dominée, on a alors
BE(X*1p,) — E(X*1p) ,
ce dont on déduit que E(X*1r) > 0. Comme F' = D € ., on obtient
0 <E(X*1p) = E([X —€]1p) = E(E(X | #)1p) — eP(D) = —P(D) ,
puisque l’on a supposé E(X | .#) = 0. On a donc nécessairement
P(D) = P({limsup S,,/n >¢}) =0.

Comume ¢ est arbitraire, on en déduit que, p.s, limsup S, /n < 0. On peut alors appliquer le méme
résultat & —X pour obtenir que, p.s, liminf S,,/n > 0. Finalement, on a

S”l n . n
limsup — =liminf — = lim — =0 p.s.
n—oo N n—oo n n—oo N
Finalement, on a prouvé que
1 n—1
SS " X(ghe) — B(X | )W) ps (1)
k=0



Il reste désormais & montrer la convergence dans L'. Posons
X/ = X]]'|X|SM et XN =X - X/ = X]]'|X|>M .

Grace a (4), qui est également vérifiée par X', on a

n—1

% Z X'(¢"w) 5 E(X' | #)(w) p.s.
k=0

Or X’ est borné, donc par théoréme de convergence dominée, on obtient que

“

Pour ce qui est de X", on remarque que E(Y o ¢*) = E(Y) pour toute variable aléatoire Y, car ¢
préserve la mesure, d’ot

n—1
lZ:X'ogp’f —E(X' | f)D -0
n
k=0

n—1 n—1 n—1
1 1 1
E ( LY oy ) < LS m(xro ) = LY EIX) = E(X7).
k=0 k=0 k=0

et E(|E(X” | 2)|) < EE(X"||-#)) =E(X"]). Alors, par inégalité triangulaire :
]E <

n—1
. 1 k
limsupE <|ﬁ ];:OX(@ w)—E(X |.9)

n—1
L3 X0 (phw) — B(X" | f)D < 9E(X")) |
n k=0
et donc

n—r oo

> < 2E(|X"])

En faisant tendre M vers U'infini, on obtient, par théoréme de convergence dominée, que E(| X”|) tend
vers 0, et on a alors la convergence dans L'. Cela achéve la preuve du théoréme 3.

Théoréme 4 (théoréme ergodique, 2nde version). Soit (Q,.%,P) un espace de probabilités et soit
(Yo)nen une suite stationnaire de variables aléatoires sur cet espace, a valeurs dans (R, B(R)). On a
alors

Yo+ ...+ Yo
ottt — X p.s. et dans L',

n n—oo

pour une certaine variable aléatoire X vérifiant E(X) = E(Yp).

Il s’agit en réalité d’une interprétation du théoréme ergodique dans sa premiére version. On va
pour constater cela changer I’espace de probabilités et voir Y (w) comme Z(pFw), pour une certaine
transfomation ¢ préservant la mesure. Posons Y = (Yp,Y7,...), variable aléatoire sur © a valeurs
dans (RY,%), ot 4 est la plus petite tribu rendant les applications coordonnées p, :(Tn)nen— Tn
mesurables. On a alors

G =0 ({(zx)ren € RN, 2; € G; Vi € {1..p}},p € N,G1..Gp € B(R)) .

Vérifions tout d’abord que Y est bien mesurable. Pour tout n, Y o p, = Y, est mesurable. Posons
¢ ={Ge¥, Y 1(G) € Z}. Montrons que ¢ est une tribu :

~ Y IRY) =Qe.#, donc RN € %.

~ Soit G € €, Y HG®) = (Y HQ))¢ € .F donc G* € .

- Sivn,G, €¥,on a Yfl(%Gn) = %JYfl(Gn) € %, donc L#Gn €C.



Finalement, € est une tribu, et comme tous les Y; sont mesurables, elle contient les ensembles de la
forme p,1(F), F € B(R), \ € N, qui engendrent .. On en déduit que & C %. L’autre inclusion étant
triviale, on a finalement

€ =9,
et Y est donc bien mesurable. On considére alors P, la mesure image de PP par Y, i.e. la mesure sur
(RN, 9) deéfinie par
P'(G) =P(Y(G)).
On considére alors 1’espace de probabilités (2,4, P'), avec Q' = RY et la variable aléatoire sur cet
espace
Z (Q,9,P) - (RN,9)
w = (W wi,.) = (whwi, )
On pose Z, les applications coordonnées de Z, qui sont bien mesurables par définition de ¢. Vérifions
maintenant que Z et Y ont méme loi :

P'({Z1 e Gi}n..N{Z, € G,}) = P({u' € @, W) € Gy, ...,w, € Gp})
= P{weQ, Yi(w) € G1,...,Y,(w) € Gp})
= P{Y1€Gi}n..n{Y, €G,}).

Alors, si l'on pose € = {G € 4,P]Y € G] = P[Z € G|}, € est alors une classe monotone engendrant
¥ et stable par intersection finie, et donc € =9.Y et Z ont donc méme loi.

Finalement, a (Y},)nen une suite stationnaire de variables aléatoires, on associe la variable aléatoire
Z sur (V,4,P’) comme précédemment. On pose alors

o Q' — Q'
(wh,wis ) = (W), wy, )

On a alors, pour tout n, Z,(w) = Zy(¢"w). Montrons que ¢ préserve la mesure P’'. Soit p € N,
Go, ...,Gp € B(R), et A 'élément de ¢ défini par

A= {(xn)neN S RN, o € Go, —y Tp € Gp} .

Alors,
P'(p71(4)) = Py~ (™ (4)]
= PlweQ, Y(w) e (A},
o HA) = {z = (x0,71,...) ERY, 21 € Go, ..., Tpr1 € Gp}
et donc
P'(p~1(A) = Pw € Q, Yi(w) € Go, ..., Ypi1(w) € Gp})
= P{w € 9, Yo(w) € Go, ..., ( )€ Gp}) car Y est stationnaire,
= P(Y™'(4))
= P'(4).

Alors, en posant € = {Ae 9 Plp1(A)] =P(A)}, % est alors une classe monotone engendrant
¥ et stable par intersection finie, et donc

-~

€ =7,

donc ¢ préserve P'. On peut alors appliquer le théoréme de Birkhoff & ¢ et & Zp, pour en déduire que

Zo+ ...+ Z—
Zottont — E(Zy | &) p.s. et dans L' .

n n—oo



Posons alors X’ = E(Zy | .#), oi1, on le rappelle, ¥ = {A €9 | o 1(A) = A aux négligeables prés }
et
X+ (7P - (RBR))
w = X' (Y(w)) ’

qui est une variable aléatoire sur (€2, .%#,P). On souhaite montrer que

Yo+ ...+ Y,
ottt — X ps. et dans L' .

n n—00

Considérons A’ € ¢, tel que P'(A4’) = 1, et vérifiant

Zo(w’) + ...+ anl(w/) . X’(w’) '

n n—00

Vw' e A
Alors, posons A = Y71(A4’). On a P(A) = P(Y1(A")) = P'(A') = 1. Soit w € A, alors Y (w) € A/, et

donc
Zo(Y(w)) + oo + Zp—1(Y (w))

/
— s X'(Y(w)).,
c’est a dire que
Y, ot Y,
0(w)+ + 1(60) . X(w),
n n—o0o

et ce pour tout w € A. La convergence p.s. est donc assurée. Par ailleurs,

E <‘Yo(w)+ ...k+ Yi_1(w) _X(“)D _ /Q Yo(w)+...k+ Yy 1(w) —X(w)‘d]P’(w)
_ / Zo(Y (w)) + ---k‘f' Zr—1 (Y (w)) —X’(Y(w))’ dP(w)
_ /Q Zo(“')-i-...k—i— Zp—1(w') _ X' P ()
_® (‘ZO + ...k+ Zy_1 —X’) = 0

On a donc également la convergence L. L’égalité des espérances est claire, ce qui achéve la démon-
stration de la seconde version du théoréme ergodique.

2.2 Démonstration du théoréme ergodique sous-additif

Cette démonstration se fait en quatre étapes : La premiére consiste & démontrer la convergence de
I’espérance. La seconde et la troisiéme servent respctivement & obtenir une majoration de la limsup
(grace au théoréme de Birkhoff) et une minoration de la liminf (étape plus difficile). La quatriéme et
derniére étape sert & obtenir la convergence dans L*.

lére étape. Posons a, = E(Xy,,). D’aprés les hypothéses ) et i7) du théoréme 2, on a

U + Qe > Ay (5)
On souhaite montrer le résultat suivant :
Gn,

In i 2m (6)
n n—oo m>1 M

Notons v = in>f1am/m. Il est clair que liminf a,/n > ~. il suffit donc de montrer que
m=

limsup a,/n < v,

n—oo



c’est-a-dire que pour tout m > 1, on a limsup a,/n < a,,/m. Soit m > 1, on écrit n = km +1 la
division euclidienne de n par m. En utilisant (5), on obtient que

a, < kan, +ap.

En divisant par n = km + [, on obtient alors

an km A Q]
- < ==
n — \km+1l) m n

Comme m est fixé et que a; ne prend qu’un nombre fini de valeurs (I < m), en faisant tendre n vers
I’infini, on obtient

n k m s A1y eeny Qo —
lim sup an < limsup _fm Y Gm + max(ao a a 1)
— lim km am n max(ag, a1, ..., Gm—1) _m
km +1 m n m

On a donc bien prouvé (6), ce qui donne le résultat a) du théoréme 2.
2éme étape. On considére toujours n = km + . L’hypothése i) du théoréme 2 donne directement
XO,n < XO,km + ka,n )

d’ou
XO,n < XO,(kfl)m + X(kfl)m,km + ka,n .

Finalement, par une récurrence triviale, on obtient que

E
—

XO,n < Xim,(iJrl)m + ka,n )

-
Il
=]

soit, aprés division par n = km + [,

k—1
Z Xim,(iJrl)m
XO,n < ( k ) i=0 ka,n ' (7)

km +1 k + n

n

La seconde version du théoréme ergodique appliquée & (X, (k+1)m)&>0, qui est bien stationnaire par
Ihypothése iii), garantit alors que

X + o+ X
0.m (k=lymkm 4 ps. et dans L',
k k— o0

ou Ay, est une variable aléatoire telle que E(4,,) = E(Xo,m) = am. Fixons un certain [, et un € > 0.



On a alors, en posant toujours n = km + [,

> P(Ximgmir >ne) <Y P(Xp_in > ne)
k=1 n=m-+l

oo
= Z P(Xo,; > ne) , grace A la propriété i) du théoréme 2,

n=m-+lI

Z P(Xo,; > ne)

n=0

S S B(Xoy ke, (k4 De))

n=0k=n

co k
= > P(Xou ke, (k +1)e])

k=0n=0

IN

- i(k + 1)P(Xo, € ke, (k + 1)e])
k=0

3

<

Comme E(X ;) < 0o, on a finalement

o0
ZP(ka’karl > ne) < 0.
k=1

On en déduit, par le lemme de Borel-Cantelli, que

ka,n
Shmno 0.
n n— o0

Mais alors, en faisant tendre n vers U'infini dans 1’équation (7), on obtient que

~ XO,n Am

X = limsup < —. (8)
n—00 n m

En passant & l'espérance, on a alors E(X) < E(Xo,n/m), et donc, en passant & l'infimum en m, on

obtient E(X) < ~.

3éme étape. Cette étape a pour but de montrer que si'on pose X = liminf Xy ,,/n,on aE(X) >
n—oo

~. Commencons par poser X,, = liminf X, p,4+n/n. D’aprés ’hypothése i), on a
n—oo

XO,ern S XO,m + Xm,ern .

En divisant de part et d’autre par n, et en faisant tendre n vers l’infini, on obtient que X <
De I’hypothése i), on déduit que X et X, ont méme distribution, et donc finalement, on a X
p.s. Soit € > 0, soit M > 0, posons Z = € + max(X,—M) . On a alors

X, ps.
2| < e+ |Xlx>m = Mlx< ml .
or, comme X < X, on obtient

—M < Xlxs-m < Xlxs_y < 71Y>—M7

10



d’ou
| X1xs_nm| < max(M,|X|1g._,,) < max(M,X).

Or, par 'étape 2, on sait que E(X) < v < oco. Par conséquent, on a E(|Z]) < oco. Soit alors Yy, ,, =
Xm.n —(n—m)Z. Comme la famille de variables Z,, ,, = —(n — m)Z vérifie les hypothéses i) — iv) du
théoréme 2, on en déduit que Y,, ,, aussi. Par ailleurs, comme

Y =liminf ¥y ,,/n = —e + min(0, X + M) ,

n —oo

on a également
Y < —¢. 9)

Soit T}, = min{n > 1,Y,, ;m+n < 0}. Alors, par i), T, a méme distribution que Ty et ce pour tout m,
et donc, pour tout entier N,

E(Yo,mi11¢r,>ny) = E(Yo 1 Linysny) - (10)
De (9), on déduit que Tj est fini p.s. Or
E(|Xo1]) = E(X(Il) +E(X(;,1 < E(X(h) +E(X(I1) — Y <00,

grace a l'hypothése iv). Comme |Yp 1| < |Xo1| + |Z], Yo,1 est donc intégrable. Par convergence
dominée, on a alors
Eo1Llizy>ny) =2 0pss.

On choisit alors N assez grand tel que

E(Yo1lin,sny) < €.

Posons
Sm =Tt <Ny + L1, >Ny
et
Em = Ym,m41 ]l{Tm>N} )

Comme, par définition, Yy, m+1,, < 0, et que, sur le domaine {T},, > N}, on a S, =1 et Yy g1 > 0,
on en déduit que Yy, m+s,, < &m, et &, > 0. Soit Rg =0, et pour k£ > 1,

Ry = Ri_1+ Sg,_, -
Soit n un entier, posons K = max{k, R < n}. De i), on déduit que
YO,H S YRQ,Rl + + YRK71,RK + YRK,H .

Remarquons que Rx1 > n, et Sg, < N, doncn — Rx < N. Alors, on a, par usage répété de 1),

N
YRK,n S Z|Ynfj,nfj+l| .

j=1
Par ailleurs, pour tout 4, on remarque que
YRiyRi+1 < &R, -

En effet, siTp, < N,ona Y, r,., <0et &g, =0,etsinon, Yg, r,., = &{r;, = YR, R,+1. Par conséquent,
les &; étant positifs, et les R; étant inférieurs & n — 1, on a la majoration suivante

K-1 n—1
Yioty + o+ Yae v < O €r < D b
i=0 m=0

11



et on a donc finalement

n—1 N
Yo < Yrori + -+ YBi 1R + YRin < Z &m + Z |Yo—jn—jt1
m=0 j=1

Divisons des deux cotés par n, et passons aux espérances. On obtient :

n—1 N
1 1
E(Yon/n) < — 3 Blém) + = S E(Yajn sl
m=0 7j=1

Or légalité (10) garantit que, pour tout m, on a E(&,,) = E(&). Par ailleurs, la propriété i) nous
donne que Zjvzl E(|Ys—jn—j+1]) est indépendant de n, et donc finalement, en passant & la limite, on
obtient :

limsup E(Yp,/n) < E(§) = E(Yo1linsny) <€

n—oo

On a donc

n—m

n—roo n—r oo n—roo

~v = limsup E(Xy,/n) < limsup (E(YOn/n) + IE(Z)> = limsup E(Yp,n/n) + E(Z),

soit
v < 2+ E(max(X,—M)) .

Comme € et M sont arbitraires, on a bien
7 < E(X). (11)
Finalement, E(X — X) < 0,avec X — X > 0, et donc
X=X p.S.

On en déduit que lim X ,,/n existe p.s.

4éme étape. Il ne reste plus désormais qu’a montrer la convergence dans L. Posons I',, = A,,,/m
la limite obtenue dans ’équation (8), on a alors E(T'y,) = E(Xo m/m). Posons I' = infT',,. Une fois
remarqué que |z| = 22T — 2, on peut écrire

E(|Xon/n—T]) = 2E((Xo;n/n—T)") —=E(Xon/n—T) < 2E((Xon/n—T)7),
puisque E(Xo ,,/n) > v = inf E(T',,) > E(T"). Par ailleurs, puisque (z +y)* < 2™ + y™, on obtient
E((Xon/n=T)") < E((Xom/n—Tm)") +E(Tm —T)7).
Or E(T',,) — v pour m tendant vers U'infini, et E(T') = v. En effet,

v = inf E(T,,) > E(infTy,) = E(v) ,

et, grace & (7), on obtient I' > X et donc, en utilisant (11), on a finalement aussi
E(y) > E(X) > E(X) > 7.
On en déduit bien que E(T") = ~, soit

E((Ty —T)T) =E(Tm —T) — 0.

n—oo
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Pour ce qui est de 'autre terme, remarquons que, en utilisant ), et en réordonnant les termes, on a

E((%_rm)*) < E E<(X_)) |

Or, grace & la convergence L' du théoréme de Birkhoff, le premier terme tend vers 0, grace au théoréme
ergodique (théoréme 4) qui nous donne

(‘ km XO,m+---+X(k—l)m,km r ‘)

XO,m + .+ X(kfl)m,km T *
km +1 "

— 0.

n—r oo

km +1 km
Le second n’est autre que E(thl/n), qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. On a donc
E(|Xon/n—T|) < 2E(Xo, —I)) =0,

dont on déduit la convergence dans L' voulue. La démonstration du théoréme ergodique sous-additif
est donc compléte.

3  Deux lemmes intermédiaires

Rapellons que Z¢ et R? sont munis de la norme L'. Avant de pouvoir démontrer le théoréme 1
proprement dit, nous allons démontrer deux résultats intermédiaires.

Lemme 2. On suppose que E(t(e)?) < oo. Alors il existe une constante K telle que, pour tous u, v
€Z et \ > 3d,

P[T (u,v) > 2E(t(e)) (jlu —v| + )] < K (ju—v|+X)"2%

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer u = 0. On peut construire 2d chemins
(ri)i<i<2a de 0 & v, disjoints et de longueur inférieure ou égale & 3d + |v| de la méme maniére que
dans la figure 2, ci dessous : si v = (v1,...,v4), pour tout ¢ € {1,...,d}, les chemins ro;_1 et ro; en
commengcent par un pas le long de la i-éme coordonnée, respectivement dans le sens positif et négatif.
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law)

FIGURE 2 — Représentation des 2d chemins dans le cas d = 2.

Ainsi, si T(0,v) > 2E(t(e)) (Jv| + A), pour chaque chemin 7;, on a T'(r;) > 2E(t(e)) (Jv| + A) . Les
r; étant disjoints, leurs temps de parcours sont indépendants, et on a donc

PIT(0,v) = 2E(t(e)) (Jv[ + A < HP[T(H) > 2E(t(e)) (Jo[ + )] (12)

Or on a

E(T(r:)?)
P[T(r;) > 2E(t(e)) (lv] + A)] < 4E(t(e))2(|v| ¥ )\)2

Or E(T(r;)?) = I(r;)E(t(e)?) . Comme I(r;) < |v|+3d < |v| + A, on a donc

B[T(ri) 2 2E(t(e)) (o] + M) < grarsmr

Il ne reste qu’a revenir a (12) pour obtenir le lemme avec
K« — (Et@©)\*
 \E(t(e))?

Lemme 3. On suppose que E(t(e)?) < oo. Alors il existe une constante K telle que, pour tout
0 < e <1/2, on a presque stirement, pour tout u € Z¢ tel que |u| est suffisamment grand, pour tout
v e Z4 tel que |u—v| < elul,

T(u,v) < Kae|u| . (13)

Démonstration. On fixe 0 < ¢ < 1/2. Posons Cj, 'ensemble des v = (vy, ..., vq4) € Z¢ tels que
i) Jol = [(1+2)*].
ii) Pour tout i € {1,...,d — 1}, v; est divisible par |[e(1 +¢)*~!] .
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On cherche tout d’abord une majoration du cardinal |C| de Cy. Si [e(1 +¢)*~1] = 0 alors
v = ... :vd,le,

et comme la valeur de |vg4| est imposée par les autres coordonnées, on a |Cy| = 2. Sinon, pour tout
i €{1,...,d— 1}, v; peut prendre un nombre de valeurs strictement positives inférieur a

[ +e)")
le(T+e)k=1] 7

donc, a fortiori, &

(I+e)*  14e e(l+e)r?
le(1+¢e)k—1] e |le(1+e)k1]
< 21? < g

Le nombre de valeurs que peut prendre chaque v;, i = 1,...,d — 1, est donc inférieur & 2(3/e) + 1 <
13/(2¢) . Comme v4 peut prendre deux valeurs, puisque, & v1, ..., v4—1 fixés, la valeur de |vg| est fixée,
et que 2 < 13/(2¢), on a donc dans tous les cas :

d
13
Cpl < | =
Gkl = <25)
On pose maintenant A, = {v, |u —v| < 4de(1+¢)*} et on considére ’événement
Ej = { T(u,v) < Kse(1+¢)*, pour tous u € C et v e A, }
avec K3 = 10dE(t(e)). On note E{ le complémentaire de Ej. Alors

PEC] < > Y PIT(u,v) > Kse(1+¢)"]
u€C), vEA,

< D> PIT(uv) 2 2E(t(e))(Ju — o] + de(1+¢)")]

ueCl vEA,

On peut donc appliquer le lemme 2, pour k suffisamment grand pour que de(1+¢)* > 3d. On obtient :

PEC) < > Y K(ju—v| +de(1+¢)")

ueCy vEA,

d
(g) (8de(1 + &)F 4+ 1)4K (5de(1 + €)*)~2¢

IN

< Kye 214 e)

qui est le terme général d’une série convergente en k. On en déduit donc, par le lemme de Borel-Cantelli,
qu’il existe presque strement un ky € N tel que ’événement E}, est réalisé pour tout k > kg.

On peut supposer, quitte & prendre ko plus grand, que £(1+¢)* > 1. Montrons qu’alors, pour tout
u tel que |u| > (14 &)k et v tel que |u—v| < ¢ lul,

T(u,v) < 6Kselu| . (14)
Pour ce faire, fixons un tel u et notons [ ’entier tel que

[(1+e)] < Jul < [(1+)F] . (15)
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Comme |u| > (1+4&)*, on al > ky. Alors on peut construire un z € Cj41 tel que
Vie{l,.,d—1}, |zl < |lug, |zi—ui| < [e(1+e)] . (16)
11 suffit de choisir le signe de z; identique a celui de u; et de faire la division euclidienne
uil = qle(l+e)] +r,

en choisissant |2;| = ¢|e(1+¢)!| . La valeur absolue de la derniére coordonnée |z4| est imposée par
le fait que z € Cj41; on choisit pour signe de zg celui de ug. Par ailleurs, |zq| > |ugq|, puisque |z| > |u]
(z € Ci41), et, pour i = 1,...,d — 1, on a |z;| < |u;|. On a alors, en utilisant (15) et (16) :

|24 — ua| = |zal — [ual
< [(1+e)t] - Z|zz|—< [(1+¢) Z|UZ|>
dy
< Dl = Jaal) + L+ 9)' ) = (1 + <))
< @-De+e) ]+ A +e) ]+ [e(l+e) )~ [(1+e)]
< de(1+¢)

Alors, en utilisant (16) et le fait que 1 < (1 +¢)* < (1 +¢)!, on obtient
|z —u| < (2d—1)e(1+¢)' < 2de(1 +¢)’

Comme 'événement Ej,; est réalisé, on a donc T(u,z) < Kze(1 +¢)*L. De plus, si v est tel que
lu—v| < elul < e(1+¢)*! alors on a aussi

lv—z < lv—ul+u—2z] < (2d+1)e(l +e)t,
d’ot1, de la méme maniére, T'(v,2) < Kze(1+¢)"*!. Enfin, on a
T(u,v) < T(u,2z)+T(v,2) < 2K3ze(1 +¢)?

Or (14¢) = (1+e)(1+¢)! < 3(2[(1+¢)']) < 3|u| . Ceci prouve (14) et donc le lemme, avec
Ky =6K35.

4 Démonstration du théoréme 1

On construit une application p : R? — R, qui est une norme si elle n’est pas identiquement nulle,
et telle que By = {x, u(z) < 1}. Pour M € Z, notons Qs ensemble des vecteurs = = (21, ..., z4) dont
toutes les coordonnées sont un multiple entier de M !, soit Qp = {z, Mx € Z4}.
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4.1 Définition de i sur Q¢

Soit x € Qp, la suite (X, = T(MMz,nMx))pm<n vérifie toutes les hypothéses i) a iv) du
théoréme 2. Par conséquent,

1 1
—Xo.n = —T(0,nMzx) converge p.s. et dans L' vers une variable aléatoire v(z) < oo p.s.
n n

Montrons que v(z) est constante p.s. Soit ¥ un vecteur a coordonnées entiéres, notons tr— la trans-
lation de vecteur ¥ , soit A un événement sur le graphe Z¢ invariant par translation selon 7, dans le
sens o, en posant A = {w, t,(e) garantissent A}, et

tr4 A = {w, t,(tr+(e)) garantissent A} |

on a A = tr4A. Montrons que dans ces conditions, on a P(4) = 0 ou 1. Soit (e, )nen une énumeération
des arétes de Z¢, on pose ., = o(t(ep),...,t(en)) I'ensemble des événements ne dépendant que des
n + 1 premiéres arétes. Considérons ¥ = U %, 'ensemble des événements ne dépendant que d’un
nombre fini d’arétes, et # = o(X) la tribus sur le graphe. Posons

G ={Gc.Z, IGp)nen € I, P(GAG,,) — 0},
avec AAB = (AN B)U (B~ A). On souhaite montrer que ¢4 = %.
Soit G € Z, posons Gy, = {E(L¢ | #,) > %}. Par définition, G,, € ¥. Montrons que P(GAG,,) —

0.

1 1
GAGn—{]lG_let E(lc | %) < 5)}U{1G_Oet E(lg | Zn) > 5)} ,

donc GAG,, C {|1¢ —E(l¢ | #,)| > 3}. Par I'inégalité de Markov, on a donc

P(GAG,) < 2E(|lg —E(lg | F)|) — 0,

n—oo

car (E(lg | #n))nen est une martingale uniformément intégrable et converge donc dans L' vers
E (]lg | o (Uﬁn>> = 1lg, car G est F —mesurable, et . = o(U.%,) . On a donc montré que 4 = 7.
n n

Considérons alors (A, )nen€ [[y Zn telle que P(AAA,,) tende vers 0. Il existe (my)nen une suite
d’entiers telle que, pour tout n, en posant Cy = [—~m,,, m,]%, Vk € {0, ...,n}, on ait e, € Cy. Alors, en
remarquant que AA(BNC) C (AAB)U(AAC) , et que A = trs,, A pour tout entier m,,, on obtient

P(AA(A, N tr3m,  (An)))

IN

P(AAA,) + P(AAtrs,, +(An))

= P(AAA,) + P(trs,,, w (A)Atrs,, +(An))
= P(AAA,) + P(trs,,, w (AAA,))

= 2P(AAA,) — 0,

ou lon a utilisé que P(tr-5) = P(B) pour tout événement B € .%, et pour tout vecteur entier 7,
puisque le modéle est invariant par tr—.

Or A, ne dépend que des arétes de Cq, et trs,, +(A,) ne dépend que des arétes de trs, +(Ca),
avec Cgq Ntry, +(Cq) = 0. Par conséquent, ces deux événements sont indépendants, et on a donc

P(An Ntrsy,, 7 (An)) = P(An)P(tray,, + (An)) = P(A,)% .

P(AA(A, Ntrs,, +(An))) — 0,

n—oo

17



donc en particulier P(A,, Ntrs,, w(A,)) = P(A4,)? qui tend vers P(A)?, et P(A,) tend vers P(A), ce
dont on déduit que

P(A) =P(A)? .
Finalement, tout événement invariant par une translation non nulle est de probabilité 0 ou 1, et plus
particuliérement, toute variable aléatoire invariante par translation est constante p.s. Pour y € Z? une
direction rationelle, et T le plus petit vecteur & coordonnées entiéres colinéaire & y (on a alors, pour

un certain k € N, y =0+ k?), montrons que ’on a
T TO+ 7, y+ 7
i LQy) _ . TO+ Y,y +7)

lyl—oo |yl lyl—oc |yl

Si l'on montre ’égalité des limites, on pourra bien en déduire que v(z) est constante p.s. D’abord, par
inégalité triangulaire, on a

TOy) _ T(Q,Q+7)+T(Q+7,y+7)+T(y+7,y) ~,T00+7) Ty 2T(y+77y)
lyl  — |yl |yl lyl B |yl |yl |yl
Or, p.s,

T(0,0 + )
|yl lyl—o0

il ne reste donc qu’a montrer que T'(y,y + 7) / ly| tend également vers 0 pour avoir l'invariance

souhaitée. On a
T(y+ v, Y) — lim T+ nv,0+ (n+ 1)7)

ly|— o0 |yl n—00 n|v|
Or, (cf. figure 3) en posant r, le chemin entre 0 + n ¥ et 0 4 (n + 1)% , de longueur |7/| défini en
parcourant chaque coordonnée successivement, on a alors
0 < TOQ+n7.04+(+DV) _ T(rm)
B n| 7| ~ o[l

y+ 7 =0+m+1)7

[«
<
o

FIGURE 3 — Représentation des (7,,)neN

Par ailleurs, on remarque que
T(rn)  T(roUriU..Urp, 1Ur,) =T(roUriU...Ur, 1)
n|v] (n+1)[7]
_ T(roUriU..Urp_1Ury) n|7| T(roUriU...Ur,_1)
a (n+1)[7] - ((n+1)|7|) n |7l
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Or, par loi des grands nombres, et indépendance des (t(e))ccr les deux quantités dans la partie droite
tendent vers E(¢(e)) quand n tend vers U'infini, puisque T'(ro Ury U ... Ur,_1 U7ry,) est une somme de
(n+1) |7| variables aléatoires t(e;). Par conséquent, on obtient finalement bien la convergence voulue,
a savoir

TO+nV,0+ (n+1)7)
— 0.
i o
On en déduit immédiatement que v(x) est constante p.s pour tout . On pose alors :

pu(x) = %V(x) = lim LMT(Q, nMz) < oo p.s. (17)

n—o00 N,

Cette formule définit bien p de maniére unique, car si z € Q) NQy, on a

1 1
lim —MT(Q, nMz) = lim T(0,nNMz) = lim —NT(Q, nNz) .

n—oo N n—oo N, n—oo N
On peut alors voir que ’application p ainsi définie est Q4 -homogeéne sur €2 = MLilﬂM. En effet, si
x € Qp, r=a/be Qy, avec a,b >0 on a rz € Qpp et -

1
u(rz) = lim WT(Q’ nMbrz)

n—o00 M

= lim %T(Q, nMax)

n—oo N

T(0,nMax)

b n—oonMa

1
= 2 lim —MT(Q,nM:E)

b nooon
= ru(x).

Remarquons enfin que = Q%; Q C Q% est clair. Réciproquement, soit x = (a1 /b1, ..., aq/bg) € Q%
En posant M = PPCM (by,...,bg), on a bien Mx € Z4, i.e. z € Qy ce qui donne l'inclusion inverse.

4.2 Prolongement de ;1 a R?, définition de B,

On souhaite désormais montrer que j est continue sur Q%, et que I'on peut la prolonger par
continuité & R%. Montrons que p vérifie I'inégalité triangulaire : remarquons d’abord que si x € Q7 et
y € Qu, alors x —y € Qun, et

. 1 . 1
ply) — plz) = lim — 1@ nNy) — lim —nMT(QvnMw)
1
= nhﬁn;(jﬂ N(T(Q,nMNy)—T(Q, nMNz)) .

Or T(0,nNMy) <T(Q,nNMzx)+T(nNMx,nNMy), et T(nNMz,nNMy) a méme distribution que
T(0,nNM(y — z)), ce dont on déduit que

n(y) — p(z) < lim T(nNMwz,nNMy) = pu(y — ).

n—oo NnMN

L’application yu vérifie donc bien I'inégalité triangulaire sur Q¢. Par ailleurs, le probléme entier étant
invariant par permutation des coordonnées et par réflexion par rapport aux hyperplans de coordonnées,
pour toute permutation o € Sy, on a :

1(E2o(1), - £Zo(a))) = p((T1, - Ta)) - (18)

19



Comie

on obtient, en posant g = (1,0, ...,0)

d
pl(@1,naa)) SEY_Jai]. (20)

L’application y est donc bien continue sur Q¢, car

ln(y) — p(@)| < ply — =) <ply — = . (21)

On peut donc, par un argument de continuité, prolonger p sur R? tout entier en posant, pour z €
R4~ Q4
p(z) = lim p(zn),

n—00

otl (2,)n>0 est une suite de Q¢ convergeant vers z. La fonction p ainsi définie vérifie encore (18)-(21),
et est Ri-homogéne (par continuité, puisque Q-homogene) .

On souhaite enfin démontrer que s’il existe z # 0 tel que u(x) = 0, alors u est identiquement nulle.
Soit un tel  non nul. On peut alors supposer, sans perdre de généralité, que x1 # 0. Alors, en vertu
de (18) et (21), on a

2|z1| = p((221,0,...,0)) < p((x1,...;xq)) + p((x1, —22, ..., —24)) = 2u(x) = 0.

Donc t = 0, ce qui, par (20), garantit © = 0. Finalement, soit 1 = 0, auquel cas p est identiquement
nulle, soit g > 0, ce qui, grace aux propriétés précédentes, fait de p une norme.

Comme annoncé, on définit alors By = {x € R% u(xr) < 1}. Cet ensemble est bien compact
d’intérieur non vide si g > 0, en tant que boule unité d’une norme en dimension finie. Par ailleurs,
I’homogénéité et la propriété (21) garantissent que By est convexe :

Vi e [0,1], plz+ 11—ty <pltz)+p((l—1)y) =tu(z)+ (1 —t)u(y) <1 sitant est que z,y € By .

Par ailleurs, si jz = 0, on a trivialement By = R? .
Grace aux propriétés de p, By est bien invariant par permutation des coordonnées et réflexion par
rapport aux hyperplans de coordonnées. Il ne reste donc plus qu’a montrer les propriétés (1)-(3).

4.3 Propriétés de la forme asymptotique B,

Montrons tout d’abord que, Ve > 0, on a p.s, pour y € Z¢ assez grand :

w(y) —elyl <T,y) < ply) +elyl (22)

Commencons par remarquer que, presque sirement, la relation limite (17) et I’événement décrit dans
le lemme 3 sont réalisés respectivement pour tout x € Q¢ et tout & de la forme m™!, m entier > 2.
Montrons que ces deux réalisations garantissent (22) . Sinon, on pourrait trouver € dans |0, 1/2[ et une
suite (Yn)nen€ (Z4)N telle que |y,| — oo et, pour tout n, (v, €) ne vérifie pas (22). On aurait alors,
pour tout n assez grand,

TQ yn) = pyn)| > € lyn| - (23)
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Comume, pour tout n, ¥,/ |yn| est dans le cercle unité qui est compact, quitte & extraire une sous-suite,
on peut supposer Y,/ |yn| — z, pour un certain z de module 1. Par ailleurs, on serait capable, pour
m > (Ka+2)e™!, de trouver un M assez grand tel qu’il existe 2’ € 57, une approximation de z dans
Qs vérifiant, pour tout n assez grand :

Yn — LMJ M2

1
< —.
M - m

1 UYn
< —lynl et jul =) —nu)
m Y

Or, pour n assez grand, on a :

o) o [ <

grace au lemme 3. Par ailleurs, par définition de u(z') , on a également pour n assez grand l'inégalité

(o) s

On en déduit, par inégalité triangulaire, grace aux trois inégalités précédentes, que

1 n K 1 1 Ko+ 2
|yn| [yn m - m m m

1
< —.
m

d’ou la contradiction avec (23). Par conséquent, on en déduit bien que (22) est réalisée p.s. Posons

1
A= {w, Vp € N, (22) est réalisée pour & = —} .
p

Onaalors A= U A, , avec
peN

1
Ay, = {w, (22) est réalisée pour € = —} .
p

Or, par ce qui précéde, on a, pour tout p, P(4,) =1, et donc P(A) = 1.

Traitons tout d’abord le cas {1 > 0. On va montrer que, pour tout n > 0, il existe t,, tel que pour
tout ¢ > t,, on ait
B
(1—-n)By C Tt C (1+n)Bo

Soit 7 fixé, w € A, on souhaite montrer existence de ¢,,. Supposons qu’il n’en existe pas. Il existe alors
une suite (¢5)nen, tendant vers Uinfini, telle que, pour tout n, on ait soit

Jx, € (1 —n)Bo, x, ¢ @ (24)
Soit B
Az, € (tn), xn ¢ (1+n)Bo . (25)

n

Par conséquent, quitte & extraire une sous-suite, soit il existe (¢, )nen vérifiant (24) pour tout n, soit
il existe (¢, )nen vérifiant (25) pour tout n.

Supposons (24) : il existe (2,)nen€ ((1 — n)Bo)Y, telle que, pour tout n, t,z, ¢ By,. Quitte &
extraire une sous-suite, on peut supposer que (Z,)nen converge vers un certain x, puisque (1 —n)By
est compact. Choisissons y,, € Z? tel que t,z,, € y,+U. Soit ¢ > 0. Montrons que (y,,)nen reste bornée :

21



sinon, quitte & extraire une sous-suite, on aurait t, |z,| — co. En particulier, (y)nen vérifierait (22)
pour tout ¢ = 1/m & partir d’un certain rang (dépendant de ), et donc

pyn) —elynl  TOyn) _ #Yn) + € lynl _

tn - tn o tn
Or |yn — than| < 1//2, et donc
y_n — Ty — 0 , SOit y_n — .
n— o0 n—oo

n n

Par homogénéité et continuité de u, et par théoréme des gendarmes, on obtiendrait alors, € étant
arbitrairement petit,

0w p(z) <1—n
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En particulier, & partir d’un certain rang, y, € Etn, ou encore, par définition de y,, on aurait
tn®n € By, , & partir de ce rang, ce qui contredirait 'hypothése t,z, ¢ B, pour tout n. Par con-
séquent, (t,Zn)nen reste bornée. Mais alors, a extraction prés, (£,2,)nen converge, la suite (yn)nen
est donc stationnaire a partir d’un certain rang no et égale a y € Z4. Mais alors, pour tout n > ng, on
ay ¢ By, , car sinon, on aurait z,t, € By, . Par conséquent, comme ¢, tend vers l'infini, on en déduit
que T'(0,y) = oo, ce qui est impossible. On ne peut donc pas avoir (24) pour une suite (¢, )nen tendant
vers l'infini.

Supposons maintenant (25) : il existe (2, )nen€ [ [y B, /tn, telle que, pour tout n, z,, ¢ (1+n)Bo,
i.e. pour tout n, p(x,) > 1+ 1. Remarquons d’abord que, nécessairement ¢, |z, | tend vers 'infini :
en effet, on aurait sinon, & extraction prés, (t,2,)nen convergente. Or ¢, tend vers Uinfini, et donc x,,
tendrait vers 0, et donc u(z,) tendrait également vers 0, ce qui contredirait ’hypothése. On a donc
bien t, |z,| qui tend vers I'infini. Comme précedemment, considérons (y,)nen une approximation de
(tnTn)nen dans Z¢ (i.e. t,x, € y, + U). Soit € = 1/p > 0. On a alors |y,| qui tend vers infini, et on
a donc (22) pour ¢ a partir d’un certain rang. Cela se traduit par :

1(yn) < T(0, yn) Yl

te——,
th  — tn tn

avec, par définition de (yn)nen, T(0,yn)/tn < 1. Supposons alors que (yn/tn)nen SOit bornée, c’est a
dire, & extraction prés, que (x,)nen converge vers un certain x. La derniére équation donnerait alors

px) < 1+elal .
Comme on peut choisir € arbitrairement petit, on aurait alors
pr) < 1,

ce qui est en contradiction avec ’hypothése x,, ¢ (14+n)By pour tout n, par continuité de u. Finalement,
quitte & extraire une sous-suite, |x,| — oo, ie

i
tn

Alors, soit z la limite (une nouvelle fois, & extraction prés) de (yn/ |Yn|)neco. Comme p est une norme,
et z non nul, on a p(z) > 0. Soit alors 0 < € = 1/p < p(z). Utilisons une nouvelle fois I’équation (22) :

1(Yn) — € |ynl < T(0, yn) #(Yn) + € |yn

<

soit, en particulier,



ou encore

(1) <) el < T20)
(o () -) -0,

et donc le membre de gauche tend vers l'infini. On en déduit que

T n
(Qt,y)_mo_

En particulier, T'(0,yn) > t, & partir d’un certain rang. On a donc y, ¢ Etn et donc x,, ¢ By, /tn,
ce qui contredit 'hypotheése initiale. On ne peut donc pas avoir (25) pour toute suite (¢, )nen tendant
vers U'infini. Finalement, dans le cas & > 0, pour tout 7 > 0 on peut presque srement trouver un t,
tel que , Vt > t,,

B
(l—n)BOCTtC(H—n)BO.

Traitons & présent le cas g = 0. Soit 7 > 0, supposons & nouveau qu'’il existe (t,)nen une suite
tendant vers l'infini telle qu’il existe (2, )nen vérifiant, pour tout n, |z,| < 1/n et t,z, ¢ By, . Quitte
a extraire une sous-suite de (z,)nen, on peut supposer qu’elle converge vers un certain z. Considérons
comme précédemment, pour tout n, y, tel que t,z, € y, + U. Supposons que (t,Z, )nen reste bornée.
Alors, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que (¢, )nen converge. Mais alors, on peut
également supposer (y,)nen convergente, et donc stationnaire a partir d’un rang ng. Comme ¢, x,, ¢ By,
implique y,, ¢ Etn, on a, pour tout n > ng, y ¢ Etn, et donc T'(0,y) = oo, ce qui est impossible. Par
conséquent, (t,Zn)nen €st non bornée. A extraction d’une sous-suite preés, on a alors ¢, |z,| — oo, et
donc |y,| — o0. Soit € = 1/p > 0, on peut alors, & partir d’un certain rang, appliquer I'inégalité (22)
pour ce € & y,. On a donc

n n T077l n n
M(y_)_&.mgww(y_)ﬂm,

tn tn th T \Un tn
Or y,/t, tend vers z, et u = 0 puisque ;z = 0, on obtient donc, € étant arbitrairement petit, en passant

a la limite : (0
hm (_a yn)

n— 00 tn

=0.
En particulier, & partir d’un certain rang, on a

T(0, yn)

<1,
tn

et donc y,, € Etn a partir d’un certain rang, soit t,x, € B, a partir d’un certain rang, ce qui con-
tredit ’hypothése initiale. Finalement, on peut toujours trouver ¢, vérifiant les conditions voulues. La
démonstration du théoréme 1 est donc compléte.

Remarque : Ce théoréme reste vrai si I’'on remplace I’hypothése (iii) par celle, plus faible :

E(min{t{,...,t4,}) < oo

avec t1...taq des variables aléatoires de méme fonction de répartition que les t(e) .
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Le théoréme 1, et en particulier ’équation (22), donnent un encadrement asymptotique assez fin du
temps de premier passage. Notamment, en plus de la convergence p.s, on peut également en déduire
la convergence de E(T'(0,ty)/t) vers u(y), t tendant vers l'infini. Dans le cas ou p est une norme,
L’espérance a donc radialement un comportement asymptotique linéaire. Cependant, nombre de résul-
tats de ce domaine restent non résolus. En particulier, le comportement asymptotique des variances
n’est pas déterminé précisément. Benjamini, Kalai, et Schramm, ont réussi & démontrer dans [1] que

cette variance est sous-linéaire, c’est-a-dire que Var(T(0,y)) = o(Jy|). En réalité, on conjecture que
Var(T(0,y)) est équivalent a y|2/3 quand |y| tend vers l'infini, mais ce résultat n’a pas encore été
démontré a ce jour.

Pour conclure, nous remercions chaleureusement Marie Théret pour son investissement tant dans
la composition que dans la rédaction de ce mémoire, et pour le temps qu’elle a passé & en corriger ses

versions sucessives.
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