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1 Préliminaires : adre du problèmeNous onsidérons dans e mémoire l'ensemble Zd (d ≥ 2) muni, pour u = (u1, ..., ud), v = (v1, ..., vd)de la norme
|u| =

d∑

i=1

|ui| .Dé�nition 1. Deux éléments u, v de Zd sont dits adjaents si d(u, v) = 1 .On munit Zd de l'ensemble E des arêtes entre éléments adjaents. À haque arête e du graphe ainsionstitué, on assoie une variable aléatoire t(e), interprétée omme le temps de parours de e.Dé�nition 2. Pour u, v ∈ Zd, un hemin de u à v est une suite
r = (u = u0, e1, u1, ..., un−1, en, un = v)de sommets et d'arêtes telle que, pour tout i dans {0, ..., n− 1}, ui et ui+1 sont adjaents et reliés parl'arête ei+1. L'entier n est alors appelé longueur de r, notée l(r), et on dé�nit le temps de paroursde r par

T (r) =

n∑

i=1

t(ei) .Deux hemins sont dits disjoints s'ils n'ont auune arête en ommun.Dé�nition 3. Pour u, v ∈ Zd, on appelle temps de trajet entre u et v la quantité
T (u, v) = inf{T (r), r hemin de u à v } .On note également 0 = (0, ..., 0) et B̃(t) = {v ∈ Zd, T (0, v) ≤ t .} On interprète T (r) omme letemps néessaire pour parourir le hemin r, et T (u, v) omme le temps minimal pour aller de u à

v. Dans es onditions, B̃(t) représente l'ensemble des points pouvant être atteints depuis l'origine enun temps t. On s'intéresse au omportement asymptotique de B̃(t) lorsque t tend vers l'in�ni . Poursimpli�er ette étude, il est intéressant d'introduire l'ensemble non disret
B(t) = {v + U, v ∈ B̃(t)},où U est le ube fermé de entre 0 et de oté 1 : U = {(x1, ..., xd) | ∀i ∈ {1...d}, |xi| ≤ 1/2}. (voir la�gure 1)
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: B̃(t)

: B(t)Figure 1 � Représentation de B(t) et de B̃(t)L'objet de e mémoire est le théorème suivant, dû à Cox et Durett :Théorème 1. Supposons véri�ées les trois onditions suivantes :i) La famille (t(e))e∈E est i.i.d.ii) Les t(e) sont positives ou nulles p.s.iii) E(t(e)2) < ∞ .Alors, il existe un ensemble onvexe non aléatoire B0 ⊂ Rd, invariant par permutation des oor-données et par ré�exion par rapport aux hyperplans de oordonnées, d'intérieur non vide, qui est soitompat, soit égal à Rd tout entier, et véri�ant :� Si B0 est ompat, alors pour tout η > 0 , p.s, il existe tη tel que, ∀t > tη on ait
(1− η)B0 ⊂ B(t)

t
⊂ (1 + η)B0 . (1)� Si B0 = Rd, alors pour tout η > 0 ,p.s, il existe tη tel que, ∀t > tη on ait

{
x, |x| ≤ 1

η

}
⊂ B(t)

t
. (2)Par ailleurs, si iii) n'est pas véri�ée, on a p.s.

lim sup
v→∞

1

|v|T (0, v) = ∞ . (3)La démonstration de e théorème repose sur la onstrution d'une appliation µ sur Rd, initialementdé�nie grâe au théorème ergodique sous-additif sur Qd, et prolongée par ontinuité sur Rd. Cetteappliation, si non identiquement nulle, est une norme, et on dé�nira alors B0 omme sa boule unité.Remarque : La distintion entre les as B0 = Rd et B0 ompat se fait selon l'atome de la loi des
t(e) en 0. En e�et, Kesten démontre, dans [3℄, que le as B0 = Rd orrespond à P(t(e) = 0) ≥ pc(d),où pc(d) est le paramètre ritique de perolation. Intuitivement, si l'atome en 0 est assez grand, il estpossible de rejoindre des points arbitrairement éloignés en un temps nul, e qui nous plae bien dansle as B0 = Rd. 3



2 Théorème ergodique sous-additifDé�nition 4. On dira qu'une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires est stationnaire si les (Xn)n≥ksont identiquement distribuées en k.A�n de démontrer le théorème 1, nous aurons besoin du théorème ergodique sous-additif suivant ;sa démonstration est proposée par Durrett dans [2℄ .Théorème 2 (théorème ergodique sous-additif). Soit (Xm,n)0≤m<n une famille de variables aléatoiressatisfaisant les onditions suivantes :i) (sous-additivité) ∀ 0 < m < n , on a X0,n ≤ X0,m +Xm,n .ii) Les suites (Xm,m+k)k≥1 sont identiquement distribuées en m.iii) ∀k ≥ 1, la suite (Xnk,(n+1)k)n≥0 est stationnaire.iv) E(X+
0,1) < ∞ et, ∀n, E(X0,n) ≥ γ0n, pour γ0 > −∞ .Alorsa) lim

n→∞
E(X0,n)/n = inf

m
E(X0,m)/m ≡ γ .b) limn→∞

1
nX0,n = X existe p.s. et dans L1, don E(X) = γ .2.1 Théorème ergodique de Birkho�La démonstration du théorème 2 utilise un théorème que nous allons maintenant énoner et dé-montrer, dû à Birkho�. On onsidère ϕ une transformation de (Ω,F ,P) préservant la mesure, 'est àdire telle que pour tout A dans F , on ait P(ϕ−1(A)) = P(A). On notera I la tribu des invariants de

ϕ, 'est à dire l'ensemble des éléments A de F tels que A = ϕ−1(A), à ensemble négligeable près.Théorème 3 (théorème ergodique, 1ère version). Considérons un espae mesuré (Ω,F ,P), et ϕ uneappliation préservant la mesure. Alors pour toute variable aléatoire X ∈ L1, on a :
1

n

n−1∑

k=0

X(ϕkω) −→
n→∞

E(X | I ) p.s. et dans L1 .Lemme 1 (Lemme ergodique maximal). Soit Xj(ω) = X(ϕjω), Sk(ω) = X0(ω) + ... +Xk−1(ω),et Mk(ω) = max(0, S1(ω), ..., Sk(ω)). Alors
E(X 1{Mk>0}) ≥ 0 .Démonstration du lemme 1. Si j ≤ k, alors Sj(ϕ(ω)) ≤ Mk(ϕ(ω)), et don, en ajoutant X(ω)de part et d'autre, on obtient

Sj+1(ω) = X(ω) + Sj(ϕ(ω)) ≤ X(ω) +Mk(ϕ(ω)) ,ou enore
Sj+1(ω)−Mk(ϕ(ω)) ≤ X(ω)et e pour tout j ∈ {1, ..., k} . Or ette inégalité est enore vraie pour j = 0, ar S1 = X et Mk ≥ 0.Ainsi,

E(X1{Mk>0}) ≥
∫

ω∈{Mk>0}

[max(S1(ω), ..., Sk(ω))−Mk(ϕω)] dP(ω)

=

∫

ω∈{Mk>0}

[Mk(ω)−Mk(ϕω)] dP(ω) .4



Par ailleurs, sur le domaine {Mk > 0}c, on a Mk(ω) = 0 et Mk(ϕω) ≥ 0, on a don �nalement :
E(X1{Mk>0}) ≥

∫
[Mk(ω)−Mk(ϕω)] dP(ω) = 0 ,ar ϕ préserve la mesure. Le lemme est don démontré.Démonstration du théorème 3. Commençons par remarquer le résultat suivant : pour toutevariable aléatoire X , E(X | I ) ◦ ϕ = E(X | I ). Compte tenu de e résultat, quitte à substituer

X ′ = X −E(X | I ) à X, on peut supposer E(X | I ) = 0. Soit ε > 0. Notons alors X = lim supSn/n,et D = {ω : X(ω) > ε}. On souhaite montrer que P(D) = 0. Comme X(ϕω) = X(ω), on a D ∈ I .Posons
X∗(ω) = (X(ω)− ε)1D(ω)

S∗
n(ω) = X∗(ω) + ...+X(ϕn−1ω)

M∗
n(ω) = max(0, S∗

1 (ω)...S
∗
n(ω))

Fn = {M∗
n > 0}

F = ∪
n∈N

Fn = {sup S∗
k

k
> 0} .On a alors

F = {ω/ sup S∗
k

k
> 0} = {ω/ (sup Sk

k
) .1D > ε .1D} = {ω/ sup Sk

k
> ε} ∩D ,ar bien sûr, l'inégalité (supSk/k) .1D > ε .1D ne saurait être véri�ée en dehors de D, et équivaut sur

D à supSk/k > ε. Or on a évidemment D ⊂ {supSk/k > ε}, e qui se traduit par
F = D ,et don en partiulier F ∈ I . Le lemme 1 appliqué à X∗ nous permet d'a�rmer que, ∀n ∈ N,

E(X∗1Fn
) ≥ 0. Or

E(|X∗|) ≤ E(|X |1D) + E(ε1D) ≤ E(|X |) + ε < ∞ .Par théorème de onvergene dominée, on a alors
E(X∗1Fn

) → E(X∗1F ) ,e dont on déduit que E(X∗1F ) ≥ 0. Comme F = D ∈ I , on obtient
0 ≤ E(X∗1D) = E([X − ε]1D) = E(E(X | I )1D)− εP(D) = −εP(D) ,puisque l'on a supposé E(X | I ) = 0. On a don néessairement

P(D) = P({lim supSn/n > ε}) = 0 .Comme ε est arbitraire, on en déduit que, p.s, lim supSn/n ≤ 0. On peut alors appliquer le mêmerésultat à −X pour obtenir que, p.s, lim inf Sn/n ≥ 0. Finalement, on a
lim sup
n→∞

Sn

n
= lim inf

n→∞

Sn

n
= lim

n→∞

Sn

n
= 0 p.s.Finalement, on a prouvé que

1

n

n−1∑

k=0

X(ϕkω) −→
n→∞

E(X | I )(ω) p.s. (4)5



Il reste désormais à montrer la onvergene dans L1. Posons
X ′ = X1|X|≤M et X ′′ = X −X ′ = X1|X|>M .Grâe à (4), qui est également véri�ée par X ′, on a

1

n

n−1∑

k=0

X ′(ϕkω) → E(X ′ | I )(ω) p.s.Or X ′ est borné, don par théorème de onvergene dominée, on obtient que
E

(∣∣∣∣∣
1

n

n−1∑

k=0

X ′ ◦ ϕk − E(X ′ | I )

∣∣∣∣∣

)
→ 0 .Pour e qui est de X ′′, on remarque que E(Y ◦ ϕk) = E(Y ) pour toute variable aléatoire Y , ar ϕpréserve la mesure, d'où

E

(∣∣∣∣∣
1

n

n−1∑

k=0

X ′′ ◦ ϕk

∣∣∣∣∣

)
≤ 1

n

n−1∑

k=0

E(
∣∣X ′′ ◦ ϕk

∣∣) =
1

n

n−1∑

k=0

E(|X ′′|) = E(|X ′′|) ,et E(|E(X ′′ | I )|) ≤ E(E(|X ′′| | I )) = E(|X ′′|). Alors, par inégalité triangulaire :
E

(∣∣∣∣∣
1

n

n−1∑

k=0

X ′′(ϕkω)− E(X ′′ | I )

∣∣∣∣∣

)
≤ 2E(|X ′′|) ,et don

lim sup
n→∞

E

(∣∣∣∣∣
1

n

n−1∑

k=0

X(ϕkω)− E(X | I )

∣∣∣∣∣

)
≤ 2E(|X ′′|) .En faisant tendre M vers l'in�ni, on obtient, par théorème de onvergene dominée, que E(|X ′′|) tendvers 0, et on a alors la onvergene dans L1. Cela ahève la preuve du théorème 3.Théorème 4 (théorème ergodique, 2nde version). Soit (Ω,F ,P) un espae de probabilités et soit

(Yn)n∈N une suite stationnaire de variables aléatoires sur et espae, à valeurs dans (R,B(R)). On aalors
Y0 + ...+ Yn−1

n
−→
n→∞

X p.s. et dans L1 ,pour une ertaine variable aléatoire X véri�ant E(X) = E(Y0).Il s'agit en réalité d'une interprétation du théorème ergodique dans sa première version. On vapour onstater ela hanger l'espae de probabilités et voir Yk(ω) omme Z(ϕkω), pour une ertainetransfomation ϕ préservant la mesure. Posons Y = (Y0, Y1, ...), variable aléatoire sur Ω à valeursdans (RN,G ), où G est la plus petite tribu rendant les appliations oordonnées pn :(xn)n∈N→ xnmesurables. On a alors
G = σ

(
{(xk)k∈N ∈ RN, xi ∈ Gi ∀i ∈ {1...p}}, p ∈ N, G1...Gp ∈ B(R)

)
.Véri�ons tout d'abord que Y est bien mesurable. Pour tout n, Y ◦ pn = Yn est mesurable. Posons

C = {G ∈ G , Y −1(G) ∈ F}. Montrons que C est une tribu :� Y −1(RN) = Ω ∈ F , don RN ∈ C .� Soit G ∈ C , Y −1(Gc) = (Y −1(G))c ∈ F don Gc ∈ C .� Si ∀n,Gn ∈ C , on a Y −1(∪
n
Gn) = ∪

n
Y −1(Gn) ∈ F , don ∪

n
Gn ∈ C .6



Finalement, C est une tribu, et omme tous les Yi sont mesurables, elle ontient les ensembles de laforme p−1
n (F ), F ∈ B(R), \ ∈ N, qui engendrent F . On en déduit que G ⊂ C . L'autre inlusion étanttriviale, on a �nalement

C = G ,et Y est don bien mesurable. On onsidère alors P′, la mesure image de P par Y , i.e. la mesure sur
(RN,G ) dé�nie par

P′(G) = P(Y −1(G)) .On onsidère alors l'espae de probabilités (Ω′,G ,P′), ave Ω′ = RN et la variable aléatoire sur etespae
Z : (Ω′,G ,P′) → (RN,G )

ω′ = (ω′
0, ω

′
1, ...) 7→ (ω′

0, ω
′
1, ...)

.On pose Zn les appliations oordonnées de Z, qui sont bien mesurables par dé�nition de G . Véri�onsmaintenant que Z et Y ont même loi :
P′({Z1 ∈ G1} ∩ ... ∩ {Zp ∈ Gp}) = P′({ω′ ∈ Ω′, ω′

1 ∈ G1, ..., ω
′
p ∈ Gp})

= P({ω ∈ Ω, Y1(ω) ∈ G1, ..., Yp(ω) ∈ Gp})
= P({Y1 ∈ G1} ∩ ... ∩ {Yp ∈ Gp}) .Alors, si l'on pose C̃ = {G ∈ G ,P[Y ∈ G] = P[Z ∈ G]}, C̃ est alors une lasse monotone engendrant

G et stable par intersetion �nie, et don C̃ = G . Y et Z ont don même loi.Finalement, à (Yn)n∈N une suite stationnaire de variables aléatoires, on assoie la variable aléatoire
Z sur (Ω′,G ,P′) omme préédemment. On pose alors

ϕ : Ω′ → Ω′

(ω′
0, ω

′
1, ...) 7→ (ω′

1, ω
′
2, ...)

.On a alors, pour tout n, Zn(ω) = Z0(ϕ
nω). Montrons que ϕ préserve la mesure P′. Soit p ∈ N,

G0, ..., Gp ∈ B(R), et A l'élément de G dé�ni par
A = {(xn)n∈N ∈ RN, x0 ∈ G0, ..., xp ∈ Gp} .Alors,
P′(ϕ−1(A)) = P[Y −1(ϕ−1(A))]

= P[{ω ∈ Ω, Y (ω) ∈ ϕ−1(A)}] ,ave
ϕ−1(A) = {x = (x0, x1, ...) ∈ RN, x1 ∈ G0, ..., xp+1 ∈ Gp} ,et don

P′(ϕ−1(A)) = P({ω ∈ Ω, Y1(ω) ∈ G0, ..., Yp+1(ω) ∈ Gp})
= P({ω ∈ Ω, Y0(ω) ∈ G0, ..., Yp(ω) ∈ Gp}) ar Y est stationnaire,
= P(Y −1(A))

= P′(A) .Alors, en posant Ĉ = {A ∈ G ,P′[ϕ−1(A)] = P′(A)}, Ĉ est alors une lasse monotone engendrant
G et stable par intersetion �nie, et don

Ĉ = F ,don ϕ préserve P′. On peut alors appliquer le théorème de Birkho� à ϕ et à Z0, pour en déduire que
Z0 + ...+ Zn−1

n
−→
n→∞

E(Z0 | I ) p.s. et dans L1 .7



Posons alors X ′ = E(Z0 | I ), où, on le rappelle, I = {A ∈ G | ϕ−1(A) = A aux négligeables près }et
X : (Ω,F ,P) → (R,B(R))

ω 7→ X ′(Y (ω))
,qui est une variable aléatoire sur (Ω,F ,P). On souhaite montrer que

Y0 + ...+ Yn−1

n
−→
n→∞

X p.s. et dans L1 .Considérons A′ ∈ G , tel que P′(A′) = 1, et véri�ant
∀ω′ ∈ A′ Z0(ω

′) + ...+ Zn−1(ω
′)

n
−→
n→∞

X ′(ω′) .Alors, posons A = Y −1(A′). On a P(A) = P(Y −1(A′)) = P′(A′) = 1. Soit ω ∈ A, alors Y (ω) ∈ A′, etdon
Z0(Y (ω)) + ...+ Zn−1(Y (ω))

n
−→
n→∞

X ′(Y (ω)) ,'est à dire que
Y0(ω) + ...+ Yn−1(ω)

n
−→
n→∞

X(ω) ,et e pour tout ω ∈ A. La onvergene p.s. est don assurée. Par ailleurs,
E

(∣∣∣∣
Y0(ω) + ...+ Yk−1(ω)

k
−X(ω)

∣∣∣∣
)

=

∫

Ω

∣∣∣∣
Y0(ω) + ...+ Yk−1(ω)

k
−X(ω)

∣∣∣∣ dP(ω)

=

∫

Ω

∣∣∣∣
Z0(Y (ω)) + ...+ Zk−1(Y (ω))

k
−X ′(Y (ω))

∣∣∣∣ dP(ω)

=

∫

Ω′

∣∣∣∣
Z0(ω

′) + ...+ Zk−1(ω
′)

k
−X ′(ω′)

∣∣∣∣ dP
′(ω′)

= E′

(∣∣∣∣
Z0 + ...+ Zk−1

k
−X ′

∣∣∣∣
)

→
k→∞

0 .On a don également la onvergene L1. L'égalité des espéranes est laire, e qui ahève la démon-stration de la seonde version du théorème ergodique.2.2 Démonstration du théorème ergodique sous-additifCette démonstration se fait en quatre étapes : La première onsiste à démontrer la onvergene del'espérane. La seonde et la troisième servent resptivement à obtenir une majoration de la limsup(grâe au théorème de Birkho�) et une minoration de la liminf (étape plus di�ile). La quatrième etdernière étape sert à obtenir la onvergene dans L1.1ère étape. Posons an = E(X0,n). D'après les hypothèses i) et ii) du théorème 2, on a
am + an−m ≥ an . (5)On souhaite montrer le résultat suivant :
an
n

−→
n→∞

inf
m≥1

am
m

. (6)Notons γ = inf
m≥1

am/m. Il est lair que lim inf an/n ≥ γ. il su�t don de montrer que
lim sup
n→∞

an/n ≤ γ ,8



'est-à-dire que pour tout m ≥ 1, on a lim sup an/n ≤ am/m. Soit m ≥ 1, on érit n = km+ l ladivision eulidienne de n par m. En utilisant (5), on obtient que
an ≤ kam + al .En divisant par n = km+ l, on obtient alors

an
n

≤
(

km

km+ l

)
am
m

+
al
n

.Comme m est �xé et que al ne prend qu'un nombre �ni de valeurs (l < m), en faisant tendre n versl'in�ni, on obtient
lim sup
n→∞

an
n

≤ lim sup
n→∞

[(
km

km+ l

)
am
m

+
max(a0, a1, ..., am−1)

n

]

= lim

[(
km

km+ l

)
am
m

+
max(a0, a1, ..., am−1)

n

]
=

am
m

.On a don bien prouvé (6), e qui donne le résultat a) du théorème 2.2ème étape. On onsidère toujours n = km+ l. L'hypothèse i) du théorème 2 donne diretement
X0,n ≤ X0,km +Xkm,n ,d'où

X0,n ≤ X0,(k−1)m +X(k−1)m,km +Xkm,n .Finalement, par une réurrene triviale, on obtient que
X0,n ≤

k−1∑

i=0

Xim,(i+1)m +Xkm,n ,soit, après division par n = km+ l,
X0,n

n
≤
(

k

km+ l

)
k−1∑
i=0

Xim,(i+1)m

k
+

Xkm,n

n
. (7)La seonde version du théorème ergodique appliquée à (Xkm,(k+1)m)k≥0, qui est bien stationnaire parl'hypothèse iii), garantit alors que

X0,m + ...+X(k−1)m,km

k
−→
k→∞

Am p.s. et dans L1 ,où Am est une variable aléatoire telle que E(Am) = E(X0,m) = am. Fixons un ertain l, et un ε > 0.
9



On a alors, en posant toujours n = km+ l,
∞∑

k=1

P(Xkm,km+l > nε) ≤
∞∑

n=m+l

P(Xn−l,n > nε)

=

∞∑

n=m+l

P(X0,l > nε) , grâe à la propriété ii) du théorème 2,
≤

∞∑

n=0

P(X0,l > nε)

=

∞∑

n=0

∞∑

k=n

P(X0,l ∈ ]kε, (k + 1)ε])

=

∞∑

k=0

k∑

n=0

P(X0,l ∈ ]kε, (k + 1)ε])

=
∞∑

k=0

(k + 1)P(X0,l ∈ ]kε, (k + 1)ε])

≤
E(X+

0,l) + 1

ε
.Comme E(X+

0,l) < ∞, on a �nalement
∞∑

k=1

P(Xkm,km+l > nε) < ∞ .On en déduit, par le lemme de Borel-Cantelli, que
Xkm,n

n
−→
n→∞

0 .Mais alors, en faisant tendre n vers l'in�ni dans l'équation (7), on obtient que
X ≡ lim sup

n→∞

X0,n

n
≤ Am

m
. (8)En passant à l'espérane, on a alors E(X) ≤ E(X0,m/m), et don, en passant à l'in�mum en m, onobtient E(X) ≤ γ.3ème étape. Cette étape a pour but de montrer que si l'on pose X = lim inf

n→∞
X0,n/n, on a E(X) ≥

γ. Commençons par poser Xm = lim inf
n→∞

Xm,m+n/n. D'après l'hypothèse i), on a
X0,m+n ≤ X0,m +Xm,m+n .En divisant de part et d'autre par n, et en faisant tendre n vers l'in�ni, on obtient que X ≤ Xm p.s.De l'hypothèse ii), on déduit que X et Xm ont même distribution, et don �nalement, on a X = Xmp.s. Soit ε > 0, soit M > 0, posons Z = ε+max(X,−M) . On a alors

|Z| ≤ ε+
∣∣X1X>−M −M1X≤−M

∣∣ .or, omme X ≤ X, on obtient
−M ≤ X1X>−M ≤ X1X>−M ≤ X1X>−M ,10



d'où ∣∣X1X>−M

∣∣ ≤ max(M,
∣∣X
∣∣1X>−M ) ≤ max(M,X) .Or, par l'étape 2, on sait que E(X) ≤ γ < ∞. Par onséquent, on a E(|Z|) < ∞. Soit alors Ym,n =

Xm,n − (n−m)Z. Comme la famille de variables Zm,n = −(n−m)Z véri�e les hypothèses i)− iv) duthéorème 2, on en déduit que Ym,n aussi. Par ailleurs, omme
Y = lim inf

n →∞
Y0,n/n = −ε+min(0, X +M) ,on a également

Y ≤ −ε . (9)Soit Tm = min{n ≥ 1, Ym,m+n ≤ 0}. Alors, par ii), Tm a même distribution que T0 et e pour tout m,et don, pour tout entier N ,
E(Ym,m+11{Tm>N}) = E(Y0,11{T0>N}) . (10)De (9), on déduit que T0 est �ni p.s. Or

E(|X0,1|) = E(X+
0,1) + E(X−

0,1 ≤ E(X+
0,1) + E(X+

0,1)− γ0 < ∞ ,grâe à l'hypothèse iv). Comme |Y0,1| ≤ |X0,1| + |Z|, Y0,1 est don intégrable. Par onvergenedominée, on a alors
E(Y0,11{T0>N}) −→

N→∞
0 p.s.On hoisit alors N assez grand tel que

E(Y0,11{T0>N}) ≤ ε .Posons
Sm = Tm1{Tm≤N} + 1{Tm>N} ,et

ξm = Ym,m+11{Tm>N} ,Comme, par dé�nition, Ym,m+Tm
≤ 0, et que, sur le domaine {Tm > N}, on a Sm = 1 et Ym,m+1 > 0,on en déduit que Ym,m+Sm

≤ ξm, et ξm ≥ 0. Soit R0 = 0, et pour k ≥ 1,
Rk = Rk−1 + SRk−1

.Soit n un entier, posons K = max{k,Rk ≤ n}. De i), on déduit que
Y0,n ≤ YR0,R1

+ ...+ YRK−1,RK
+ YRK ,n .Remarquons que RK+1 ≥ n, et SRK

≤ N , don n−RK ≤ N . Alors, on a, par usage répété de i),
YRK ,n ≤

N∑

j=1

|Yn−j,n−j+1| .Par ailleurs, pour tout i, on remarque que
YRi,Ri+1

≤ ξRi
.En e�et, si TRi

≤ N , on a YRi,Ri+1
≤ 0 et ξRi

= 0, et sinon, YRi,Ri+1
= ξRi

= YRi,Ri+1. Par onséquent,les ξi étant positifs, et les Ri étant inférieurs à n− 1, on a la majoration suivante
YR0,R1

+ ...+ YRK−1,RK
≤

K−1∑

i=0

ξRi
≤

n−1∑

m=0

ξm ,11



et on a don �nalement
Y0,n ≤ YR0,R1

+ ...+ YRK−1,RK
+ YRK ,n ≤

n−1∑

m=0

ξm +

N∑

j=1

|Yn−j,n−j+1| .Divisons des deux �tés par n, et passons aux espéranes. On obtient :
E(Y0,n/n) ≤ 1

n

n−1∑

m=0

E(ξm) +
1

n

N∑

j=1

E(|Yn−j,n−j+1|) .Or l'égalité (10) garantit que, pour tout m, on a E(ξm) = E(ξ0). Par ailleurs, la propriété ii) nousdonne que ∑N
j=1 E(|Yn−j,n−j+1|) est indépendant de n, et don �nalement, en passant à la limite, onobtient :

lim sup
n→∞

E(Y0,n/n) ≤ E(ξ0) = E(Y0,11{T0>N}) ≤ ε .On a don
γ = lim sup

n→∞
E(X0,n/n) ≤ lim sup

n→∞

(
E(Y0,n/n) +

n−m

n
E(Z)

)
= lim sup

n→∞
E(Y0,n/n) + E(Z) ,soit

γ ≤ 2ε+ E(max(X,−M)) .Comme ε et M sont arbitraires, on a bien
γ ≤ E(X) . (11)Finalement, E(X −X) ≤ 0, ave X −X ≥ 0, et don

X = X p.s.On en déduit que limX0,n/n existe p.s.4ème étape. Il ne reste plus désormais qu'à montrer la onvergene dans L1. Posons Γm = Am/mla limite obtenue dans l'équation (8), on a alors E(Γm) = E(X0,m/m). Posons Γ = inf Γm. Une foisremarqué que |z| = 2z+ − z, on peut érire
E(|X0,n/n− Γ|) = 2E((X0,n/n− Γ)+)− E(X0,n/n− Γ) ≤ 2E((X0,n/n− Γ)+) ,puisque E(X0,n/n) ≥ γ = inf E(Γm) ≥ E(Γ). Par ailleurs, puisque (x+ y)+ ≤ x+ + y+, on obtient

E((X0,n/n− Γ)+) ≤ E((X0,n/n− Γm)+) + E((Γm − Γ)+) .Or E(Γm) → γ pour m tendant vers l'in�ni, et E(Γ) = γ. En e�et,
γ = inf

m
E(Γm) ≥ E(inf

m
Γm) = E(γ) ,et, grâe à (7), on obtient Γ ≥ X et don, en utilisant (11), on a �nalement aussi

E(γ) ≥ E(X) ≥ E(X) ≥ γ .On en déduit bien que E(Γ) = γ, soit
E((Γm − Γ)+) = E(Γm − Γ) −→

n→∞
0 .12



Pour e qui est de l'autre terme, remarquons que, en utilisant i), et en réordonnant les termes, on a
E

((
X0,n

n
− Γm

)+
)

≤ E

[(
X0,m + ...+X(k−1)m,km

km+ l
− Γm

)+
]
+ E

((
Xkm,n

n

)+
)

.Or, grâe à la onvergene L1 du théorème de Birkho�, le premier terme tend vers 0, grâe au théorèmeergodique (théorème 4) qui nous donne
E

(∣∣∣∣
km

km+ l

X0,m + ...+X(k−1)m,km

km
− Γm

∣∣∣∣
)

−→
n→∞

0 .Le seond n'est autre que E(X+
0,l/n), qui tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni. On a don

E(|X0,n/n− Γ|) ≤ 2E((X0,n − Γ)+) → 0 ,dont on déduit la onvergene dans L1 voulue. La démonstration du théorème ergodique sous-additifest don omplète. 3 Deux lemmes intermédiairesRapellons que Zd et Rd sont munis de la norme L1. Avant de pouvoir démontrer le théorème 1proprement dit, nous allons démontrer deux résultats intermédiaires.Lemme 2. On suppose que E(t(e)2) < ∞. Alors il existe une onstante K telle que, pour tous u, v
∈ Zd et λ ≥ 3d,

P[T (u, v) ≥ 2E(t(e)) (|u− v|+ λ)] ≤ K (|u− v|+ λ)−2d .Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer u = 0. On peut onstruire 2d hemins
(ri)1≤i≤2d de 0 à v, disjoints et de longueur inférieure ou égale à 3d + |v| de la même manière quedans la �gure 2, i dessous : si v = (v1, ..., vd), pour tout i ∈ {1, ..., d}, les hemins r2i−1 et r2i enommençent par un pas le long de la i-ème oordonnée, respetivement dans le sens positif et négatif.

13



v

0

Figure 2 � Représentation des 2d hemins dans le as d = 2.Ainsi, si T (0, v) ≥ 2E(t(e)) (|v| + λ), pour haque hemin ri, on a T (ri) ≥ 2E(t(e)) (|v|+ λ) . Les
ri étant disjoints, leurs temps de parours sont indépendants, et on a don

P[T (0, v) ≥ 2E(t(e)) (|v|+ λ] ≤
2d∏

i=1

P[T (ri) ≥ 2E(t(e)) (|v|+ λ)] . (12)Or on a
P[T (ri) ≥ 2E(t(e)) (|v|+ λ)] ≤ E(T (ri)

2)

4E(t(e))2(|v|+ λ)2
.Or E(T (ri)

2) = l(ri)E(t(e)
2) . Comme l(ri) ≤ |v|+ 3d ≤ |v|+ λ , on a don

P[T (ri) ≥ 2E(t(e)) (|v|+ λ)] ≤ E(t(e)2)

E(t(e))2(|v|+ λ)
.Il ne reste qu'à revenir à (12) pour obtenir le lemme ave

K =

(
E(t(e)2)

E(t(e))2

)2d

.Lemme 3. On suppose que E(t(e)2) < ∞. Alors il existe une onstante K2 telle que, pour tout
0 < ε ≤ 1/2, on a presque sûrement, pour tout u ∈ Zd tel que |u| est su�samment grand, pour tout
v ∈ Zd tel que |u− v| ≤ ε |u|,

T (u, v) ≤ K2ε |u| . (13)Démonstration. On �xe 0 < ε ≤ 1/2. Posons Ck l'ensemble des v = (v1, ..., vd) ∈ Zd tels quei) |v| = ⌊(1 + ε)k⌋ .ii) Pour tout i ∈ {1, ..., d− 1}, vi est divisible par ⌊ε(1 + ε)k−1⌋ .14



On herhe tout d'abord une majoration du ardinal |Ck| de Ck. Si ⌊ε(1 + ε)k−1⌋ = 0 alors
v1 = ... = vd−1 = 0 ,et omme la valeur de |vd| est imposée par les autres oordonnées, on a |Ck| = 2. Sinon, pour tout

i ∈ {1, ..., d− 1}, vi peut prendre un nombre de valeurs stritement positives inférieur à
⌊(1 + ε)k⌋

⌊ε(1 + ε)k−1⌋ ,don, a fortiori, à
(1 + ε)k

⌊ε(1 + ε)k−1⌋ =
1 + ε

ε

ε(1 + ε)k−1

⌊ε(1 + ε)k−1⌋

≤ 2
1 + ε

ε
≤ 3

ε
.Le nombre de valeurs que peut prendre haque vi, i = 1, ..., d − 1, est don inférieur à 2(3/ε) + 1 ≤

13/(2ε) . Comme vd peut prendre deux valeurs, puisque, à v1, ..., vd−1 �xés, la valeur de |vd| est �xée,et que 2 ≤ 13/(2ε), on a don dans tous les as :
|Ck| ≤

(
13

2ε

)d

.On pose maintenant Au = {v, |u− v| ≤ 4 dε(1 + ε)k} et on onsidère l'événement
Ek = { T (u, v) ≤ K3ε(1 + ε)k, pour tous u ∈ Ck et v ∈ Au } ,ave K3 = 10 dE(t(e)). On note EC

k le omplémentaire de Ek. Alors
P[EC

k ] ≤
∑

u∈Ck

∑

v∈Au

P[T (u, v) > K3ε(1 + ε)k]

≤
∑

u∈Ck

∑

v∈Au

P[T (u, v) ≥ 2E(t(e))(|u− v|+ dε(1 + ε)k)] .On peut don appliquer le lemme 2, pour k su�samment grand pour que dε(1+ε)k ≥ 3d. On obtient :
P[EC

k ] ≤
∑

u∈Ck

∑

v∈Au

K(|u− v|+ dε(1 + ε)k)−2d

≤
(
13

2ε

)d

(8dε(1 + ε)k + 1)dK(5dε(1 + ε)k)−2d

≤ K4ε
−2d(1 + ε)−dkqui est le terme général d'une série onvergente en k. On en déduit don, par le lemme de Borel-Cantelli,qu'il existe presque sûrement un k0 ∈ N tel que l'événement Ek est réalisé pour tout k ≥ k0.On peut supposer, quitte à prendre k0 plus grand, que ε(1+ε)k0 ≥ 1. Montrons qu'alors, pour tout

u tel que |u| ≥ (1 + ε)k0 et v tel que |u− v| ≤ ε |u|,
T (u, v) ≤ 6K3ε |u| . (14)Pour e faire, �xons un tel u et notons l l'entier tel que

⌊(1 + ε)l⌋ ≤ |u| < ⌊(1 + ε)l+1⌋ . (15)15



Comme |u| ≥ (1 + ε)k0 , on a l ≥ k0. Alors on peut onstruire un z ∈ Cl+1 tel que
∀i ∈ {1, ..., d− 1}, |zi| ≤ |ui| , |zi − ui| ≤ ⌊ε(1 + ε)l⌋ . (16)Il su�t de hoisir le signe de zi identique à elui de ui et de faire la division eulidienne

|ui| = q⌊ε(1 + ε)l⌋+ r ,en hoisissant |zi| = q⌊ε(1 + ε)l⌋ . La valeur absolue de la dernière oordonnée |zd| est imposée parle fait que z ∈ Cl+1 ; on hoisit pour signe de zd elui de ud. Par ailleurs, |zd| ≥ |ud|, puisque |z| > |u|(z ∈ Cl+1), et, pour i = 1, ..., d− 1, on a |zi| ≤ |ui|. On a alors, en utilisant (15) et (16) :
|zd − ud| = |zd| − |ud|

≤ ⌊(1 + ε)l+1⌋ −
d−1∑

i=1

|zi| −
(
⌊(1 + ε)l⌋ −

d−1∑

i=1

|ui|
)

≤
d1∑

i=1

(|ui| − |zi|) + ⌊(1 + ε)l+1⌋ − ⌊(1 + ε)l⌋

≤ (d− 1)⌊ε(1 + ε)l⌋+ ⌊(1 + ε)l⌋+ ⌊ε(1 + ε)l⌋ − ⌊(1 + ε)l⌋
≤ dε(1 + ε)l .Alors, en utilisant (16) et le fait que 1 ≤ ε(1 + ε)k0 ≤ ε(1 + ε)l , on obtient
|z − u| ≤ (2d− 1)ε(1 + ε)l ≤ 2dε(1 + ε)l .Comme l'événement El+1 est réalisé, on a don T (u, z) ≤ K3ε(1 + ε)l+1. De plus, si v est tel que

|u− v| ≤ ε |u| ≤ ε(1 + ε)l+1 alors on a aussi
|v − z| ≤ |v − u|+ |u− z| ≤ (2d+ 1)ε(1 + ε)l+1 ,d'où, de la même manière, T (v, z) ≤ K3ε(1 + ε)l+1. En�n, on a
T (u, v) ≤ T (u, z) + T (v, z) ≤ 2K3ε(1 + ε)l+1 .Or (1 + ε)l+1 = (1 + ε)(1 + ε)l ≤ 3

2 (2⌊(1 + ε)l⌋) ≤ 3 |u| . Cei prouve (14) et don le lemme, ave
K2 = 6K3 .

4 Démonstration du théorème 1On onstruit une appliation µ : Rd → R+, qui est une norme si elle n'est pas identiquement nulle,et telle que B0 = {x, µ(x) ≤ 1}. Pour M ∈ Z, notons ΩM l'ensemble des veteurs x = (x1, ..., xd) donttoutes les oordonnées sont un multiple entier de M−1, soit ΩM = {x, Mx ∈ Zd}.
16



4.1 Dé�nition de µ sur QdSoit x ∈ ΩM , la suite (Xm,n = T (mMx, nMx))m<n véri�e toutes les hypothèses i) à iv) duthéorème 2. Par onséquent,
1

n
X0,n =

1

n
T (0, nMx) onverge p.s. et dans L1 vers une variable aléatoire ν(x) < ∞ p.s.Montrons que ν(x) est onstante p.s. Soit −→v un veteur à oordonnées entières, notons tr−→v la trans-lation de veteur −→v , soit A un événement sur le graphe Zd invariant par translation selon −→v , dans lesens où, en posant A = {ω, tω(e) garantissent A}, et

tr−→v A = {ω, tω(tr−→v (e)) garantissent A} ,on a A = tr−→v A. Montrons que dans es onditions, on a P(A) = 0 ou 1. Soit (en)n∈N une énumérationdes arêtes de Zd, on pose Fn = σ(t(e0), ..., t(en)) l'ensemble des événements ne dépendant que des
n + 1 premières arêtes. Considérons Σ = ∪ Fn l'ensemble des événements ne dépendant que d'unnombre �ni d'arêtes, et F = σ(Σ) la tribus sur le graphe. Posons

G = {G ∈ F , ∃(Gn)n∈N ∈ ΣN, P(G∆Gn) −→
n→∞

0} ,ave A∆B = (ArB) ∪ (B rA). On souhaite montrer que G = F .Soit G ∈ F , posons Gn = {E(1G | Fn) >
1
2}. Par dé�nition, Gn ∈ Σ . Montrons que P(G∆Gn) →

0.
G∆Gn =

{1G = 1 et E(1G | Fn) ≤ 1

2
)

}
∪
{1G = 0 et E(1G | Fn) >

1

2
)

}
,don G∆Gn ⊂ {|1G − E(1G | Fn)| ≥ 1

2}. Par l'inégalité de Markov, on a don
P(G∆Gn) ≤ 2E(|1G − E(1G | Fn)|) −→

n→∞
0 ,ar (E(1G | Fn))n∈N est une martingale uniformément intégrable et onverge don dans L1 vers

E

(1G | σ
(
∪
n
Fn

))
= 1G, ar G est F−mesurable, et F = σ(∪

n
Fn) . On a don montré que G = F .Considérons alors (An)n∈N∈

∏
N

Fn telle que P(A∆An) tende vers 0. Il existe (mn)n∈N une suited'entiers telle que, pour tout n, en posant Cd = [−mn,mn]
d, ∀k ∈ {0, ..., n}, on ait ek ∈ Cd. Alors, enremarquant que A∆(B∩C) ⊂ (A∆B)∪ (A∆C) , et que A = tr3mn

−→v A pour tout entier mn, on obtient
P(A∆(An ∩ tr3mn

−→v (An))) ≤ P(A∆An) + P(A∆tr3mn
−→v (An))

= P(A∆An) + P(tr3mn
−→v (A)∆tr3mn

−→v (An))

= P(A∆An) + P(tr3mn
−→v (A∆An))

= 2P(A∆An) −→
n→∞

0 ,où l'on a utilisé que P(tr−→v B) = P(B) pour tout évènement B ∈ F , et pour tout veteur entier −→v ,puisque le modèle est invariant par tr−→v .Or An ne dépend que des arêtes de Cd, et tr3mn
−→v (An) ne dépend que des arêtes de tr3mn

−→v (Cd),ave Cd ∩ tr3mn
−→v (Cd) = ∅. Par onséquent, es deux événements sont indépendants, et on a don

P(An ∩ tr3mn
−→v (An)) = P(An)P(tr3mn

−→v (An)) = P(An)
2 .Or

P(A∆(An ∩ tr3mn
−→v (An))) −→

n→∞
0 ,17



don en partiulier P(An ∩ tr3mn
−→v (An)) = P(An)

2 qui tend vers P(A)2, et P(An) tend vers P(A), edont on déduit que
P(A) = P(A)2 .Finalement, tout événement invariant par une translation non nulle est de probabilité 0 ou 1, et pluspartiulièrement, toute variable aléatoire invariante par translation est onstante p.s. Pour y ∈ Zd unediretion rationelle, et −→v le plus petit veteur à oordonnées entières olinéaire à y (on a alors, pourun ertain k ∈ N, y = 0 + k−→v ), montrons que l'on a

lim
|y|→∞

T (0, y)

|y| = lim
|y|→∞

T (0 +−→v , y +−→v )

|y| .Si l'on montre l'égalité des limites, on pourra bien en déduire que ν(x) est onstante p.s. D'abord, parinégalité triangulaire, on a
T (0, y)

|y| ≤ T (0, 0 +−→v )

|y| +
T (0 + −→v , y +−→v )

|y| +
T (y +−→v , y)

|y| ≤ 2
T (0, 0 +−→v )

|y| +
T (0, y)

|y| +2
T (y+−→v , y)

|y|Or, p.s,
T (0, 0 +−→v )

|y| −→
|y|→∞

0 ,il ne reste don qu'à montrer que T (y, y + −→v )/ |y| tend également vers 0 pour avoir l'invarianesouhaitée. On a
lim

|y|→∞

T (y +−→v , y)

|y| = lim
n→∞

T (0 + n−→v , 0 + (n+ 1)−→v )

n |−→v | .Or, (f. �gure 3) en posant rn le hemin entre 0 + n−→v et 0 + (n + 1)−→v , de longueur |−→v | dé�ni enparourant haque oordonnée suessivement, on a alors
0 ≤ T (0 + n−→v , 0 + (n+ 1)−→v )

n |−→v | ≤ T (rn)

n |−→v | .

y +−→v = 0 + (n+ 1)−→v

T (0, y)

0

y = 0 + n−→v

T (0 +−→v , y +−→v )r1

r2

r0

rn

−→v Figure 3 � Représentation des (rn)n∈NPar ailleurs, on remarque que
T (rn)

n |−→v | =
T (r0 ∪ r1 ∪ ... ∪ rn−1 ∪ rn)− T (r0 ∪ r1 ∪ ... ∪ rn−1)

(n+ 1) |−→v |

=
T (r0 ∪ r1 ∪ ... ∪ rn−1 ∪ rn)

(n+ 1) |−→v | −
(

n |−→v |
(n+ 1) |−→v |

)
T (r0 ∪ r1 ∪ ... ∪ rn−1)

n |−→v |18



Or, par loi des grands nombres, et indépendane des (t(e))e∈E les deux quantités dans la partie droitetendent vers E(t(e)) quand n tend vers l'in�ni, puisque T (r0 ∪ r1 ∪ ... ∪ rn−1 ∪ rn) est une somme de
(n+1) |−→v | variables aléatoires t(ej). Par onséquent, on obtient �nalement bien la onvergene voulue,à savoir

T (0 + n−→v , 0 + (n+ 1)−→v )

n |−→v | −→
n→∞

0 .On en déduit immédiatement que ν(x) est onstante p.s pour tout x. On pose alors :
µ(x) =

1

M
ν(x) = lim

n→∞

1

nM
T (0, nMx) < ∞ p.s. (17)Cette formule dé�nit bien µ de manière unique, ar si x ∈ ΩM ∩ΩN , on a

lim
n→∞

1

nM
T (0, nMx) = lim

n→∞

1

nNM
T (0, nNMx) = lim

n→∞

1

nN
T (0, nNx) .On peut alors voir que l'appliation µ ainsi dé�nie est Q+-homogène sur Ω = ∪

M≥1
ΩM . En e�et, si

x ∈ ΩM , r = a/b ∈ Q+, ave a, b > 0 on a rx ∈ ΩMb et
µ(rx) = lim

n→∞

1

nMb
T (0, nMbrx)

= lim
n→∞

1

nMb
T (0, nMax)

=
1

b
lim
n→∞

a

nMa
T (0, nMax)

=
a

b
lim
n→∞

1

nM
T (0, nMx)

= rµ(x) .Remarquons en�n que Ω = Qd ; Ω ⊂ Qd est lair. Réiproquement, soit x = (a1/b1, ..., ad/bd) ∈ Qd.En posant M = PPCM(b1, ..., bd), on a bien Mx ∈ Zd, i.e. x ∈ ΩM e qui donne l'inlusion inverse.
4.2 Prolongement de µ à Rd, dé�nition de B0On souhaite désormais montrer que µ est ontinue sur Qd, et que l'on peut la prolonger parontinuité à Rd. Montrons que µ véri�e l'inégalité triangulaire : remarquons d'abord que si x ∈ ΩM et

y ∈ ΩN , alors x− y ∈ ΩMN , et
µ(y)− µ(x) = lim

n→∞

1

nN
T (0, nNy)− lim

n→∞

1

nM
T (0, nMx)

= lim
n→∞

1

nMN
(T (0, nMNy)− T (0, nMNx)) .Or T (0, nNMy) ≤ T (0, nNMx) + T (nNMx, nNMy), et T (nNMx, nNMy) a même distribution que

T (0, nNM(y − x)), e dont on déduit que
µ(y)− µ(x) ≤ lim

n→∞

1

nMN
T (nNMx, nNMy) = µ(y − x) .L'appliation µ véri�e don bien l'inégalité triangulaire sur Qd. Par ailleurs, le problème entier étantinvariant par permutation des oordonnées et par ré�exion par rapport aux hyperplans de oordonnées,pour toute permutation σ ∈ Sd, on a :

µ((±xσ(1), ...,±xσ(d))) = µ((x1, ..., xd)) . (18)19



Comme
µ((x1, ..., xd)) ≤

d∑

i=1

µ((0, ..., 0, xi, 0, ..., 0)) , (19)on obtient, en posant µ̃ = µ(1, 0, ..., 0)

µ((x1, ..., xd)) ≤ µ̃

d∑

i=1

|xi| . (20)L'appliation µ est don bien ontinue sur Qd, ar
|µ(y)− µ(x)| ≤ µ(y − x) ≤ µ̃ |y − x| . (21)On peut don, par un argument de ontinuité, prolonger µ sur Rd tout entier en posant, pour z ∈

Rd rQd

µ(z) = lim
n→∞

µ(xn) ,où (xn)n≥0 est une suite de Qd onvergeant vers z. La fontion µ ainsi dé�nie véri�e enore (18)-(21),et est R+-homogène (par ontinuité, puisque Q+-homogène) .On souhaite en�n démontrer que s'il existe x 6= 0 tel que µ(x) = 0, alors µ est identiquement nulle.Soit un tel x non nul. On peut alors supposer, sans perdre de généralité, que x1 6= 0. Alors, en vertude (18) et (21), on a
2 |x1| µ̃ = µ((2x1, 0, ..., 0)) ≤ µ((x1, ..., xd)) + µ((x1,−x2, ...,−xd)) = 2µ(x) = 0 .Don µ̃ = 0, e qui, par (20), garantit µ ≡ 0. Finalement, soit µ̃ = 0, auquel as µ est identiquementnulle, soit µ̃ > 0, e qui, grâe aux propriétés préédentes, fait de µ une norme.Comme annoné, on dé�nit alors B0 = {x ∈ Rd, µ(x) ≤ 1}. Cet ensemble est bien ompatd'intérieur non vide si µ̃ > 0, en tant que boule unité d'une norme en dimension �nie. Par ailleurs,l'homogénéité et la propriété (21) garantissent que B0 est onvexe :

∀t ∈ [0, 1], µ(tx+(1− t)y) ≤ µ(tx)+µ((1− t)y) = tµ(x)+ (1− t)µ(y) ≤ 1 si tant est que x, y ∈ B0 .Par ailleurs, si µ̃ = 0, on a trivialement B0 = Rd .Grâe aux propriétés de µ, B0 est bien invariant par permutation des oordonnées et ré�exion parrapport aux hyperplans de oordonnées. Il ne reste don plus qu'à montrer les propriétés (1)-(3).
4.3 Propriétés de la forme asymptotique B0Montrons tout d'abord que, ∀ε > 0 , on a p.s, pour y ∈ Zd assez grand :

µ(y)− ε |y| ≤ T (0, y) ≤ µ(y) + ε |y| . (22)Commençons par remarquer que, presque sûrement, la relation limite (17) et l'événement dérit dansle lemme 3 sont réalisés respetivement pour tout x ∈ Qd et tout ε de la forme m−1, m entier ≥ 2.Montrons que es deux réalisations garantissent (22) . Sinon, on pourrait trouver ε dans ]0, 1/2[ et unesuite (yn)n∈N∈ (Zd)N telle que |yn| → ∞ et, pour tout n, (yn, ε) ne véri�e pas (22). On aurait alors,pour tout n assez grand,
|T (0, yn)− µ(yn)| > ε |yn| . (23)20



Comme, pour tout n, yn/ |yn| est dans le erle unité qui est ompat, quitte à extraire une sous-suite,on peut supposer yn/ |yn| → z, pour un ertain z de module 1. Par ailleurs, on serait apable, pour
m > (K2 + 2)ε−1, de trouver un M assez grand tel qu'il existe z′ ∈ ΩM , une approximation de z dans
ΩM véri�ant, pour tout n assez grand :

∣∣∣∣yn −
⌊ |yn|
M

⌋
Mz′

∣∣∣∣ ≤
1

m
|yn| et ∣∣∣∣µ

(
yn
|yn|

)
− µ(z′)

∣∣∣∣ ≤
1

m
.Or, pour n assez grand, on a :

∣∣∣∣T (0, yn)− T

(
0,

⌊ |yn|
M

⌋
Mz′

)∣∣∣∣ ≤ T

(
yn,

⌊ |yn|
M

⌋
Mz′

)
≤ K2

|yn|
m

,grâe au lemme 3. Par ailleurs, par dé�nition de µ(z′) , on a également pour n assez grand l'inégalité
∣∣∣∣
1

|yn|
T

(
0,

⌊ |yn|
M

⌋
Mz′

)
− µ(z′)

∣∣∣∣ ≤
1

m
.On en déduit, par inégalité triangulaire, grâe aux trois inégalités préédentes, que

∣∣∣∣
1

|yn|
T (0, yn)− µ

(
yn
|yn|

)∣∣∣∣ ≤
K2

m
+

1

m
+

1

m
≤ K2 + 2

m
< ε ,d'où la ontradition ave (23). Par onséquent, on en déduit bien que (22) est réalisée p.s. Posons

A =

{
ω, ∀p ∈ N, (22) est réalisée pour ε = 1

p

}
.On a alors A = ∪

p∈N

Ap , ave
Ap =

{
ω, (22) est réalisée pour ε = 1

p

}
.Or, par e qui préède, on a, pour tout p, P(Ap) = 1, et don P(A) = 1.Traitons tout d'abord le as µ̃ > 0. On va montrer que, pour tout η > 0, il existe tη, tel que pourtout t ≥ tη, on ait

(1− η)B0 ⊂ Bt

t
⊂ (1 + η)B0 .Soit η �xé, ω ∈ A, on souhaite montrer l'existene de tη. Supposons qu'il n'en existe pas. Il existe alorsune suite (tn)n∈N, tendant vers l'in�ni, telle que, pour tout n, on ait soit

∃xn ∈ (1− η)B0, xn /∈ B(tn)

tn
(24)soit

∃xn ∈ B(tn)

tn
, xn /∈ (1 + η)B0 . (25)Par onséquent, quitte à extraire une sous-suite, soit il existe (tn)n∈N véri�ant (24) pour tout n, soitil existe (tn)n∈N véri�ant (25) pour tout n.Supposons (24) : il existe (xn)n∈N∈ ((1 − η)B0)

N, telle que, pour tout n, tnxn /∈ Btn . Quitte àextraire une sous-suite, on peut supposer que (xn)n∈N onverge vers un ertain x, puisque (1 − η)B0est ompat. Choisissons yn ∈ Zd tel que tnxn ∈ yn+U . Soit ε > 0. Montrons que (yn)n∈N reste bornée :21



sinon, quitte à extraire une sous-suite, on aurait tn |xn| → ∞. En partiulier, (yn)n∈N véri�erait (22)pour tout ε = 1/m à partir d'un ertain rang (dépendant de ε), et don
µ(yn)− ε |yn|

tn
≤ T (0, yn)

tn
≤ µ(yn) + ε |yn|

tn
.Or |yn − tnxn| ≤ 1/

√
2, et don

yn
tn

− xn −→
n→∞

0 , soit yn
tn

−→
n→∞

x .Par homogénéité et ontinuité de µ, et par théorème des gendarmes, on obtiendrait alors, ε étantarbitrairement petit,
T (0, yn)

tn
→ µ(x) < 1− ηEn partiulier, à partir d'un ertain rang, yn ∈ B̃tn , ou enore, par dé�nition de yn, on aurait

tnxn ∈ Btn , à partir de e rang, e qui ontredirait l'hypothèse tnxn /∈ Btn pour tout n. Par on-séquent, (tnxn)n∈N reste bornée. Mais alors, à extration près, (tnxn)n∈N onverge, la suite (yn)n∈Nest don stationnaire à partir d'un ertain rang n0 et égale à y ∈ Zd. Mais alors, pour tout n ≥ n0, ona y /∈ B̃tn , ar sinon, on aurait xntn ∈ Btn . Par onséquent, omme tn tend vers l'in�ni, on en déduitque T (0, y) = ∞, e qui est impossible. On ne peut don pas avoir (24) pour une suite (tn)n∈N tendantvers l'in�ni.Supposons maintenant (25) : il existe (xn)n∈N∈
∏

N
Btn/tn, telle que, pour tout n, xn /∈ (1+ η)B0,i.e. pour tout n, µ(xn) > 1 + η. Remarquons d'abord que, néessairement tn |xn| tend vers l'in�ni :en e�et, on aurait sinon, à extration près, (tnxn)n∈N onvergente. Or tn tend vers l'in�ni, et don xntendrait vers 0, et don µ(xn) tendrait également vers 0, e qui ontredirait l'hypothèse. On a donbien tn |xn| qui tend vers l'in�ni. Comme préedemment, onsidérons (yn)n∈N une approximation de

(tnxn)n∈N dans Zd (i.e. tnxn ∈ yn + U). Soit ε = 1/p > 0. On a alors |yn| qui tend vers l'in�ni, et ona don (22) pour ε à partir d'un ertain rang. Cela se traduit par :
µ(yn)

tn
≤ T (0, yn)

tn
+ ε

|yn|
tn

,ave, par dé�nition de (yn)n∈N, T (0, yn)/tn ≤ 1 . Supposons alors que (yn/tn)n∈N soit bornée, 'est àdire, à extration près, que (xn)n∈N onverge vers un ertain x. La dernière équation donnerait alors
µ(x) ≤ 1 + ε |x| .Comme on peut hoisir ε arbitrairement petit, on aurait alors

µ(x) ≤ 1 ,e qui est en ontradition ave l'hypothèse xn /∈ (1+η)B0 pour tout n, par ontinuité de µ. Finalement,quitte à extraire une sous-suite, |xn| → ∞, ie
|yn|
tn

→ ∞ .Alors, soit z la limite (une nouvelle fois, à extration près) de (yn/ |yn|)n∈∞. Comme µ est une norme,et z non nul, on a µ(z) > 0. Soit alors 0 < ε = 1/p < µ(z). Utilisons une nouvelle fois l'équation (22) :
µ(yn)− ε |yn|

tn
≤ T (0, yn)

tn
≤ µ(yn) + ε |yn|

tn
,soit, en partiulier,

µ

(
yn
|yn|

) |yn|
tn

− ε
|yn|
tn

≤ T (0, yn)

tn
,22



ou enore (
µ

(
yn
|yn|

)
− ε

) |yn|
tn

≤ T (0, yn)

tn
.Or (

µ

(
yn
|yn|

)
− ε

)
→ µ(z)− ε > 0 ,et don le membre de gauhe tend vers l'in�ni. On en déduit que

T (0, yn)

tn
→ ∞ .En partiulier, T (0, yn) > tn à partir d'un ertain rang. On a don yn /∈ B̃tn et don xn /∈ Btn/tn,e qui ontredit l'hypothèse initiale. On ne peut don pas avoir (25) pour toute suite (tn)n∈N tendantvers l'in�ni. Finalement, dans le as µ̃ > 0, pour tout η > 0 on peut presque sûrement trouver un tηtel que , ∀t ≥ tη,

(1− η)B0 ⊂ Bt

t
⊂ (1 + η)B0 .Traitons à présent le as µ̃ = 0. Soit η > 0, supposons à nouveau qu'il existe (tn)n∈N une suitetendant vers l'in�ni telle qu'il existe (xn)n∈N véri�ant, pour tout n, |xn| ≤ 1/η et tnxn /∈ Btn . Quitteà extraire une sous-suite de (xn)n∈N, on peut supposer qu'elle onverge vers un ertain x. Considéronsomme préédemment, pour tout n, yn tel que tnxn ∈ yn +U . Supposons que (tnxn)n∈N reste bornée.Alors, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que (tnxn)n∈N onverge. Mais alors, on peutégalement supposer (yn)n∈N onvergente, et don stationnaire à partir d'un rang n0. Comme tnxn /∈ Btnimplique yn /∈ B̃tn , on a, pour tout n ≥ n0, y /∈ B̃tn , et don T (0, y) = ∞, e qui est impossible. Paronséquent, (tnxn)n∈N est non bornée. A extration d'une sous-suite près, on a alors tn |xn| → ∞, etdon |yn| → ∞. Soit ε = 1/p > 0, on peut alors, à partir d'un ertain rang, appliquer l'inégalité (22)pour e ε à yn. On a don

µ

(
yn
tn

)
− ε

|yn|
tn

≤ T (0, yn)

tn
≤ µ

(
yn
tn

)
+ ε

|yn|
tn

.Or yn/tn tend vers x, et µ ≡ 0 puisque µ̃ = 0, on obtient don, ε étant arbitrairement petit, en passantà la limite :
lim
n→∞

T (0, yn)

tn
= 0 .En partiulier, à partir d'un ertain rang, on a

T (0, yn)

tn
< 1 ,et don yn ∈ B̃tn à partir d'un ertain rang, soit tnxn ∈ Btn à partir d'un ertain rang, e qui on-tredit l'hypothèse initiale. Finalement, on peut toujours trouver tη véri�ant les onditions voulues. Ladémonstration du théorème 1 est don omplète.Remarque : Ce théorème reste vrai si l'on remplae l'hypothèse (iii) par elle, plus faible :

E(min{td1, ..., td2d}) < ∞ave t1...t2d des variables aléatoires de même fontion de répartition que les t(e) .
23



Le théorème 1, et en partiulier l'équation (22), donnent un enadrement asymptotique assez �n dutemps de premier passage. Notamment, en plus de la onvergene p.s, on peut également en déduirela onvergene de E(T (0, ty)/t) vers µ(y), t tendant vers l'in�ni. Dans le as où µ est une norme,L'espérane a don radialement un omportement asymptotique linéaire. Cependant, nombre de résul-tats de e domaine restent non résolus. En partiulier, le omportement asymptotique des varianesn'est pas déterminé préisément. Benjamini, Kalai, et Shramm, ont réussi à démontrer dans [1℄ queette variane est sous-linéaire, 'est-à-dire que V ar(T (0, y)) = o(|y|). En réalité, on onjeture que
V ar(T (0, y)) est équivalent à |y|2/3 quand |y| tend vers l'in�ni, mais e résultat n'a pas enore étédémontré à e jour.Pour onlure, nous remerions haleureusement Marie Théret pour son investissement tant dansla omposition que dans la rédation de e mémoire, et pour le temps qu'elle a passé à en orriger sesversions suessives. Référenes[1℄ Itai Benjamini, Gil Kalai, and Oded Shramm. First passage perolation has sublinear distanevariane. Ann. Probab., 31(4) :1970�1978, 2003.[2℄ Rihard Durrett. Probability : theory and examples. Duxbury Press, Belmont, CA, seond edition,1996.[3℄ Harry Kesten. Aspets of �rst passage perolation. In Éole d'été de probabilités de Saint-Flour,XIV�1984, volume 1180 of Leture Notes in Math., pages 125�264. Springer, Berlin, 1986.
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