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1 Introduction

Le but de ce mémoire est de modéliser un environnement socioécono-
mique dans lequel les agents rationnels interagissent localement, en dehors
de tout impact des marchés sur leurs choix, dans le but de théoriser une
détermination du choix des agents par leur milieu, par exemple la famille,
les proches ou les ethnies. Nous étudierons les équilibres d’attentes ration-
nelles (comment les agents vont choisir leurs actions en prévoyant celles des
autres agents rationnels) dans les cas d’information totale (interactions glo-
bales) et partielles (interactions locales). Nous nous restreindrons aux cas
d’interactions & sens unique.

2 Economies statiques avec interactions locales

2.1 Définitions et notations

Soit A un ensemble dénombrable d’agents rationnels a (indexé par Z).
Soit ©® un sous ensemble de R, et (€2, F,P) un espace de probabilité, et
(0%)qea une famille de variables aléatoires indépendantes a valeur dans ©
de méme loi v sur cet espace de probabilité. Enfin soit X un segment de
R. L’espace © désigne ’espace des types des agents; la loi des variables 6¢
n’est pas forcément homogéne, ce qui permet d’intégrer une hétérogénéité
directement dans la loi v. L’espace X désigne 'espace des actions. On va
désormais introduire la fonction d’utilité, qui caractérise la préférence de
chaque agent, et que chaque agent va donc essayer de maximiser ; elle permet
de modéliser des interactions, que I’on va choisir & sens unique (ce qui permet
d’exclure les stratégies de groupes, qui peuvent mener a plusieurs équilibres
distincts) ; on supposera méme que l’agent a interagit seulement avec 1’agent
a—+ 1.

Soit 4 : X x X x ©® — R. On va de plus faire 'hypothése que u est
continue et strictement concave par rapport a la premiére variable.

2.1.1 Economie statique

Définition 2.1 Une économie statique avec interactions locales est un quin-
tuplet S = (X,0,u,v,N), ou N € NU{oo} désigne l’étendue de l'information
connue par chaque agent : Uagent a connait les 68° pour a <b<a+ N

Pour tout vecteur Oy = {Hb}ogng’ on notera aussi 1%0y = {Gb}agbéaﬂv
On peut désormais introduire la fonction ¢® : ©N — X de 'agent a,
qui & une information 7% associe une action z®.
Le probléme d’optimisation revient & trouver une fonction de décision
telle que 'action choisie est celle qui maximise 'utilité réelle ou attendue,
selon si I'information est partielle ou totale.
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2.1.2 Equilibre

Définition 2.2 Soit S = (X, 0, u,v, N) une économie statique avec interac-
tions locales, soit (g**)qca une famille de fonctions mesurables de ©F dans

X

1. Cas d’une information totale : (g**)qca est un équilibre si et seulement
51

Va € A, ¢*Y(T%yN) = arg mazgecy u(z®, g* (T 0yN),0%), P p.s.

2. Cas d’une information partielle : (g**)qen est un équilibre si et seule-
ment si Va € A, P p.s.

g (T ON) = arg maxgacx / u(z®, gt (09, 09N ), 09 w(de)
©
De plus Déquilibre est symétrique si et seulement si g** = g* P p.s.

Pour assurer 'existence et I'unicité d’équilibres, on fait en plus 'hypothése
H:

1. u est a-concave par rapport & la premiére variable :

Vy,z, x%— u(xy,z)+ %oz(:lc“)2 est concave

2. wu est différentiable par rapport a la premiére variable,
et 3L : O — R tel que
‘a%u(m,y, 6%) — a%u(m,gj, 0%)| < L(6°) |y — g1, avec E [L(6°)] < o
On définit maintenant, ¥ > 0, une distance sur Q0 := {000 = (0");>0,0" € @} :

dy(6,6) =) 27

a>0

9o — g

Enfin, on note Lip,(1) := {f 0 — X

2.2 Résultats : conditions d’équilibres

2.2.1 Information totale

Théoréme 2.1 Soit S = (X,0,u,v,N) une économie statique avec inter-
actions locales (et avec information totale : N = c0)

1. Si la fonction d’utilité u satisfait H, alors S admet, a un ensemble de
mesure nulle prés, un unique équilibre symétrique g*.
2. Si le second point de I’hypothése H est remplacée par H’ :
0

0 .
I AN i 00| < ~
ol ,6%) — 5-u(w, §,6%)| < L max((g — ],

H—é’) avec L < o
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alors S admet, a un ensemble de mesure nulle prés, un unique équilibre
symétrique g* qui vérifie de plus :

I >0 tel que|g*(0) — g*(0)] <

On va démontrer d’abord quelques lemmes pour démontrer ce théoréme :

Lemme 2.1 Soit X un intervalle fermé de R, et (Y, |.|ly) un espace vecto-
riel normé. Soit F: X XY — R une fonction continue qui vérifie :

1. Yy €Y, la fonction x — F(x,y) est a-concave sur X.

2. F est différentiable par rapport a la premiére variable et la dérivée
partielle F1(.) = 8%F() vérifie :
G : Y xY = R tel que |Fi(x,y1) — Fi(z,y2)| < G(y1,y2)Ve € X

Alors il existe une unique fonction f:Y — X telle que
fly) = arg sup,ex F(x,y) et |f(y1) = f(y2)| < 3G (1, 92).

Preuve du lemme 1.1 : Démontrons tout d’abord que si +oo € X, alors
Yy € Y, limy—1ooF(x,y) = —00; en effet, F(.,y) étant a-concave pour tout
y, on en déduit que Fi(.,y) + ax est décroissante, et donc pour zg € X et
pour tout x € X,y € Y, Fi(z,y) < Fi(zo,y) + oz — x) d’ou

Vee X,yeY, F(z,y) < F(zo,y) + (Fi(zo,y) + azo)(x — x0) — %(37—560)2

La a-concavité de la fonction F(.,y) donne alors existence et l'unicité de
la fonction f définie par f(y) = arg sup,cx F(z,y). Montrons maintenant
que Vr € X, Fi1(f(y),y)(f(y) — z) > 0; en effet, si f(y) est intérieur, on a
Fi(f(y),y) = 0, sinon, f(y) est une borne de X, finie, par exemple inférieure,
qui veérifie donc Fi(f(y),y) < 0 par concavité de F(.,y), et x — f(y) > 0.
On a alors, par décroissance de Fi(z,y) + ax, Vo € X tel que z < f(y),
Fi(f(y),y) + af(y) < Fi(z,y) + oz, d’on

Fi(z,y)(fy) — ) > a(f(y) —2)* + A (f(), ) (f(y) —z) = a(f(y) — z)?

On peut faire de méme pour x > f(y), et on obtient
Vy € Y,V.%' € X704(f(y) - x)Q < Fl(x,y)(f(y) - x)

(y2),y1)(f(y1) = f(y2))

En particulier, Vy;,y2 € Y, Fi(f >«
y2),y1) — F1(f(y2),42))(f(y1) — f(y2)) car

(f
Puis a(f(y1) — f(2))? < (Fi(f
Fi(f(y2),92)(F (1) — () <

D’ou le lemme :

la(f(y1) — Fy)| < 1F1(f(y2), 1) — Fi(f(v2),v2)| < G(y1,92)

(
0.
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En particulier, si G(y1,y2) = L |ly1 — y2| alors | f(y1) — f(y2)] < L llyr — val|

Pour démontrer le théoréme, on va maintenant introduire un opérateur
V : B(@% X) — B(O° X) (ou B(OY, X) désigne 'ensemble des fonctions
bornées de ©° dans X) tel que tout équilibre symétrique g* soit un point
fixe de I'opérateur V : V0 € ©°, V,(0) = arg mazocx u(a® goT(0),6°)

Lemme 2.2 Si la fonction d’utilité u est uniformément a-concave en la
premiére variable et si elle satisfait H’, 'opérateur V vérifie :

1. 3n* > 0 tel que V' envoie Lipy-(1) continuement dans lui-méme

2. L'opérateur V' a un unique point five g*, et g* € Lip,«(1)

Preuve du lemme 2.2 Soit h(y,0°) = arg max,ex u(z,y,0°) 'action
optimale conditionnelle de I'agent 0 € A, en fonction de son type 6° et de
I’action y € X de son voisin.

Munissons X x © de la norme infinie. Il vient, en appliquant le lemme 2.1 &
Fla,y) = u(a, (4,0)) avee G((y,0°), (5,0%) = Lmax {|y - |, |o° - °|} :
Py, 0°) — (5, 8)| < ymax {|y — g1, [0° - 8°|}

ouy = é <1

Montrons que V est un opérateur continu de 'espace de Banach (B(©°, X), |.|l..)
On a: |Vy(8) — Vy(0)] <7190 T(0) — 5o T(0) < llg — ll.c

ot g,§ € B(0% X) (prendre y = go T'(6),9 = g o T(0))

Drou : |[Vy = Vgl o, <79 — 9lloo-

Puisque L < «a, V est une contraction et admet donc un unique point fixe,

grace au théoréme du point fixe de Banach.
Soient n > 0 tel que 27y < 1, et g € Lip,(1).

Vy(0) = vy 0)| < ymax{|6°— @[ |go () — g0 (D)}
< ymax{|0° —° 2D a>1 2-n(a—1) 0“—@“}
< 2777()90 - é0] + 3 27 |62 — 60
< dy(6°,60°)

Cela prouve que Vj(6) est 1-lipschitzienne(et méme 27+-lipschitzienne si
on majore plus finement), donc que V, envoie Lip,(1) dans lui-méme. Or,
puisque Lip, (1) est un fermé (pour la norme de la congergence uniforme)
du Banach (B(0° X),|.|l..), Lipy(1) est un Banach. V peut alors étre vu
comme une contraction de (Lipy,(1),]|.|/,,), et son unique point fixe g* ap-
partient a Lip,(1).
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Preuve du théoréme 2.1
1. Lopérateur h défini au lemme 2.2 vérifie |h(y, 6°) — h(y, 90)‘ < L) ly — 7|

(0%
ot 60 est fixé (en appliquant & nouveau le lemme 2.1 & Fypo(z,y) =

u(z,y, 90) avec Ggo(y,9) = L(eo) ly — 9l

On a alors : .

Va(0) = Va(0)] < 2 |g o1 (0) — g o T(0)]

Vg, € B(6", X)

Les types étant indépendants entre agents, les variables aléatoires L(6°)
et |goT(0) — goT(6)| sont indépendantes, d’ou :

E[Vy(0) = V50 < EflgoT(0) — go T(0)]
< EflgoT(8) ~30T(®)]

IE[L(HO)]

ou vy = 7[ G <1

Tous les types étant distribués identiquement, on obtient :

E[[Vy(0) = V3(0)[] < ~E[lg(0) — 3(0)]]
Si V™ désigne 'opérateur V itéré n fois, on a

limn oo [|V]H(0) = V3'(0)]] =0 (%)

En particulier, la suite (V"g(6))nen satisfait :

E [[VUtmg(9) — Vrg(0)]] E[[v™(V™g)(0) — V" g(0)l]
YE[[V™g(0) — 9(0)]]
Cy"

IAIA I

oit O = I[‘3[‘/9(9)7 90 ~
Ainsi, (V"g(0))nen étant une suite de Cauchy dans L!(IP) qui est com-

plet, il existe une variable aléatoire G*[¢](#), définie de maniére unique
modulo la relation d’égalité P p.s., telle que V"g(0) — G*[g](#) dans
LY(P).

Par (*), la limite L' G*[g](6) ne dépend pas de g.

Nous avons donc démontré qu’il existe une variable aléatoire ¢g*(6) dé-
finie de maniére unique modulo la relation d’égalité presque partout,
telle que :

V7g(0) — g*(0) dans L(P)

De plus, par 'inégalité de Chebyschev, on a :

PVrg*(0) —g*(0)] > ] < e 'E[[V"g*(0) —g*()]] — 0 quand n —
00

Fixons € > 0. Il existe une suite (A;,),en d’ensembles mesurables et
N € N qui vérifie P[A,] — 1 quand n — oo et tels que :

Vg (0) — g*(0)] < € et |[V'Tig(0) — g*(0)| < é sur A,, ¥n > N
(On peut prendre par exemple

An = Q= {(IV"g*(0) - g"(0)] > & U{|V"T1g"(0) — g"(0)] > &)})

7
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Puisque 'opérateur V est continu, on peut choisir € tel que |V g* — g*| <
e surA,. En effet,

V" =g | < [V'g"(0) = g" (O] + IV [V"g"(0) — g"(0)]

Donc Vg*() = g*(0) P p.s. (on a Ve, |[Vg*(0) — g"(0)] < ¢,P p.s.)

La convergence L' impliquant la convergence d’une sous-suite p.s.,
comme tout équilibre symétrique g vérifie P [V g(6) = g(0)] = 1, il vient
§(0) = limp_,ccV™g(0) = ¢g*(6) P p.s. pour une sous-suite (ng)ren.
Cela montre 'unicité (excepté sur un ensemble de mesure nulle) de
I’équilibre symétrique.

On sait déja, d’aprés le lemme 2.2, que g* existe,est unique et est 1-
lipschitzienne. Plus précisément, g* est méme 27+-lipschitzienne dés

lors que 27y < 1.
Posons n* = %logg (%) > 0 car v < 1 de sorte que 227y = 1 et

2y < 1.
Reprenant le calcul du lemme 2.1, on a :

Vg (8) = V- (6) g°(6) — g7 (9)

< ~ymax{ |90 — 40|, g*oT(G)—g*oT(é)‘}

< ~ymax{ |00 — 80,27~ D1 9-n"(a=1) |ga _ ga
< ~max |00 —6° D a>1 9~ |ga — go }

< 7(“90_é0 + s 27 6" —6°))

= Vdn*(eo»éo)

Ce qui achéve la preuve du résultat.

2.2.2 Information partielle

Théoréme 2.2 Soit S = (X,0, u,v, N) une économie statique avec inter-
actions locales et information partielle, i.e. N € N.

1.

Si Uutilité u : X2 x © — R vérifie H et est continue différentiable en
sa premiére variable, alors S a un unique équilibre symétrique g* (sauf
sur un ensemble de mesure nulle).

)

Si u satisfait ‘%u(l‘,y,@]\f) — %u(:ﬂ,@, 9}\7)‘ < Lmax {|g) -y, ’9}\7 - GN‘}

avec L < a alors g* est lipschitzienne et

g (On) fg*(éN)‘ < émax{‘ﬁb - éb‘ ;b=0,1, ...,N}

Preuve du théoréme 2.2 : Dans un soucis de lisibilité, nous traiterons
ici le cas N = 1, le cas N € N s’en déduisant trivialement. Montrons que
Jg* : ©2 — X mesurable qui vérifie
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g*(6°,01) = arg maxgecx [u(z?, g*(01,62),0%)v(d6?).

g* est un point fixe de Popérateur V : B(02, X) — B(©2, X) qui agit sur
les classes B(©?, X) des fonctions mesurables bornées de ©% dans X par
V(0°,0') = argmaxgecx [u(x®, g(0",0%),0%)v(do?)

Pour prouver que l'opérateur a un point fixe continu lipschitzien si I'utilité
vérifie (ii), on introduit la classe :

Lip = {g 102 - R: ‘g(@o,ﬁl) - g(éo,él)‘ < max{‘@o — éo‘ , ’01 - él‘}} des
fonctions 1-lipschitziennes.
Lemme 2.3 : Si la fonction d’utilité u est continue lipschitzienne au sens
de (ii), alors Dopérateur V' vérifie :

1. V envoie continuement l’ensemble Lip dans lui-méme

2. V a un unique point fize g* et g* € Lip.

Preuve du lemme 2.3 : On définit la fonction continue U : Lip x X X
©? - R par :
U(g,z,0%60Y) = [u(x,g(0',6%),0%)(d6?)
Sous les hypothéses du théoréme 2.2, la fonction z — u(z,y, %) est unifor-
mément a-concave, donc la fonction z +— U(g, z,6°,60') est a-concave.
1. Soit g € Lip. Puisque la fonction (2°,6°, 61, 62) s a%u(xo,g(ﬁl, 62),0%)
est uniformément continue, la H donne :

%U(g,wﬁoﬁl)—%U(g,x,éo,él)‘ < supge | L u(20, g(6",6?),0°)
—%u(mo’g(él’92)’éo)‘

< supgszax{‘g(Gl,Qz) —9(91,92)},
‘eo_éo }
< Lmax{@l—él ,90—90‘}

puisque g est 1-lischitzienne.

Ainsi, pour tout g de Lip, la fonction (z,6°,6') — u(g,z,6°,0') sa-
tisfait les hypothéses du lemme 2.1 avec Y = ©2 muni de la norme
infinie.

f/g € Lipcar L < a.

Montrons que V est continu pour la norme infinie.

Soient 6°,60' € ©. Vg, € B(62,X), on a :

| U (g 2.0 0") — 50U (3,2,0°0")| < Llg—dll

Ainsi, ¥(0°,0'), (g, z) — Ul(g, z, 6", 91) satisfait les hypothéses du lemme
2.1 avec Y = B(0?, X).

D’ou :

HVQ—VQ

= supgo g1 |arg max,ex U(g,z,0° 01)
(o]
—arg maxgex U(g, x, 0°, 01)‘

L ~
< sllg—dlw

9
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Donc V est continue pour ||| .

2. Comme L < a, il vient d’aprés (i) que V est une contraction du Banach
B(©?, X). Ainsi, V envoie le fermé Lip dans lui-méme, donc ¢g* € Lip.

Suite de la preuve du théoréme 2.2 :

1. Avec des arguments semblables & ceux du théoréme 2.1 et en appliquant
le lemme 2.1 & U définie dans le lemme 2.3, on obtient :

~ ~ 0
E|Vg(6°,0") - vg(@(’,el)] < B[ [g(6h,62) — (6", 6°)| v(d6?)v(de")
< 1Elg—gl.
Comme v = %60) < 1, un argument de fermeture prouve que g* est

défini de maniére unique modulo la relation d’égalité p.s.

2. Le lemme 2.3 nous donne ’existence et 1'unicité de ’équilibre g*, ainsi
que sa 1-lischitziennité.
En appliquant le lemme 2.1 avec Y = ©N*! muni de la norme infinie

et G(6,6) = Lmax{‘@o _ éﬂ‘ , ‘61 — él(} on obtient :
g*(6°,0%) —g*(éo,él)‘ < émax{‘ﬂo - éo’ , ’91 - éll}

10
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3 Economies dynamiques avec interactions locales

3.1 Définitions et notations

Comime précédemment on introduit un ensemble dénombrable A d’agents
rationnels a, © C R, X un segment de R et (2, F,P) un espace de probabi-
lité. A chaque temps ¢t € N, chaque agent a a pour type 0¢, les types sont
indépendants dans le temps et selon les agents, & valeurs dans O, et de méme
loi v. L’utilité instantanée u de ’agent a au temps ¢ dépend du type instan-
tané 0¢, de 'action présente choisie xf € X, de ’action qu’il avait choisie au
temps précédent x¢ |, et de I’action présente de son voisin :U?H :

. a ..a a+1 pa a _.a a+1 pa
we (g, wiy, wy L 0F) = u(xy, w0, 0F)

On suppose u strictement concave par rapport & la premiére variable. L'uti-
lité totale d'un agent a est la somme de ces utilités futures affectées d’'un
coefficient 3 < 1 (@igy = Y54, 'ur). L'agent a a une information partielle :
il ne connait que son présent type ¢ et non celui de ses voisins. Il connait
par contre, pour tout ¢ < tg, X; = {2},

3.1.1 Economie dynamique

Définition 3.1 Une économie dynamique avec interactions locales est un
quintuplet S = (X, 0, u,v, 3), comme ci-dessus.

Pour définir une notion d’équilibre, on va introduire des notations supplé-
mentaires. Soient X := {x = (2%)4ep,2* € X} = X* I'ensemble des confi-
gurations d’actions possible, et X° := {x = (2%)4>0,2% € X} = XV, munis
de la topologie produit, ce qui induit leur compacité. On va s’intéresser au
cas ou les actions aux temps t < tg — 2 affectent les actions au temps &g
seulement a travers les actions aux temps tg — 1. On supposera donc que la
fonction de décision dépend seulement des actions au temps ¢t — 1 et du type
au temps ¢ : on suppose donc que x¢ = g(T%x;_1,0%) ol g : X" x © — X
désigne la fonction de décision et T%x¢—1 = {(z?_1)p>q }

Soit g une fonction de décision continue, on note 7, (7*x¢—1, .) la loi condi-
tionelle de zf sachant x;_1. Il s’agit d’une mesure sur X, et pour A C X,
7g(T%x¢—1, A) donne la probabilité, en partant de la configuration x;_q, que
x¢ € A. On définit ensuite la mesure produit sur X :

HQ(Txv (Aa)azl) - H Fg(Ta.%', Aa)?
a=1

qui donne la probabilité, étant dans la configuration initiale x;—1, que pour

tout a > 1, zf € A,. Puis on note IT! (T'z, (Aa)ax1) = [ 5 (T2, dy)Ily(y, (Aa)az1)
la probabilité, étant dans la configuration initiale z;,, que pour tout a >

1, zf . € Aa

11
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Si I’agent 0 suppose que les agents a > 0 ont g comme fonction de dé-
cision, pour toute configuration initiale x et pour tout type initial 67, le
probléme d’optimisation est donné par :

max(m?)t>1 { fX u(x(1)7 1‘8, I‘%, 0(1))7[-9(T$7 dZL‘%)
+ e 8 o ulatal OO (T, ()
Lemme 3.1 Le mazimum précédent s’écrit 39 = Vy(x0,60Y) ou Vy est solu-
tion de l’équation fonctionelle :
Volwr-1,07) = Vo(ai s, T, 07)

= maX,cx Sy w(@d )i, at,00)mg(Ta—y, da})

+ﬂ fXOXG Vg(ﬂ?g, i’t, H)HQ(T.’Et_l, d:i:t)y(dﬂ)}
Preuve du lemme 3.1 : Par récurence sur tg, on va montrer que

VKI(%O: 9?) = max(zt)1<t<to fX u(m(l)ﬂ xg? (E%, 0(1))7T9(Tx07 dx%)
+ Zthgto 6 - fxoxe u(x?, x?—l? x%? eg)Hg(T‘r()v dwt)l/(dez(t))
+ 3t fxoxe %(az?o,i’to, Q)HZO (Tzey—1, dito)l/(dQ)}

Pour tp = 1, il s’agit de la définition de Vj;. On suppose que I’hypothese de
récurence est vérifiée, on injecte V;, et on obtient :

%(x07 9?) = ma’X(It)1<t<t0+1 fX U(.’E?,.’L‘g,ﬂj%, 9?)7Tg(T.fUO, dl‘%)
+Z2<t<toﬁ fxoxe x?,x? 1ax%aGO)HQ(TH«“O?dJ?t)V(dH?)
+3t fxoxXxe U(xto+17$goa$to+1v9t0+1)H§0(Txt0717djto)

X7g (Tt d$t0+1) (d0t0+1)

+ﬁt0 fxoxexxoxe V (xto_;’_l, $t0+1, G)Hg Ti.to; di‘to-{-l)

XHEO (T.’L’to_l, d:%to) (d@ t0+1 ) }

12
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d’ou
0 _ 0,0 .1 g0 1
Vg(@o,07) = MAX (29)1<t<tg+1 Jx u(@?, 2, z,09) 7y (Tzo, day)

+ Z2§t§t0 lCia fxox@ u(x?, nglv $t1a eg)HQ(Tx(J? d:ct)y(dﬁg)
B fxoco (w12l hyr 05, 41)
x fXO (Hzo (Txto—la di‘to )Hg (ito ) dxt0+1))u(d920+1)>

+ﬂt0 fXOX@ <%($?0+1, j:t0+17 9)

o Iy (T iy )T (T 1,02, (09)) ) §.

ce qui clot la récurence. Le lemme se déduit alors en passant & la limite en
to, le reste tendant vers 0, car la fontion [g Vg (z,y,0)r(df) est bornée.

Lemme 3.2 (admis) On suppose g continue. On suppose toujours u conti-
nue strictement concave. Alors I’'équation fontionelle précédente posséde une
unique solution continue et bornée Vy sur X% x ©. De plus, Vg(.,Txt,l,O,?)
est strictement concave sur X et il existe une unique fonction de décision
optimale g, X% x © = X qui satisfait :

gg(xt—laeg) = arg HlaXxgex{qu(l‘g,.%?1,$%,0?)7Tg(T$t_17dx%)

+’6 fXOX@ Vg(ﬂjg, jt’ H)Hg(Txt—l, dSEt)V(dg)}

3.1.2 Equilibre

On peut maintenant définir un équilibre de Markov parfait et symétrique
dans le cas dynamique :

Définition 3.2 Soit S = (X,0,u,v, ). Un équilibre de Markov parfait et
symétrique d’une économie dynamique avec interactions locales et prévoyance
est une fonction g* : X° x © — X telle que :

g (z4-1,09) = arg maxxgex{fXu(x?,w?_l,x%,Hg)wg*(Txt_l,dm%)

+8 [x0 0 Vir (@0, 30, )Ty (Tay 1, dfct)u(da)}

Comme dans le cas statique, on peut voir I’équilibre comme point fixe
d’un opérateur V : B(X" x ©, X) — B(X" x ©, X) définit par :

V(g)(xt—laeg) = arg magjx?eX{fX“(:’Cngg17:6%70?)779(Txt—1’d$%)

+6 Jxoxe Vola?, &e, 0)Iy(Tay-1, dfvt)l/(da)}

13
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On va maintenant énoncer des résultats généraux, avec des hypothéses
fortes, que nous utiliserons dans ’exemple de la partie 3. Elles ne sont donc
pas vaines.

3.2 Conditions fortes d’équilibre

Définition 3.3 Pour une constante C > 0, on définit I’ensemble des affecta-
tions d’importance d’impact total C l’ensemble des suites a valeurs positives
sommables dont la somme est inférieure ou égale a C.

Lg = {c = (Ca)a>0 : Va, cq >0, ZaZO Cq < C’}
On peut associer & toute affectation c € LE la distance :

de(z,y) =) calz® —y°|.

a€eN

Cette distance induisant sur X la topologie produit, (X%, d.) est un espace
métrique compact. La classe de fonctions

Lipd = {f : X" > R:[f(z) = f(y)| < de(z,y)}
est compacte pour la topologie de la convergence uniforme.

Théoréme 3.1 Supposons qu’il existe une constante C' < oo telle que :
1. Vc e LS’:,VGO €0 et Vge Lipd,3F(c) € Lg tel que l'unique fonction
de décision gg(.,eo) qui résout ’équation du lemme 2.2 soit lipschit-
zienne, uniformément en 6°, pour la distance dp(c)

2. La fonction F : Lg — Lg est continue.

3. limp—oo ||gn — 9o = 0 implique lim, . Hggn(.,HD) — 9g(., HO)HOO =0
Alors l’économie dynamique a interaction locale posséde un équilibre de Mar-
kov parfait et symétrique g* et la fonction g*(.,0°) est lipschitzienne unifor-
mément en 6°.

Preuve du théoréme 3.1 : Pour tout C < oo, Lg est un convexe fermé du
compact [0, C]N, et est donc compact pour la topologie produit. La fonction
continue F' admet donc un point fixe (théoréme du point fixe de Schauder).
L’opérateur V défini précédemment envoie d’apres (1). LipS* dans lui-méme.
L’hypothése (3). nous donnant la continuité de V, et puisque nous avons re-
marqué que Lz’pg* est compact convexe, on peut appliquer encore une fois
le théoréme de Schauder & V. Ce point fixe est 'équilibre cherché.

Introduisons le vecteur 7* = (r}),ca de composantes

Ta = sup {llmg=(3.) = mg=(y; )1}
{rb:yb Vb;éa}

14
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ou ||mg«(x;.) — mg=(y; .)|| désigne la variation totale de la mesure signée g (x;.)—
(Y3 -)-
Théoréme 3.2 (admis) Si Y, g« <1, il eziste une unique p* sur l’es-

pace X des configurations possibles telle que, pour toute configuration initiale
x € X, la suite IT,.(z;.) converge étroitement vers j*.
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4 Etude d’un exemple : Conformisme local et atta-
chement aux habitudes

4.1 Existence d’un équilibre

Introduisons un exemple pour mettre en pratique la théorie élaborée ci-
dessus. Nous allons considérer une économie dans laquelle les fonctions d’uti-
lité des agents sont de la forme :
w(wdy, a2, 08) = —an (e, — af)? — as(6f — af)? — e - a9)?
ol a1, g et ag sont des constantes positives. Le terme en «; représente
I’attachement aux habitudes qu’on a du mal & changer, celui en «ao U'effet du
propre type de 'agent et celui en a3 le conformisme local lié aux interactions
sociales. Par exemple, si ’on cherche a modéliser la consommation d’un pro-
duit comme la cigarette, le premier terme traduira I’habitude du fumeur, le
second sa volonté & l'instant considéré de continuer & fumer, et le troisiéme

I'influence de son voisin sur sa décision. On prendra X = 0 = [—1,1].

Théoréme 4.1 Supposons que E0Y = 0 et que l’agent a € A ne connait que
de son propre type 0%. Si la fonction d’utilité u est de la forme quadratique
définie précédemment, [’économie posséde un équilibre de Markov parfait et
symétrique g*. La fonction de décision optimale g* peut étre choisie de la
forme :

g*(2,0%) = cha®+40"+>", -, cZ:rb ot 7y est une constante strictement positive
et ¢* = (c3)ax0 B

Lemme 4.1 Soit g : X x © — X une fonction de décision continue prise
par les agents a > 0. Sous les hypothéses du théoréme précédent, la fonction
de décision induite gy de lagent 0 € A est déterminée de maniére unique et
P [gg(zi-1,6)) € {~1,1} avec t € N] = 0.

Preuve du lemme 4.1 : Soit le temps d’arrét
T=inf {t >0: gg(i—1,00) =1}

et yr = Gg(ae-1,67).

Raisonnons par ’absurde et supposons P [r < oo] > 0.

yr = 1 est alors optimal pour la fonction d’utilité totale, qui est la somme
des fonctions d’utilité pondérées dans le temps par (. y, intervenant dans
les trois termes de u au temps 7 et le premier au temps 7 + 1, on obtient
apres simplification que Yy € X :

—a1(l = yr-1)? — az(l = 27)* — as(1 = 02)* — Bar (1 = yr4+1)?

> —a1(y — yr—1)* — aa(y — 21)* — az(y — 09)* — Bai(y — yr+1)* = f(y).
Le minimulm deola fonction f sur X étant atteint en
alyT*l;?ﬁgﬁiiz;ialy”l, ceci implique que 62 =y, 1 = ;11 = 1. On en
déduit par récurrence immédiate que y; = 1 =69 Vt € N.
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D’apreés la loi forte des grands nombres, ceci contredit E [0?] = 0.

On en conclut P [r < oo] = 0.

Le cas du temps d’arrét 7 = inf {¢ > 0: gg(z¢—1,60)) = —1} est similaire.
On note M(X") la classe des mesures de probabilité sur X° équipé de la

topologie de la convergence étroite. L’utilité au temps ¢ attendue au temps

0 de 'agent 0 dépend des actions z§ seulement a travers celle attendue de

son voisin au temps ¢

2t :/ ytIHE(T:co,dyt)
XO

et a travers

[y Tan. )

Soit z¢ la configuration initiale, p := II,(T'rg,.) un élement de M(X°) et
U:X x X x0 x M(X% — R définie par

U a8 1) = —an () ) — (o = 607 [ (o = o' VPl

Le probléme d’optimisation se réécrit alors :

maa:(xg)Ql{U(ac?,:cg,@?,u) + Zﬂt1/@U(az?,x?179?,HZ(T:UO,.))V(dH?)}

t>2

Lemme 4.2 On suppose les hypothéses du théoréme 3.1. wvérifiées. Etant
donné une configuration xo € X° et la fonction de décision g continue des
agents a > 0, la fonction de décision de l’agent O est linéaire et de la forme :

mmﬂ—m%+w%+gpmj;wm@mmm
t>1

A— /A2 — 4023
QOélﬁ ’

a2

T A—qaf’

a3

T A—qaf’

alp

A —y10q8

avec

"=
V2
do

Ot1 = O, pour ¢ > 1,

oA = a1 +az+ a3+ a1
De plus les constantes ne dépendent pas de g et vérifient yi+vy2+> 500 < 1
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La preuve du lemme se fait en plusieurs étapes, on utilise d’abord le lemme
3.2 pour l'existence d’une fonction de décision optimale continue, puis on
déduit une relation entre les 2 optimaux, que I'on utilise pour montrer par
récurence sur ¢ que les z9 optimaux sont bien de la forme souhaitée. Pour
calculer les coefficients, on utilise ensuite des fonctions g7 optimales pour un
programme de maximisation restreint aux 7 prochains temps.

On va maintenant vérifier que la fonction de décision optimale vérifie bien les
hypothéses du théoréme 3.1. Soit une affectation d’importance ¢ = (¢4)a>1 €
L1+_72 et supposons pour le moment que la fonction de décision des agents
a > 0 prennent la forme §(T%z,0%) = cox® + 720 + >y~ cpx?t0. D’apres le
lemme 3.1, ¢g = 71 ; De plus, N

zZ1 = fxo ylﬂg(Tﬂca dy)
= fX yl f@ 5g(T:c,G) (dyl)y(de)
= f® g(Tx,0)v(dh) )
= Jo (cox’ + 720" + 37,5, cpr' ) (doh)
— szo Cb$b+1

car E [91] =0

Par récurence, on montre alors que :

2 = /XO Htg(Tx, dy) = Z (calc@...cata;a1+"'+“t+1>

a120,a22>0...a: >0

On peut alors écrire :
gi(2,0) = N’ + 720 + > lha®,
b>1

avec
lb = Fb(CO, Cly .-y Cb—l)

Iy = Z 01 Z (Cal Cay---Cay 1{2221 a¢:b71}>

t>1 0<a1<b—1,0<az<b—1,..0<a; <b—1

Preuve du théoréme 4.1 :  Puisque gj (x,ﬁo) € X,ona), . <
1= —72-.

Ainsi, l'application F(c) = (Fy(y1,¢1, ..., Co—1))p>1 €nvoie Li_w_” dans lui-
méme. Puisque F' est continue pour la topologie produit, elle admet un point
fixe ¢* = (CZ)GZL

lp = Fy(y1,c1,-500-1) = ¢, Vb 2>1

En posant ¢ = 71, on peut vérifier les hypotheses du théoreme 3.1, cela
prouve alors le théoréme.
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4.2 Convergence

On peut maintenant étudier la convergence vers 1’équilibre. En consi-

dérant Pexpression ¢* (z,0°) = cia® + 790 + ctz® de la fonction de
p g ) 0 v a>1C%a

décision optimale ¢*, si x,y € X° vérifient 2® = y® Vb a, on a :
lg*(,0°) — g*(y,60°)| < ¢ |z — y°]
En supposant que les gotits sont équidistribués sur X, on obtient, VA &€
B(X) :
My (2, A) = g+ (y, A)| < 2.
On en déduit que si ) 5q¢; < 1, alors Y as0Tgr < 1.
On a donc convergence vers une mesure p* si o est assez grand et a3 assez
petit, c’est-a-dire si l'interaction existant entre les agents n’est pas trop forte.
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5 Conclusion

Ce modéle semble en premier lieu donner des résultats assez généraux,
notamment grace a la non dénombrabilité de 6 et de X, et sachant que 1'on
impose peu de contraintes a v. Si les situations d’équilibres méritent d’étre
précisées dans chaque modéle spécifique, 'exemple permet néammoins d’en-
trevoir comment on peut appliquer les théorémes pour modéliser le confor-
misme local. On pourrait presque interpréter 'existence d’équilibres comme
la preuve de l'existence du determinisme social. Cependant, il est essentiel
d’observer les limites de ce modéle : bien que les hypothéses sur la fonction
d’utilité ne soient pas excessivement contraignantes, le principe de temps
non continu, des interactions & sens unique, avec un seul agent, le fait d’in-
teragir tout le temps avec le méme agent, et les types attribués aléatoirement
dans le temps constituent des obstacles & une modélisation réaliste de nom-
breux problémes, puisqu’ils excluent, entre autres, tous les comportements
de groupes, et les interactions stratégiques; autant de remarques qui nous
laissent deviner toutes les idées d’évolution de ce modéle, et qui ouvrent de
nombreuses voies de recherche.
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