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Examen d’algèbre 1

Durée : 3h. Aucun document n’est autorisé. On accordera une grande importance
à la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Classifier, à isomorphisme près, les groupes finis d’ordre 845.
Exercice 2. Soit V un espace vectoriel complexe de dimension 2. Soit E = End V.
On considère la forme quadratique sur E donnée par le déterminant, det ∶ E → ℂ.
1. Montrer que det est non dégénérée. On note son groupe orthogonal O(E).
2. Montrer que les vecteurs isotropes de E sont exactement les vecteurs de la
forme α ⊗ 𝑣, pour α ∈ V∗ et 𝑣 ∈ V. (α ⊗ 𝑣 désigne l’endomorphisme 𝑥 ↦ α(𝑥)𝑣).
3. Soit P le plan de E engendré par deux vecteurs isotropes α ⊗ 𝑣 et β ⊗ 𝑤.
Montrer que P est non isotrope si et seulement si (α, β) est une base de V∗ et
(𝑣, 𝑤) est une base de V.
4. On considère l’action d’un couple (𝑎, 𝑏) ∈ GL(V) × GL(V) sur E donnée par
(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑢 = 𝑎 ∘ 𝑢 ∘ 𝑏−τ, d’où un morphisme Φ ∶ GL(V) × GL(V) → GL(E). Déter-
miner le sous-groupe G = Φ−τO(E). Montrer qu’on obtient ainsi un morphisme
Ψ = Φ|Ι ∶ G → SO(E), et calculer son noyau.
5. Montrer que Ψ est surjectif.
6. En déduire un isomorphisme PSL(2, ℂ) × PSL(2, ℂ) → PSO(4, ℂ).
7. À votre avis, que se passe-t-il si on remplace le corps ℂ par le corps ℝ ? on ne
demande aucune démonstration.

Exercice 3. Soit G un groupe fini. Soit V un ℂ-espace vectoriel, muni d’une base
(𝑒֐)֐∈Ι indexée par les éléments de G. Pour 𝑔 ∈ G on définit un endomorphisme
de V par 𝑟(𝑔)(𝑒֐) = 𝑒տ֐տ−Ȯ .
Montrer que 𝑟 est une représentation de G.
Montrer que la somme des éléments d’une ligne du tableau de caractères de G est
un entier naturel (on pourra considérer des produits scalaires avec le caractère
de 𝑟).
Exercice 4. Soit G un groupe fini. Pour 𝑥τ, 𝑥ϲ, ..., 𝑥ֆ ∈ G, on définit

[𝑥τ, ..., 𝑥ֆ] = 𝑥τ𝑥ϲ⋯𝑥ֆ𝑥−τ
τ 𝑥−τ

ϲ ⋯𝑥−τ
ֆ .

Pour 𝑔 ∈ G on note Nֆ(𝑔) = card{(𝑥τ, ..., 𝑥ֆ) ∈ Gֆ, [𝑥τ, ..., 𝑥ֆ] = 𝑔}. Le but de
l’exercice est d’établir la formule suivante pour Nֆ(𝑔), en fonction des caractères
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des représentations irréductibles complexes de G :

Nֆ(𝑔) = ଔ
ྷ caractère
irréductible

𝑎ֆ(χ)χ(𝑔), avec 𝑎ֆ(χ) =
⎧ࣴ
⎨ࣴ⎩

|Ι|Ր−Ȯ

(͵΂Κ ྷ)Ր−Ȯ , 𝑛 pair,
|Ι|Ր−Ȯ

(͵΂Κ ྷ)Ր−ɜ , 𝑛 impair.
(*)

1. Expliquer pourquoi une telle formule doit exister pour certains coefficients
𝑎ֆ(χ). Montrer la formule

𝑎ֆ(χ) = 1
|G| ଔ

Ր∈Ι֐ȮӱӰӰӰӱ֐
χ([𝑥τ, ..., 𝑥ֆ]).

2. Dans la suite, χ désigne un caractère de G, associé à une représentation irré-
ductible ρ. Montrer les formules, pour tout 𝑦 ∈ G :

ଔ
Ι∋֐

χ(𝑥)ρ(𝑥−τ) = |G|
deg ρ1Ϻ,

ଔ
Ι∋֐

ρ(𝑥𝑦𝑥−τ) = |G|
deg ρχ(𝑦)1Ϻ,

ଔ
Ι∋֐

χ(𝑥𝑦)χ(𝑥−τ𝑦−τ) = |G|.

3. Montrer la formule (*) pour 𝑛 = 2, puis pour 𝑛 = 3.
4. Montrer l’égalité

ଔ
ɜ∈Ι֐Ȯӱ֐

ρ(𝑥τ𝑥ϲ⋯𝑥ֆ𝑥−τ
τ 𝑥−τ

ϲ ) = ( |G|
deg ρ)ϲρ(𝑥Ϭ⋯𝑥ֆ).

Conclure.
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