Examen

Lorsque la réponse a une question est donnée, on se contentera de poser le calcul et
d’expliquer la méthode.
Exercice 1. Soit I = [0,1]. Pour une fonction u(z), on considére 'opérateur Au =
—0,,u associé aux conditions aux limites de Dirichlet u(0) = u(1) = 0.

1. Exhiber une base Hilbertienne pour cet opérateur, c’est a dire des fonctions e;(x),

J € N* et des réels positifs \; tels que

1 si j=¢
Aej(x) = Nej(z), et (ej,en)2 = dj ::{ 0 si ?%f

Iei, (f,9)r2 = fo r)dz est le produit scalaire dans L.
Réponse: e;j(x) = \/§SlIl<j7T$)
Dans la suite, pour une fonction f(z) satisfaisant f(0) = f(1) = 0, on notera

Z fjej A = (f,e5) L2,

JEN*
Pour s > 0, on définit 'opérateur A° par la formule
A f = (=0u)"f = Z )‘jfjej(x)
jEN*
Pour A € R, et pour deux fonctions ¢(z) et y(x) données, on considére 1'équation

O — Au + M’ = 0, (0.1)

associée aux conditions au bord

w(0,2) = ()
Vze (0,1), ’ T oet VE>0, wu(t,0)=u(t,1)=0
0.1 { ou(t,0) = () (,0) = ult, 1)
2. On introduit les variables p(t,z) = A~Y49u(t, ) et q(t,z) = AY*u(t,z). Montrer
que ce changement de variable peut-étre qualifié de symplectique. Ecrire le systéme
satisfait par les fonctions g et p, et montrer qu’il s’écrit sous forme Hamiltonienne.
Trouver son énergie associée.

On définit la grille {:cj}é-\’:l des points z; = j/(N +1), j =0,...,N. On pose u,
une approximation de u(zx;), et up = uy4; = 0. On considére I'approximation aux
différences finies
QUJ' — Uj—1 — Uj41 . 1

h? ’ N+1

—Opzu(z)) =~

1



On note Aj, est la matrice discréte associée, de taille N, agissant sur le vecteur u =

(uj) s
3. 1</[ontrer que pour j = 1,..., N les vecteurs w; = ((w;)x)a, avec (w;)x = ¢;(zx),
k=1,...,N sont des vecteurs propres de la matrice A;. Calculer les valeurs propres
associées

Réponse: Ay = 7% (1 — cos Nk_L)

4. Montrer que (w;)}_, est une base orthonormale pour le produit scalaire

N
(w,v), =h Z U;vj.
j=1

On considére maintenant 1’équation (0.1) que l'on semi-discrétise discrétise par
I’équation

Onu; = —(Apu); — )\u;?, j=1,...,N,
puis qu’on discrétise complétement par
u}”l — 2u} + u;‘_l = =7 (Apu™); — TN (u])?.

5. Montrer que ce schéma peut-étre qualifié de schéma de splitting symplectique. Quel
algorithme du méme type est envisageable?

6. Définir une notion de stabilité (linéaire) pour ce schéma, et donner une condition
de stabilité sur h et 7.

Exercice 2. On définit les x; et h comme dans I'exercice précédent. Soit le sous-espace
vectoriel de H'(0, 1) défini par

Vi ={veC0,1]), V0<j<n, , est polynome d’ordre 3}.
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1. Quelle est la dimension de V}, 7

2. Donner une formule de représentation de toute fonction v, € Vj, en fonction d’une
base que 1'on explicitera (on se contentera de faire un dessin correspondant a ces fonc-
tions de base, et I'on ne cherchera pas 'expression du polynéme correspondant).

3. Expliquer comment résoudre 1’équation des poutres

{ " = f dans (0, 1),
u(0) =u'(0) =u(l) =u'(1) =0

par la méthode des éléments finis.



Exercice 3. On considére un domaine € polygonal de R?, et un maillage triangulaire
de ce domaine. On note 7 ce maillage, 7 = (Jo7 K (chaque K est appelée maille ou
volume de contréle). On se donne aussi une famille de points (zx)xer, avec zx € K.
On suppose de plus que ce maillage est orthogonal au sens ou si K et £ sont deux
mailles adjacentes, alors [xx, 2] est orthogonal a I'aréte commune notée KC|L£ de K et
L. On notera d(IC, £) la distance entre xx et z.

On veut résoudre

{ —Au = f dans ), 0.2)

u = 0 sur of).

1. Montrer qu’un bilan sur un volume de contrdle K donne

|IC|fIC - Z F’C,O’J

s=arétes de

ou l'on explicitera fi et F;C,g.
2. On notera ux une approximation de u(xx), et u” le vecteur u ux ) ket Proposer
une approximation u” + Fi,(u”) qui approche le flux réel Fx, (on distinguera
les arétes intérieures des arétes extérieures). Ecrire le schéma correspondant pour la
résolution numérique de (0.2).
3. Analyser ce schéma (existence/unicité d’une solution, principe du maximum, etc..).
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