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1. SoitV un espace vectoriel hermitien complexe de dimension finien, de base(e1, . . . , en).
On ne suppose pas que cette base est orthonormale. On désigne par〈·, ·〉 le produit scalaire
de V , supposé linéaire en la deuxième variable. Pour1 ≤ i ≤ n, soit si une transformation
unitaire telle quesi(ei) = ciei avecci 6= 1 et de sous-espace de vecteurs invariants l’orthogonal
deei. On appelleW le sous-groupe deGL(V ) engendré par lessi.

(i) Soit x ∈ V . Exprimersi(x) comme combinaison linéaire dex et deei.
(ii) Soit k un entier supérieur ou égal à1. Montrer que tout élément de

∧k(V ) invariant
parW est nul. (On pourra procéder par récurrence surn en considérant le sous-espaceV ′ de
base(e1, . . . , en−1), et en décomposantV comme somme directe deV ′ et de son supplémen-
taire orthogonal.)

(ii) On suppose queW est fini. Montrer que pour tout élémentA deEnd(V ) on a :
∗∑w∈W det(A− w) = card(W ) · det(A)
∗∑w∈W det(id−Aw) = card(W )

En déduire que pour toutA deEnd(V ) il existew ∈ W tel queAw n’ait aucun point fixe non
nul.

2. (i) Montrer que si un sous-groupe transitif du groupe symétriqueSn contient un(n − 1)-
cycle et une transposition, alors ce groupe estSn.

(ii) Déterminer le groupe de Galois surQ du polynôme
P (X) = X6 − 12X4 + 15X3 − 6X2 + 15X + 12.

3. SoitK ⊆ L une extension galoisienne finie. On considèreL comme unK-espace vectoriel
et, pour toutx ∈ L, l’applicationK-linéaire deL dansL donnée par la multiplication parx.
Montrer que le déterminant de cette application linéaire est le produit de tous les conjugués
dex (comptés avec leur multiplicité).

En déduire que siK est un corps fini ou bien le corpsC(t), il existe pour tout entier
natureld un polynôme homogène de degréd end variables surK dont le seul zéro est le zéro
trivial (l’origine).

4. (a) Soientk ⊆ K deux corps algébriquement clos,P1, . . . , Pr une famille d’éléments de
k[X1, . . . , Xn]. On suppose que lesPi ont un zéro commun dansKn. Montrer qu’ils en ont un
danskn.

(b) Montrer que siP ∈ k[X1, . . . , Xn] est irréductible, il l’est aussi dansK[X1, . . . , Xn].
(Étant donné un nombre fini d’éléments deK[X1, . . . , Xn], on pourra considérer une base du
sous-k-espace vectoriel deK engendré par les coefficients de ces polynômes.)

(c) (i) Soientx1, . . . , xk des nombres complexes qui sont algébriques surQ. Montrer qu’ils
sont contenus dans une extension galoisienne finieK deQ, et qu’ils engendrent avec leurs
conjugués dansK uneZ[ 1

N
]-algèbre entière, oùN est un entier convenable.

(ii) Soit N un entier etA uneZ[ 1
N

]-algèbre entière ; montrer que pour tout nombre
premierp ne divisant pasN , pA est un idéal strict deA.

(d) SoientP1, . . . , Pr ∈ Z[X1, . . . , Xn]. Montrer que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) LesPi ont un zéro commun dansCn.
(ii) Il existe une extension finieK deQ telle que lesPi ont un zéro commun dansKn.
(iii) Pour tout nombre premierp assez grand, il existe un corps finiF de caractéris-

tiquep tel que lesPi réduits modulop ont un zéro commun dansF n.
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5. SoitV un espace vectoriel réel euclidien de dimensionn, G un sous-groupe fini du groupe
orthogonalO(V ) engendré par des réflexions. Une fois fixée une base deV , G agit naturel-
lement dans l’algèbre des polynômesR[X1, . . . , Xn]. Soit P1, . . . , Pn ∈ R[X1, . . . , Xn] une
famille de polynômes homogènes algébriquement indépendants qui engendrent la sous-algèbre
R[X1, . . . , Xn]G des invariants. On appelleJ ∈ R[X1, . . . , Xn] le déterminant jacobien de
l’application

φ: (X1, . . . , Xn) 7→ (P1(X1, . . . , Xn), . . . Pn(X1, . . . , Xn))

On dit qu’un élémentQ ∈ R[X1, . . . , Xn] est anti-invariant si :
pour toutw ∈ G, w(Q) = det(w) ·Q.

(i) Montrer queJ est anti-invariant.
(ii) Pour chaque réflexions ∈ G, soitHs l’hyperplan des points fixes des et ls une forme

linéaire non nulle de noyauHs. Montrer qu’il existe un réel non nulλ tel que :J = λ
∏

s ls, où
le produit porte sur l’ensemble des réflexions deG.

(On pourra montrer queJ s’annule sur chacun des hyperplansHs.)
(iii) Montrer qu’un élémentQ ∈ R[X1, . . . , Xn] est anti-invariant si et seulement siQ est

le produit deJ par un élément deR[X1, . . . , Xn]G.


