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Exercice 1

On considere un échantillon X1, ..., X,, de variables aléatoires i.i.d., chacune
de densité fy(z) = %1[9’“@] () par rapport a la mesure de Lebesgue sur R,
ou 8 > 0 et £ > 0 sont deux parametres inconnus.

1. Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance (6, ¢,,) de (6, ¢).
2. Montrer la convergence de cet estimateur.
3. 3.1 Déterminer la densité du couple
( min X, max XZ-).
i=1,...,n i=1,...,n
3.2 En déduire la fonction de répartition de /.
4. Soit a €]0,1].

4.1 Construire un intervalle de confiance bilatere de niveau 1—« pour
le parametre £.

4.2 Proposer un test de niveau a pour I’hypothese ¢ = ¢y contre
L+ by (bg > 0, fixé).



Exercice 2

Soit X1,..., X, des variables aléatoires i.i.d., admettant chacune la densité
uniforme sur [0, 0], ot # > 1 est un parameétre inconnu. On suppose que 1'on
n’a pas acces a ces observations, mais seulement a leurs versions tronquées

! 1 si X; <1,
pour i =1,...,n.
1. Proposer un estimateur 6,, de 6 par la méthode des moments.

2. Donner la loi asymptotique de 0,,.

Exercice 3
On considere le modele linéaire défini par les n équations
Yi=aW,+~vZ;+0+¢;, i=1,...,n,

ou les W;, Z; sont des réels fixés, les ¢; sont des variables aléatoires réelles
indépendantes de méme loi N'(0, 0?), et «, 7, §, 02 sont des parametres réels
inconnus (02 > 0). On notera W, Y, Z les vecteurs de R" de coordonnées
respectives W;, Vi, Z;, et W = L350 W, (W, Z) = >0\ W,Z;, |[W|? =
(W, W), et ainsi de suite pour les autres variables.

On suppose dans tout ce qui suit que W = Z = 0, [|[W|| = ||Z]| = a > 0,
(W,Z) =a*sinf,0 €] - %, %]

1. Ecrire le modele sous la forme matricielle classique Y = X3 + ¢, en
précisant bien ce que sont X et 8 par rapport aux hypotheses.

2. Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance B = (&,%, 3)T de
5 en fonction de a, 6 et de produits scalaires du type ci-dessus.

3. Donner la loi de ﬁ

Dans la suite, on note §2 l'estimateur classique sans biais de o2.

4. Soit a €]0,1[. Donner un intervalle de confiance bilatére pour v au
niveau 1 —a. Quelle est ’espérance du carré de sa longueur 7 Comment
varie-t-elle en fonction de 67



5. Trouver la racine carrée positive de la matrice

1 sin 0
sin 6 1 '

6. Exhiber une matrice carrée B telle que si 'on définit

alors

N

7. Donner la loi de 2 = (4 — u)? + (0 — v)?, o1

(1) =2(5):

8. Trouver une constante h telle que ht?/5? ait une loi classique que I'on
précisera.

9. En utilisant ce qui précede, obtenir un domaine de confiance pour le

(@ .
vecteur dans RZ au niveau 1 — a.

10. Que devient le domaine précédent si 8 = 07 Que se passe-t-il si § =
w/27

Mini-probleme 1

On considere dans ce probleme des observations i.i.d. X1,..., X, admettant
toutes la méme densité f sur Uintervalle [0, 1], par rapport & la mesure de
Lebesgue. On s’intéresse a l’estimation non paramétrique de f a l'aide de
I’estimateur histogramme fn

Pour construire fn, on procede de la fagon suivante : on se donne une suite
croissante de points dans [0,1] : 20 = 0 < 21 < --- < zp = 1 (D est un
nombre entier, supérieur ou égal a 1) et on pose, pour x € [0, 1],

D
o Nj .
fn(z) = ; mllj( )



avec

n
Li=lz 15[ et Nj=) 15(X,).
i=1
On suppose dans tout le probleme que f € L?([0,1]), de norme donnée par

1
1712 = /0 £2(x)da,

1. Expliquer brievement comment fonctionne l’estimateur fn (faire un
dessin).

2. On pose, pour j=1,..., N,
Pj_/ f(z)dz.
I

Donner, pour = € I;, 'expression de Efn(z) puis celle de Vf, ().

3. On désigne par S 'espace vectoriel des fonctions constantes par mor-
ceaux sur les éléments de la partition, c’est-a-dire

D
S = g:Zajllj caj € Rpour j=1,...,D
j=1
Déterminer f, la projection orthogonale de f sur S dans L?([0, 1]).

4. On définit le risque quadratique intégré de ’estimateur fn (MISE en
anglais, pour Mean Integrated Squared Error) par

MISE(fa) = E|l fu — f*-
Montrer alors que
MISE(fn) = |l = FI* + B[l f = full®
Comment s’interprete chacun des termes de cette égalité ?

5. Montrer que si f est bornée par M, on a

_MD-1)

MISE(f,) < +1f = FI%

Afin d’aller plus loin, nous supposerons désormais que tous les
intervalles /; ont la méme longueur 1/D ou, ce qui revient au
méme, que z; = j/D, j=0,...,D.



6. 6.1 Etablir que
D-1

MISE(f,) < =

+1If = fII%

6.2 Pourquoi cette inégalité est-elle toujours meilleure que celle ob-
tenue a la question 57

7. On suppose la fonction f continue sur [0,1]. En permettant a D de
dépendre de n, donner alors des conditions sur la suite (Dy,)n>1 assu-
rant que

MISE(f,) — 0 lorsque n — co.

8. On suppose la fonction f lipschitzienne sur [0, 1], de constante de Lip-
schitz L.

8.1 Etablir que

L2

D2

8.2 En déduire que, pour un choix de D = D,, approprié,

MISE(f,) < 21 4

MISE(f,) = O(n=%/3).

9. Quels sont, selon vous, les principaux avantages et les principales fai-
blesses de Iestimateur f, ?

Mini-probleme 2

On consideére une observation aléatoire X & valeurs dans R?, admettant une
densité fp(x) par rapport a la mesure de Lebesgue. Ici, # € R désigne un
parametre inconnu que ’on souhaite estimer. On choisit d’utiliser la notation
f(x|0) en lieu et place de fp(x).

Dans le paradigme bayésien, on raisonne comme si le parametre était lui-
méme une variable aléatoire © & valeurs dans R, la densité f(x|0) deve-
nant ainsi la densité conditionnelle de X lorsque © = 6. Pour simplifier, on
suppose jusqu’a nouvel ordre que la loi de © est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R, de densité 7(0) appelée densité a
priori. On rappelle que la loi conditionnelle de © sachant X = x admet alors
une densité g(0|x) sur R.

1. Rappeler 'expression de g(#|x). Pourquoi appelle-t-on cette densité la
densité a posteriori?



Si 0(X) est un estimateur de 6 basé sur X, on appelle risque de Bayes de
0(X) la quantité

Re (5(X)) = [ 7(0)a0 [ 15x) ~ 0P f(xl0)x.

2. Expliquer l'idée derriere Rp(0(X)).

On appelle estimateur de Bayes Destimateur 6(X) qui minimise en §(X) le
risque de Bayes.

3. Montrer que §(x) minimise en §(x) la quantité
/ |6(x) — 0g(0]x)do.
R

4. Donner alors I'expression de 6(X).

5. Application. On suppose que X = (X1,...,X,), ou Xq,..., X, sont
des variables aléatoires réelles i.i.d., de loi commune N (6, 1). On sup-
pose en outre que © ~ N (ug,08), ott g € R et 0f > 0 sont deux
parametres connus.

5.1 Trouver Destimateur de Bayes 6(X).

5.2 Cet estimateur est-il convergent ?

6. On suppose maintenant que X = X = %Z;;l X;, ou Xq,...,X,
sont des variables aléatoires réelles i.i.d., de loi commune N'(0, o?). Le
parametre 6 € R est inconnu et 62 > 0 est connu. On complexifie un
peu le modele en supposant désormais que © admet une densité ()
par rapport a une mesure o-finie v sur R, éventuellement différente

de la mesure de Lebesgue.

6.1 Etablir que la moyenne a posteriori de © sachant X = x est de

la forme
o? dlog (p(x))

T =X

ott p(x) est la densité marginale de X (inconditionnelle en 6).
6.2 Trouver des expressions explicites pour p(x) et y(x) lorsque la
loi a priori est N (g, 03) avec probabilité 1 — ¢ et un Dirac en

p1 avec probabilité e, ol ug, p1 et o2 > 0 sont des constantes
connues.



