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Questions de cours.

1) Soit (un)nen une suite convergeant faiblement dans L2([0,1]). Décrire deux types de
comportement de la suite (u,) qui empéchent la convergence forte.

2) Donner deux exemples de phénomenes physiques impliquant des petites échelles.

3) Soit (up)nen une suite bornée dans L2([0,1]). Donner une condition suffisante de
compacité forte.

Exercice 1.

On se propose ici d’étudier le role des bords latéraux sur la circulation océanique a
grande échelle. On considere pour cela un modele simplifié de couche mince, c’est-a-dire
un modele bidimensionnel ot on néglige les mouvements et les inhomogénéités verticales.
Pour simplifier, on suppose que le mouvement est stationnaire, de petite amplitude et qu’on
peut aussi négliger les termes de convection.

La vitesse horizontale du fluide u = u(t, x1, x2) vérifie alors

Orur + Oaug =0,
—Bxous + O1p — I/(afl + a%z)ul =171,
Brous + Oop — V(0% + 035 ug = Ty,

ou la premiere équation traduit l'incompressibilité du fluide, et les équations suivantes
traduisent I’équilibre entre la force de Coriolis, la pression, la viscosité et le forgage par le
vent 7 (supposé donné).
Ce systeme d’équations aux dérivées partielles d’ordre 2 est complété par une condition
de non glissement
u1 = ug = 0 sur le bord du domaine 952 .

On considérera ici une géométrie simple Q = [0, 1] x [0, 1].

1) Comme u est a divergence nulle, on peut introduire la fonction de courant 1 telle que
uyp = 091, w9 = —019. Montrer que 9 satisfait ’équation de Munk

Bov —vA*Y =0 (1)

ot on note A = 9% + 03,, et ot on donnera l'expression de o en fonction de 7.
Montrer qu’on peut choisir v telle que

1 et sa dérivée normale s’annulent sur le bord du domaine 0f2. (2)
2) En multipliant 1’équation par e™ , montrer I'identité

g/exlz/JQdmldxg +1//ex1wA2wdx1dm2 = —/exlawda:ldxg.

En intégrant par parties le second terme, montrer qu’on a

v / e A pdaydey = v / " (AY) dxydzs + R



ou le reste peut étre majoré par
v
|R| < 2/6’“(A1/1)2dx1dx2 —i—C’V/exlz/sz:clda:z.

En déduire que si v < 5/(4C), on a

1/2
i/€x1¢2d$1dw2 + % /exlﬂ)AQiﬁdwldﬂfz <Vellol 2 (/ 6x11/12d1‘1d$2> ,

de sorte que v est bornée dans L? indépendamment de v .

3) On s’intéresse a la limite non visqueuse, c’est-a-dire au comportement de la solution
¥, de (1)(2) quand v tend vers 0. La borne précédente montre qu’a extraction pres

by =
faiblement dans L*(2).
Montrer que v vérifie 'équation de Sverdrup

o =o.
Combien de conditions aux limites peut-on imposer pour la solution de cette équation?

4) Comme "équation de Sverdrup n’est pas compatible avec les conditions de non glisse-
ment, on va introduire des correcteurs de couche limite. Montrer que, pres des bords 1 =0
et x1 = 1, ’équation de couche limite s’écrit
o — vdip = 0. (3)

En déduire que la taille de la couche limite est d’ordre (v/8)'/3. On introduit alors la
variable Z = (v/B)~'/3z; pour la couche limite Ouest et Z = (v/B)~'/3(1 — z1) pour la
couche limite Est.

Ecrire I’équation de couche limite (3) dans les variables adimensionnées et la résoudre
explicitement (on pourra introduire les profils exponentiels exp(—AZ)).

Montrer qu’il y a une disymétrie entre I’Est et ’Ouest. En déduire que la condition de
bord pour I’équation de Sverdrup doit étre imposée a I’Est.

5) Que se passe-t-il prés des bords Nord x2 = 1 et Sud x9 = 0?7 (On pourra essayer de
déterminer la taille et I’équation de la couche limite).



