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1. SOLUTION FONDAMENTALE DE L’OPERATEUR DES ONDES

On note Q I’ensemble {(z,y) € R?/z > |y|} et S la distribution correspondant & sa fonction
caractéristique 1g.

(1) Montrer que T' = 9,5 — 9,5 est la distribution ¢ — 2 [~ ¢(y, y)dy.
(2) Montrer que 0,T + 0,T = 26o.
(3) En dénduire une solution fondamentale de 'opérateur différentiel 62 — 83.

2. COMPACITE PAR COMPENSATION

Soient deux suites (u"), (v") de D(RY, R?) telles que

uy — ug, vi — vj faiblement dans LAXRY).

(1) Donner un exemple ou la propriété suivante est mise en défaut

d d
Zu?v]" — Zujvj dans D'(RY). (%)
j=1 j=1
(2) On suppose que
d
Z Ojvi est bornée dans L*(RY). (H1)
j=1

Montrer que ), 9;v7 — >, 0;v; faiblement dans L?(RY).
(3) On suppose

il existe des fonctions ¢" € D(R?) telles que uy = 05" . (H2)

Montrer qu'il existe ¢ telle que " — ¢ dans L2 (R?) (modulo des constantes additives).

(4) Montrer que (H1) et (H2) entrainent la convergence du produit scalaire (x).
(5) (difficile) Obtenir le méme résultat en remplagant (H2) par

(0u — djui’) bornée dans L?(R%) pour tout 7,5 € {1,...,d}.



3. PRINCIPE DU MAXIMUM ET RESOLUTION D’EDP ELLIPTIQUE AVEC DERIVE

I. Soit © un ouvert régulier de R? tel que 9 soit borné. On se donne une fonction positive
ag € L>(Q), et une matrice d x d a coefficients a;; € L>(Q) tels que

vp € RY, Z aij(z)pip; > Blp|* avec B> 0.
4,J

1) Soit u € H(Q) et ¢ € R. Montrer que
(1) q

Vu = 0 presque partout sur {u = c}.

Montrer que uy et u_ = u; — u appartiennent & H' () et calculer leurs dérivées L2
(2) Soit u € H (). Ici et dans toute la suite, on note yu la trace de u sur 2. Montrer que
y(u-) = (yu)-

et en déduire que si y(u) > 0 alors u_ € H} ().
(3) Soit f € H71(Q) et u € H' () une solution faible de I'équation

- Zaj(aijaiu) 4+ apu = f dans Q. (+)
?:7j
En utilisant u_ comme fonction test dans (x), montrer que si f > 0 et yu > 0 alors
u > 0 dans Q.

II. Dans toute la suite, on considére une solution faible u € H'() de 1’équation avec dérive
- Z 8j(az-j8iu) + Z a;0;u + apu = f > 0 dans (**)
i, i
ol ag et a;; satisfont les mémes hypotheses que précédemment, et a; € L>(€2). On veut montrer
que le principe du maximum est encore satisfait dans ce cas.
(1) Soit u une solution faible de (*x) telle que yu > 0. Pour k < 0, on pose v = (u —k)_.
Montrer que
Vo2 < Cl|1a,vkllr2 avec Ay = {Vu #0, u<k}.

(2) En utilisant I'injection de Sobolev, en déduire qu'il existe ¢ > 2 tel que

1_1
lvllLe < Cl1a,villr2 < Cllogl|Le] Axl? .

(3) (question difficile) Soit m = infu. On suppose m < 0. Montrer que si k& > m, on a
|Ax| > « > 0. En déduire une contradiction en faisant tendre ¥ — m™ . (On pourra
utiliser la question 1.)

III. On se propose maintenant d’utiliser I’estimation a priori obtenue dans la partie II pour
montrer I'existence et 1'unicité de la solution faible de 1’équation (xx) telle que yu = 0.

(1) Montrer qu’il existe A > 0 tel que la forme bilinéaire

a(u, @) = / Z a;j0iud;p + Z a;0iup + (ag + N)up
2\ i i

soit continue et coercive sur H!(().
(2) En déduire que pour tout f € L?(Q), il existe un unique u 7€ H¢ solution de I'équation

- Z 9j(ai;0iu) + Z a;0u + (ap + A)u = f dans Q.
2% i

On notera T l'opérateur qui a f associe uy.
(3) Montrer que u est solution de (x*) avec yu = 0 si et seulement si

u="T(f+ M) .

En utilisant le principe du maximum, montrer que (I — AT') est injective.
(4) Conclure.



