Corrigé rapide de 'examen d’Algebre 1

I. 1° On considere le sous-groupe libre Ze;  Z". 1l est de rang 1. D’apres le cours, il
existe une base (fi,..., f;) de Z", un entier dj, tels que (d; f1) soit une base de Ze;.
Les seuls générateurs de Ze; sont +ej, donc d, fi = +e;. Quitte a changer f; en —f1,
on peut donc supposer d; fi = e;. Puisque f; est a coefficients entiers, d; divise les
coefficients de e, donc d; = 1. Par conséquent f; = e;.
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II. 1° Pour tout xe V,ona B(x,x) =) xl? =Y x; =0, donc B est alternée.

Notons e; le i-eme vecteur la base standard de [Fg, alors (f; = ej + €;j+1)1<i<5 est une
base de V. Si x € kerB, alors pour tout i on a B(x, f;) = x; + x;+1 =0, donc x;+1 = x;.
Donc le noyau est de dimension 1, engendré par le vecteur v=(1,1,...,1).

2° Par conséquent, B induit une forme alternée non dégénérée sur W = V/Fv.

Soit ¢ : S¢ — GL(V) lareprésentation de permutation. Si s € Sg, alors ¢(s) préserve le
vecteur v, donc induit une transformation W (s) de W. En outre, ¢(s) préserve mani-
festement la forme B, donc y/(s) préserve la forme symplectique de W. On obtient
ainsi un morphisme de groupes

W : Sg — Sp(W).

Si s € kery, alors puisque ¢(s) préserve v, ona @(s) = 1. Donc @(s)(e; + e;) = e; + ¢,
qui implique s{i, j} = {i, j}, pour tous i # j. On déduit s = 1.

3° Soit fy = (12). Alors W()(f2) = e1 +e3 = f1 + fo, et W(ty) (fi) = fi pour i # 2. Donc
V(%) est une transvection.

Une transposition générale s’écrit t = stys™ !, donc W(f) = W(s)w(to)w(s)~! est en-
core une transvection.

4° Pour chaque droite d c W, il y a exactement une transvection (automatiquement
symplectique) de droite d. Donc il y a 15 transvections dans Sp(W), qui sont exacte-
ment les images par ¥ des 15 transpositions de Sg. Puisque les transvections sym-
plectiques engendrent Sp(W), on déduit que  est surjectif, donc un isomorphisme.

Autre démonstration. 11 suffit de vérifier que |Sg| = | Sp, (F2)I.

III. Les préliminaires sont quasiment une question de cours. Dans le 3°, si V¥ =V
alorsil existe un morphisme G-invariant V* — V, donc un vecteur invariant de VeV ;
dans I'autre sens, si on dispose d'un vecteur G-invariant dans V®V = Hom(V*,V),
par le lemme de Schur, ce morphisme de représentations est nécessairement un
isomorphisme, donc V* = V. Toujours par le lemme de Schur, cet isomorphisme est
unique (2 multiplication prés par un scalaire), donc (V ® V) est de dimension 1.



IIA. 1° xv+(g) = xv(g™ 1) = Xv(g). Donc V et V* sont isomorphes si et seulement si
elles ont méme caractere, c’est-a-dire xy = Xv.

2° Si u € End(V), alors Au(e; A ej) = ule;)) Nulej) = X< (Uirj — Ujjuji)ex A ey,
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donc TrA%u = DicjUiiljj— UijUji =5 Uijljj— UijUji = z((Tru)2 —Tr(u?)).

3° La fonction r, sur G est centrale, donc se décompose sur la base des caracteres
irréductibles, avec coefficients

1 1

1
vn(X) = X) = — 3 ra(g 1 x(g) = Y x(h”)=@2x(h").
h
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On a utilisé implicitement la propriété r,,(g) = r,,(g™ 1.

4° En particulier, va(xv) = g5 L Xv(&%) = & L Xv(8)*—2Xa2v(8) = (Rvs Xv) —2¢L, Xn2v)-
Si xv n'est pas réel, alors V et V* étant deux représentations irréductibles distinctes,
leurs caracteres xv et Xy sont orthogonaux; en outre V® V ne contient pas la repré-
sentation triviale, et donc A>V ¢ V®V non plus, donc leurs caracteéres 1 et y 52y sont
orthogonaux. Donc v, (xy) = 0.

5° En revanche, si xy est réel, alors (xv,xv) = 1, et V®V contient exactement une
fois la représentation triviale. Si elle se trouve dans A%V, alors (1,x,2y) = 1, sinon
(L, xp2y) = 0. D’ou v2(xv) = —1 ou 1 suivant que la représentation triviale se trouve
dans A%V ou dans S?V.

ITIB. 1° Puisque Xy est réel, V¥ =V donc V* @ V* = V® V. Soit B € (V* e V*)G =
Hom(V,V*)S. Un élément de V* ® V* est une forme bilinéaire. Comme élément de
Hom(V,V*), B est inversible, donc la forme bilinéaire est non dégénérée. Elle est
unique a multiplication pres par un scalaire, puisque V* ® V* ne contient qu'une
fois la représentation triviale. Un élément de S?V* correspond a une forme symé-
trique, un élément de A2V* a une forme alternée.

2°SiV =VRr®C, alors Vg admet un produit scalaire réel invariant sous G. Sur la com-
plexification V, le produit scalaire se complexifie en une forme bilinéaire complexe
symétrique, G-invariante, donnant donc un élément G-invariant B € S?V* = S?V.
Donc vz (xv) = 1.

3° L'existence est du cours. L'unicité : si on a h; et hy produits scalaires hermitiens
G-invariants, alors hy(x, y) = h;(x, u(y)) pour un endomorphisme G-invariant deV,
donc u est une homothétie.

4-5°Si vp(x) =1 alors Be S2V* donc est une forme bilinéaire symétrique. Il est clair
que u est semi-linéaire, et donc u? est linéaire ; comme il est G-invariant, c’est une
homothétie. Quitte 2 multiplier u par un scalaire, on peut supposer u? = 1. Alors,
puisque u est G-invariant, ses espaces propres Vg = {x € V,u(x) = x} et iVR = {x €
V, u(x) = —x} sont préservés par l’action de G. En particulier, Vg est une représenta-
tionréellede G, et V=V @ iVp.



