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Examen Algèbre 2

Il n’est pas nécessaire de tout faire pour avoir la note maximale.

Exercice 1. Montrer qu’il existe un nombre infini d’extensions galoisiennes L/Q (L ⊂ C)
dont le groupe de Galois est isomorphe à Z/4Z (resp. au groupe diédral à 8 éléments D8).

Exercice 2. On considère les trois corps suivants : La = Q(
√

2 +
√
a) pour a ∈ {2, 3, 5}.

(a) Déterminer si La/Q est une extension galoisienne.

(b) Si c’est le cas, déterminer le groupe de Galois Gal(La/Q).

(c) Le corps La sécrit-il sous la forme La = Q(
√
b1, . . . ,

√
bn) (bj ∈ Q∗)? Si c’est le cas,

trouver les valeurs de bj .

Exercice 3. Soit n > 2 un entier tel que n 6≡ 2 (mod 4); on note ζn = e2πi/n.

(a) Soit G = Gal(Q(ζn)/Q). Déterminer la structure du groupe G/2G.

(b) Déterminer le nombre de sous-corps F ⊂ Q(ζn) tels que [F : Q] = 2.

(c) Si n = pr est une puissance d’un nombre premier, expliciter les corps F . [On pourra
calculer le discriminant du polynôme minimal de ζp.]

(d) Expliciter les corps F en général.

Exercice 4. Soient X,Y, Z des variables.

(a) Montrer que l’anneau A = R[Y, Z]/(Y 2 + Z2) est intègre.

(b) Montrer qu’il existe un morphisme de R-algèbres α : R(X) −→ Frac(A) tel que
α(X) = Y (l’image de Y dans A) et un morphisme de R-algèbres β : Frac(A) −→ C(X)
tel que β(α(X)) = X.

(c) Déterminer le sous-anneau B = β(A) ⊂ C(X) et sa fermeture intégrale B̃ (= sa
normalisation) dans C(X).

Exercice 5. Soient Q ⊂ K ⊂ L des extensions de corps de degré fini. On note OL =
{α ∈ L | α entier sur Z} (et idem pour OK).

(a) Montrer que l’on a, pour tout β ∈ OL, TrL/K(β) ∈ OK et NL/K(β) ∈ OK .

(b) Si L = Q(
√
d), où d ∈ Z est en entier d 6= 0, 1 sans facteur carré, expliciter OL.
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