Examen de Géométrie Différentielle, 4 juin 2014

Duree : 3 heures. Calculatrices et documents interdits.

1. OUI/NON
Reépondre par OUI/NON aux questions suivantes ET justifier :

1) Le produit extérieur de deux formes exactes est-il exact ?

2) Etant donnée une distribution de sous-espaces sur une variété, I’ensemble des points
accessibles & partir d'un point fixé est-il toujours fermé ?

3) Une surface convexe (i.e. dont la courbure est partout > 0) de R? peut-elle étre difféo-
morphe & un tore?

4) Le quotient d’'une variété orientable par un groupe discret est-il toujours orientable 7
5) La sphére S? peut-elle étre munie d’une structure de groupe de Lie ?

6) Le champ de plans dans R3, donnée par le noyau de dz — xdy, est-elle intégrable ?

Solution :

1) OUL d(aAdB) = da NdS

2) NON. Penser a un champ de vecteurs de pente irrationnelle sur un tore
3) NON. D’aprés Gauss-Bonnet [, K(x)doy = x(M) et x(T?%) = 0.

4) NON. RP? nest pas orientable mais est le quotient de S? par 41d

5) NON. Un groupe de Lie est toujours parallélisable, mais d’aprés le théoréme de la
sphére chevelue, S? ne 'est pas

6) NON. La distribution est engendrée par aﬁ

L et 2 + 22 dont le crochet de Lie est 2
Yy z z
qui n’est pas dans le champ de plans.

2. Courbure et isométrie locale des surfaces

Soient M, M, deux surfaces plongées dans R3. Soient 1, x5 des points de M;, M,. On dit
que M, et M, sont localement isométriques prés de 1, x5 si et seulement s’il existe
Vi, Vs voisinages de xq,x9 dans M, Ms et un diffeomorphisme ¢ : V; — V5 tels que
o(x1) = xg et (dp(x)E, dp(z)n) = (£,n) pour tous x € V,&,n € T, M. Ici, (e, ) dénote
le produit scalaire de R3.

On dit que M est plate en z, si elle est localement isométrique prés de x a un plan R2.
Dans tout Uexercice on se fixe M une surface orientée.

1- Montrer qu’au voisinage d’un point quelconque z de M, il existe deux champs de
vecteurs X1, Xy tels que |X;]* = |X5|* = 1, (X, X5) = 0. Montrer qu'il existe aussi
deux formes 6y, 05 de degré 1 telles que 6;(X;) = ;.
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2— On note N(x) la normale orientée a& M en x. On considére X;, Xy et N comme des
applications de M dans R? et on prend leur différentielle extérieure dX, dX, et dN,
vues comme des formes de degré 1 & valeurs dans R3.

ATTENTION : si Z est une fonction & valeurs vectorielles et si 7 est une forme
différentielle, on note Z @ 7 la forme différentielle a valeurs vectorielles X +— Z7(X),
ou X est un champ de vecteurs.

En utilisant le fait que l'application z — (X;(z), Xo(x), N(z)) est a valeurs dans
SO(3), montrer qu’il existe des 1-formes w, v, 5 sur M, telles que

ngz—X1®w+N®6,
dN:—X1®Oé—X2®6

3— Montrer que w est I'unique forme telle que df; = w A 05 et dfy = —w A 6;. On pourra
montrer que w est défini par w(Xy) = —05([ X1, X)), w(Xy1) = =61 ([ X1, Xa)).

4~ On pose as(z)(&,n) = det(z, &, n) la forme volume usuelle sur S?. Déduire de ce qui
précede que N*(a) = oo A B puis que a A = K(x)6; A 0s.
5- Montrer que dw = —a A 5.

6— Conclure que K(z) ne dépend que de la métrique sur M, i.e. si M; et M,y sont
localement isométriques prés de zp et xo, alors K(z1) = K(x9) (Theorema Egregium
de Gauss).

7— Montrer que si on peut trouver 6y, 6, tels que df; = dfl = 0 alors les champs corres-
pondants X, X, commutent, et il existe une isométrie locale ¢ : R? —s M.

8- Montrer que si K (z) = 0 au voisinage de z, alors w s’écrit localement sous la forme
df pour une certaine fonction f. Montrer que si on note R(t) la matrice de la rotation
d’angle ¢ du plan, on a, posant

(@)-mn(2)

que df] = dfy = 0. Conclure que si K(x) s’annule au voisinage de x, alors M est
plate en x.

Solution :

1- En effet le procédé d’orthonormalisation de Schmidt fournit X, X; en partant de
n’importe quel couple de vecteurs linéairement indépendants (qui existent toujours
localement). Par dualité on obtient les 6;.

2— L’application R : z — (Xi(z), X2(x), N(x)) est une application de M dans SO(3).
Sa différentielle est donc donnée par dR(x) : T,M — T SO(R) et on peut écrire
A(z) = R(z)"'dR(z) et telle que pour chaque Z € T, M, on a que A(x)Z appartient
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a l'algebre de Lie de SO(3) c’est-a-dire a A(3) espace des matrices antisymétriques.
L’application A(z) est donc une matrice antisymétrique a coefficients des 1-formes.
Si on écrit cette matrice sous la forme

0 w o«
—w 0 p
—a —fp 0

on obtient la formule annoncée.

3— Comme il s’agit de deux formes, il suffit pour montrer que deux formes coincident,
de montrer qu’elles prennent la méme valeur sur (X;, Xs). En effet, df;(X;, Xs) =
X1 . 01(X2) - X2 . gl(Xl) — 91([X1,X2]) Comme Hl(Xl) = 1,01(X2) = 0 il reste
db, (X1, Xo) = —60,([X1, X5]). Or 6,(Y) = (X;,Y). Par aillleurs dans R? on peut uti-Veérifier
liser la formule [ X7, X5] = —dX;(X2)+dX2(X;), donc dby (X1, Xo) = (X7, [X1, Xa]) =les
(X1,dX:1(X2) — dXo(X1)( qui d’aprés la formule précédente vaut w(X;). De mémesignes
pour 6. Maintenant on vérifie que w(X;) = (w A ) (X7, X2) et de méme, —w(Xs) =
(w A 01)(X71,X2). On en déduit que df; = w A 0y,dO; = —w A 0 et cela détermine w
vu que cela détermine w(X7) et w(Xy).

4— Rappelons que ay(z,£,n) = det(z,£,n). Donc ici on doit calculer (N*az) (X7, X3) =
det(N(])), dN(ZE)Xl, dN(I)XQ) Or dN(.I‘)Xl = —X1®Q<X1)—X2®B(X1) et dN(I)XQ =
—X1 & Oé(XQ) — X2 & B(XQ) Donc

det(N(z),dN (z)Xy,dN(z)Xs) =
det(N(z), —X; @ a(X;) — Xo @ B(X1), — X1 @ a(X3) — Xo ® B(X3)) =
— a(X1)B(X2) + a(X2)B(X1) =
—( A B)(X1, Xs)

5- On a ddX; = 0. Mais d(dX;) = X ®dw = dXs Aw+a ANdN + N @ da. En replagant
dXs,,dN par leur expressions dXo = - X1 Qw4+ N[, et AN =—-X1®0a—Xo®f
et en prenant la composante sur X», on trouve la formule.

6— En effet, étant donné un plongement de M :

- d'une part K ne dépend pas du choix de 64, 6, vu qu’il ne dépend que de I'application
N.

- on peut donc partir de n’importe quel couple (X3, X3) orthonormé pour calculer w
puis dw = K(x)0; N\ 0y = K(z)o.

Soit alors ¢ : M; — My une isométrie. Alors dy envoie (X, Xy) défini sur M; en
(Y1,Y5) défini sur My, et donc wy sur we, et enfin K sur Ks.

7- Vu que del(Xl,Xg) = —91([X1,X2]) et deg(Xl,Xg) = —92([X1,X2]), l'annulation de
dfy, dfy entraine que [ X, X5] = 0. Alors 'application

F:(s,t)— pjo gpg(xo)
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(ou ¢ est le flot de X;) est une application de R* dans M. On a
OF OF

%(SJ) = XI(F(‘S?t))’ E(Sj) = X2<F(S7t))
donc
OF 2 OF 2 OF OF
E(5775) =1, E(S,t) =1, <g(s,t), E(S,t)> =0

et I' est une isométrie.

8 Si K =0, on a dw = 0 et par le Lemme de Poincaré, w est localement de la forme df
pour une fonction f € C°°(M). Maintenant si 6/, ¢, sont donné par la formule on a

(i) -
ri) (Gg1) +arcn) ()

Or R(f)dR(f) = (_%f %f) et donc

() -
an (@) (S 1) ()] -
() + (0 5) ()] -0

3. Enlacement et invariants des noeuds

On appelle noeud un plongement ~v de S! dans R3. On dit que deux noeuds 7y, sont
isotopes s'il existe une famille continue (pour la topologie C!) ~; de noeuds reliant v, a
71 (la continuité C! signifiant que (¢, s) — 7;(s) est continue).

Soient 71,7 deux noeuds ne s’intersectant pas, i.e. V¢, ¢’ € S* x S', vy (t) # 7 (). Etant
données deux paires de noeuds (v1,71) et (72, 72) ne s’intersectant pas, on dit que ces
paires sont isotopes si et seulement s’il existe une famille continue ~;, 7; de noeuds ne
s’intersectant pas reliant v;, 7 et 79, 7o. On dira parfois pour abréger « paire de noeuds »au
lieu de « paire de noeuds ne s’intersectant pas ».

Pour une paire de noeuds (7, 7) ne s’intersectant pas, on définit alors I’application du tore
T? dans S? par

A - )
F8) = =@
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Soit a la forme différentielle sur S? donnée par

1

= —(x1dxy A dxs + xodrs A dry + x3dry A dxs)
T

(&%)

On rappelle que sz as = 1.

On pose lk(v1,71) = [p2 F*(ag).

Montrer que lk(y,7) = lk(7,7) et que si deux paires de noeuds 7,71 et v2, 7> ne
s’intersectant pas sont isotopes, alors lk(y1, 1) = lk(7y2, T2).

Montrer que lk(y,7) est un entier.

Montrer que cet entier est nul si (v, 7) est isotope a une paire (Y2, 72) telle que 7, et
Ty sont séparés par un plan. On dit alors que v et 7 sont séparables par isotopie.

On appelle diagramme de la paire de noeud la représentation de la projection des
noeuds dans le plan, en tenant compte des passages dessus/dessous. Dans les dessins
qui suivent, v est en bleu et 7 en rouge (on ne s’occupera pas des signes pour le
moment).

(),
|

N N Y
+
\—/

+
N~

+
+ > +)

FIGURE 1. Exemple de paire de noeuds (Wikipedia commons)

Montrer que quitte a modifier trés peu la direction de projection, on peut supposer que
les courbes projetées sont immergées dans le plan. On admet que ’on peut supposer
de plus que les points d’intersection sont transverses (i.e. en ces points les vecteurs
vitesses des deux courbes ne sont pas colinéaires).

On note n,; le nombre de cas ol on a un croisement comme dans le i-éme dessin

ci-dessous. Montrer que lk(y, 7) = MtHa-na—n
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FIGURE 2. Croisements correspondant a nq, no, ng, ny respectivement

On admet le fait suivant : si f : D® — R™ envoie S"" ! dans S" ! et est telle que 0
est valeur réguliere de f, avec f~1(0) = {0}, alors deg(fgn-1) = sign(det(df(0))).

On fixe (7, 7) une paire de noeuds ne s’intersectant pas. On suppose que 7 est le bord
d’une surface orientable ¥ et que si zp € 7N X, alors T,y N T,,X = {0}. Montrer
que lk(v,7) est égal au nombre de points d’intersection de 7 avec ¥, comptés avec
un signe que l'on précisera.

Indication : prolonger l'application F définie de T? dans S? en une application G
définie de ¥ x S* dans R? et considérer la préimage de 0 par G.

(difficile) Montrer qu’il existe (-, 7) une paire de noeuds non séparables par isotopie,

mais telle que (k(7y, 7) = 0. (On pourra admettre "a vue" qu’ils ne sont pas séparables
par isotopie)

Solution :

1-

Notons que lk(,7) n’est que le degré de F. Le premier résultat est une conséquence
de ce que si on échange v et 7 on change le signe de F' et on échange t et t'. Or
I'application de 7% dans lui-meéme donnée par (¢,t') — (',t) est de degré —1. Or
deg(—F) = —deg(F) vu que l'application antipodale de S? est de degré —1. Donc
si G(t,t') = —F(t',t) on a deg(G) = deg(F) et lk(vy,7) = lk(7,7). Maintenant une
isotopie de la paire de noeuds, 75, 75 induit une isotopie F de F'. Le résultat s’ensuit
par invariance du degré par isotopie.

Le degré d’une application est un entier.

Si on peut isotoper v, 7 afin qu’ils soient séparés par un plans, on peut supposer que
par exemple 'un est contenu dans x; > 0 et 'autre dans x; < 0. Et que chaque noeud
est contenu dans B(0,1) et donc on peut translater chacun des noeuds dans z; > r
et 1 < —r avec r arbitrairement grand. Mais alors la composante de y(t) — 7(¢') sur
I'axe x7 est non nulle et donc F' n’est pas surjective et deg(F') = 0.

La projection est une immersion si et seulement si la direction v de projection n’est
tangente & aucune des courbes. On doit donc trouver un vecteur de S? qui ne soit
dans l'image ni de 4" : St — S? ni de 7/ : S — S2%. D’aprés le théoréme de Sard,
I'image de ces cercles est de mesure nulle, donc leur runion aussi, et on peut donc
trouver un point dans le compluémentaire.
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4. Encore des noeuds

Soit e, e5 une base du plan de projection et e3 un générateur de 'orthogonal. Les
points d’intersection correspondent & F~!(4(e3). Regardons par exemple pour (¢, tj)) €
F~!(e3). Quitte a reparamétrer, on peut supposer t, = tj = 0. Dans le premier cas,

Y(t) = ter + ez et T(t') = t'ey alors F(t,t') = ﬁgi% dont la différentielle en

t = t' = 0 préserve 'orientation alors que dans le deuxiéme cas elle la renverse.

On note N(z) = fa €t on pose F(t,t') =~(t) — 7(t') et donc F = NoF. On étend F
en une application G : X x 5T —» R3. Alors Gz, 6y) = 0 si et seulement si z = v(6).
Alors, posant 5 = N*(az), on a deg(F) = [(F)*(3s). La formule de Stokes montre
que si les (2;,0;) sont les solutions de G(z,0) = 0, deg(F) = _,deg(N o Gs,) ou S;
est une petite sphére (de dimension 2) dans ¥ x S centrée en (z;,6;). En effet si les
D; sont les petits disques bordés par les spheéres, et U leur union, on a

Le premier terme est fT2 *(82) = lk(7,7), le second >_; deg(N o é|Si)' 11 suffit donc
de montrer que deg(N o G|Si) = =1 suivant l'orientation de 7/(6;) et T,,X. Mais
d’apres le résultat admis, on a deg(V o G|g,) = sign(det(dG/(z;,0;)) dont le signe est
négatif si 7/(6;) est du coté de la normale extérieure a X et positif sinon.

Voici un exemple appelé enlacement de Whitehead :

O\

- +

FIGURE 3. Entrelacement de Whitehead

Cet exercice est indépendant du précédent, mais utilise certaines définitions et résultats
qui sont rappelés.
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On admettra que si v est un noeud et 7 un noeud qui ne l'intersecte pas, le nombre
lk(y, T fT2 (cp) défini dans l'exercice précédent est un entier qui est donné par la
formule de la question 5. En particulier pour tout noeud =, il existe un noeud 7 tel que

lk(v,7) # 0.

1—

Soit v un noeud. Utiliser la suite de Mayer-Vietoris pour calculer H*(R?\ 7). On
admettra (ce qui résulte d'une version précise du théoréme du voisinage tubulaire) que
tout noeud a un voisinage difféomorphe & S x D?, dont le bord est donc diffécomorphe
aT?

2— Soit v un noeud, et H : (R3\ ) x S' — S? Papplication
— (2
H(zt) = 2= (t)
Iz =~ (@)l
On note z = (z1, 29, 23) pour z dans R*\ 7. On pose H*(as) = 33, Ajx(t, 2)dz; A
dzp+3_; By(z, t)dz]/\dt et L = > i-1([q1 Bj(2,t)dt)dz;. Montrer que L, est fermée
et Verlﬁe Ik(t,7) = [a T 1 T ) si T est un noeud n’intersectant pas .

3— Montrer que L, n’est pas exacte. En déduire que H'(R?\ v) = RL, (on note de la
meéme fagon L, et sa classe dans H*(R?\ 7)).

4~ Calculer aussi H*(R?\ v U 7) pour 7,7 une paire de noeuds disjoints. Montrer que
HYR3\yUT) = RL, ®RL,.

5— Montrer que si v, 7 sont une paire de noeuds, L, A L, est une forme de degré 2
représentant une classe dans H?(R3\ yUT) et que cette classe est nulle si et seulement
si lk(y,7) = 0.

Solution :

1- On écrit la suite de Mayer-Vietoris pour R* = (R*\v)UU, ou U, est le voisinage de v
diffeomorphe a S* x D2. On notera que (R*\v)NU, est difféomorphe a S* x (D*\ {0})
dont I’homologie est celle du tore.

H(R?) — H(R*\ y) ® H(U,) — H/(T*) — H"'(R%)
Pour j = 1 on obtient
0— H'(R*\Y)OR —R*—0
et donc H’(R3\ ) = R pour j = 2 on aura
0 — H*R*\v) — H*(T?) — 0
et donc H*(R*\v) =R
2— En effet, dH*(az) = 0 s’écrit

> St N dzy Az + (a_zk_a_zj dt A dz; A dz,

j<k
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Lorsqu’on intégre par rapport a S', comme f 1 ] —5EEdt = 0 on trouve

dB; 0B B
Z(/S (0—%— azj)dt)dzj/\dzk—o

j<k

ce qui signifie que L, est fermée.
On pouvait aussi remarquer que

dL, - d/ i H*(an) = / di o H*(0y) — / Lo H*(a) — di o dH*(a2)
g1 ot g1 o g1 ot ot
Comme dH*(az) = H*(day) = 0 et que [, Low= Jo1 Lpi(w), ot p(0) = 0+t on en
déduit que [, Low=0et donc que [, di%H*(OQ) =0, ce qui signifie que dL., = 0.
Si L, était exacte, on aurait [, 7*(L,) = 0, donc lk(7,~) = 0 mais on peut aisément
construire pour chaque vy un

C’est encore Mayer-Vietoris en utilisant que (R*\ ) N (R*\ 7) =R3\ (yU 1)

HI(R?) — HI(R*\ v)® H/(R*\ 7) — H'(R*\ (yUT)) — H'TY(R?)

d’ott immeédiatement H7(R?\ (yU 7)) vaut R si j =0, R? si j = 1,2 et 0 sinon.
Pour montrer que L., L, sont des générateurs, il suffit de montrer qu’ils sont linéai-
rement indépendants.
Si T2 est le bord du voisinage de ~ identifié 4 S* x D?, on a sur T2 une courbe p, bord
du disque {1} x D? et une courbe m., image de S* x {1}. Notons que ces courbes ne
sont pas uniquement définies et dépendent a priori du difféomorphisme. Cependant on
peut quitte & ajouter a m, un multiple de p, supposer que lk(p,,y) = 1,lk(m.,~y) = 0.
On a lk(p,, ) = 0 vu que p, borde un disque disjoint de 7 (on utilise la question 6).
Donc on a fp L,=1et fp L, =0et fp L,=0cet fp L, = 1 Cela entraine bien sir
y y T T
que L., L, sont linéairement indépendants.

Mais on a aussi
H(R?) — H'(R*\ (yU7))® H(U,0U,) — H(T?UT?) — H*Y(R?)

Donc l'application H’(R®\ (yU 7)) — HI(T7UT?) = H(T2) ® H’(T?) induite par
les inclusions 72 U T? — R*\ (y U 7) est injective et respecte la multiplication, le
produit sur H7 (1) & H’(T}) étant la somme directe des produits sur chaque facteur
(i.e. (z1,y1) A (22,92) = (1 A Y1, 9 A yo)) est donnée par

R:w—></ w,/w,/ w,/w)
My Py mr pr
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Maintenant comme [g, 7*(L,) = lk(7,7), on a me L,=0c¢et fpv L, = 1. Par ailleurs
si 7 est un autre noeud, on a lk(m., 7) = lk(vy,T) vu que m., et v sont isotopes, par
une isotopie qui évite 7. Et lk(p,, 7) = 0 vu que p, borde un disque disjoint de 7 (on
utilise la question 6). Donc me(LT) = lk(~, ) et fpy(LT) =0.

Donc R(L,) = (0,1,1k(T,7),0) et R(L,) = (lk(~,7),0,0,1) Donc en projection sur
HY(TZ), Ly est envoyé sur (0,1) et L, sur (Ik(v,7),0) et comme dans ces coordonnées
le produit extérieur est donné par le déterminant, et le méme résultat est vrai en
projection sur H*(7?) on en déduit que L, AL, est non nul si et seulement si lk(vy, 7) #
0.



