Examen d’Analyse Fonctionnelle
DMA, Année 2017-2018

5 juin 2018 (3 heures)

Solution 1.

1. Soit f € LP(R?) dont le support est contenu dans un compact K. Il existe M assez grand tel
que si [h| > M, alors KN (h+ K) = 0. On a alors pour |h| > M

Imnf + fll7, = /Rd [f (@ = h) + f(@)P(Lx (2) + Tny i () d

— [ If@rde+ [ 1= w)Pds
K h+K
— 21l

1
On a ainsi |7, f + fllLe = 27| f|z».
A présent, soit fekrr (Rd) quelconque, et € > 0. Il existe g € LP a support compact tel que

If = gllr <e.

1
Soit M > 0 tel que pour tout |h| > M, ||Thg + gllzr = 27 ||g|/zr- Majorons alors

1 1
Imnf + fllee =271 flle < llThg + gllze +11f — glle + 17 f — Tagllee — 27 f] e

1
<2¢(llglle = 1fllze) + 2[f — gllze
< 4||f —g”Lp < 487

car Tp, est une isométrie de LP. Dans l'autre sens, toujours pour |h| > M

1 1
27| fllze — lmnf + fllee < 27 (lgllze +€) = [ITnf + fllzr
<2+ ||Thg + gllee — l7af + flize

<2e+|th(g — )+ (g = F)llee
< 4e.

2. Notons C' := sup{HTfHLq | f € LPRY, | fller = 1}. Soit f € LP(R?) telle que || f||z» = 1.
D’une part, on a
IT(mnf + Hllze < Cllmnf + fllLe-

D’autre part, comme 7T commute aux translations, ||T(7af + f)llze = |7 (Tf) + (Tf)| L. En
faisant tendre h vers 'infini, on obtient alors

1 1
29| T fllpe < C2v.
En prenant le supremum sur de telles fonctions f, on trouve
1 1
C2a < (C2».

Vu que p > ¢, on voit que nécessairement C' = 0, donc T est nulle, par homogénéité.
1
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3. Supposons que pour tout f € L2, on a ¢ * f € L'. Définissons alors 'opérateur
7 {LZ(Rd) — LY(RY)
' fr— pxf.

Premic¢rement, 7' commute avec les translations : si z, h € R%, alors

(px7nf)(z) = /Rd pY)f (2 —y)dy = /}Rdw(y)f(aj —h—y)dy = (¢ f)(x—h).

Reste a voir pourquoi 7" est continue. On va appliquer le théoréme du graphe fermé : soit f,, une
suite d’éléments de L?(R?) tels que f, — f dans L? et ¢ * f, — g dans L'. 1l s’agit de montrer
que g = ¢ * f. Pour ce faire, considérons la transformée de Fourier : nous avons

j‘; — f dans L2,

cp*fn:cﬁ?;—fg\ dans L.
Or il existe une sous-suite de {ﬁ} telle que la convergence vers fa lieu presque partout. Or pour
presque tout € R, @(z) f.(x) — g(z). Donc § = @f dans L™, d.e. g = Tf.

D’apreés la question précédente, cela impose que T = 0. Or si I'on choisit f := F~1($), on a
clairement T'f # 0. D’ou une contradiction.

Solution 2.

1. Puisque tous les vecteurs e, sont dans D(T') pour n > 1, on sait que e est orthogonal a tous
ces vecteurs. Par ailleurs puisque T est une isométrie, elle conserve le produit scalaire donc pour
tout n > 0 et tout m > 0

(enlent+m) = (T"eo|T"em) = (eglem) = 0.
Enfin
lenll = ITen-1|| = llen—1]| = --- = |leo]| = 1.

On a bien affaire & une suite orthonormée.

2. Montrons que T*T = Id. 1l s’agit de montrer que pour tout (x,y) € H on a
(T"Tzly) = (z|y) .

Mais on a l’identité de polarisation

(aly) = 3 (@ + vl +9) — 30— yle—)

donc comme ||Tz|| = ||z|| on en déduit le résultat. On a alors
T e, =T"Te,_1 = en_1
pour tout n > 1. Par ailleurs
(T"eoly) = (eo|Ty) =0
pour tout y € H donc T%ey = 0.



1. On pose, pour |\| < 1,
o0
T = Z e, .
n=0
Cette somme est absolument convergente, on a x # 0 (car (x|eg) = 1) et
Tz = Az

Le spectre de T™, qui est égal a celui de T', contient donc l'intervalle unité ouvert. Par ailleurs il
est compact donc il contient 'intervalle unité fermé, et il est contenu dans 'intervalle unité fermé
puisque la norme de T est 1. Donc obtient o(7) = [—1,1].

Solution 3.

1. On constate facilement que f n’est pas bornée mais que

C
10 f(2)| <
’ ][ log ||

appartient & L%(R?).
2.

a) La semi-norme BMO(R?) (propriété qui se vérifie facilement) s’annule sur les fonctions
constantes, ce n’est donc pas une norme.

b) Soit f € L®(RY), alors f € Li, .(R?) et
1
ial = 7] [ 7 o] < WP
On a donc
I lmvioqesy < sup (17| zoxqgesy + i) < 20 o

d’ou le résultat.
c) On a
1fo,a = Soa1Bll 12 a2y < BRIV S all oo (ra)

’| B
<CR / €)% |5, a(6)] de
Rd

< CRAI N 14

d) Ce résultat suit de I'inégalité triangulaire et de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

e) On a alors par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

dx _g di 7 2 %
S = sl < CRANfI g o+ CARE( [ 16l P de)*

l§/=A

et le résultat suit en choisissant A = R~1L.



Solution 4.

1. Toute fonction continue périodique sur R est bornée sur R et donc définit une distribution
tempérée sur R.

2. Ce résultat a été vu en TD.

3. On note que pour toute fonction ¢ € S(R), la somme Z (k) est bien définie : il existe en

keZ
effet une constante C' > 0 telle que
C
VkeZ, |pk)|< Iz
On a donc
(T o) =D e(k)]
keZ
<[e@]+ > [e(k)
kez\ {0}
1
<o)+ > W\k%(k)\
kezZ\{0}
donc T est bien une distribution tempérée.
4. On a
Torn =T
donc

FT(€) = F(T om)(€) = e FT(€)

ce qui implique que le support de F7T est inclus dans 27Z.

5.0n a
FT =Y x(-—27k)FT.
keZ
Par ailleurs on peut écrire
, i£ _ 1
0= (e — 1)x(£ — 2nk)FT = (€ — 2rk) ;_ o X(§ — 2mh)FT.

Par la question 2, il existe donc une constante Cj, telle que

-1 (& — 20k)FT = Cé

§ _ 27TkX 7T - kO27k -
Comme ¢t -1 — i quand & — 27k on a

£ 2k i qu T
X(& = 27k)FT = —iCldar

et donc

FT = —iCrbank -
keZ



6. On a
€?™ T =T dans S'(R)
donc
FlTorg, =FT.
On en conclut facilement qu’il existe une constante c telle que
—iCy=c VkeZ.

7.50it o € S(R) et y € R, on a

¢y ok +y) = (FT,0(-+y))
keZ
= (T, F(e(-+v)))
= (T, e,y]:gp>
=3 Folk)e.
kEZ

Apres intégration sur [0, 2] il vient (en appliquant le théoréeme de convergence dominée pour
justifier Uinterversion de l'intégrale et de la série)

¢ | ¢(x)de = CZ/ o(x) dx

R keZ 2km

donc ¢ = 2m.

8. Le résultat suit.

Solution 5.

1.

a) Pour tout f € H il existe un unique g € D(T) tel que g + Tg = f. En effet si ¢’ est une
autre solution alors
9-9 +T(g—4d)=0.
Il suffit alors de prendre le produit scalaire avec g — ¢’ et d’utiliser la monotonie de T’
pour trouver que g = ¢g’. On note par ailleurs que si g +Tg = f alors

g1 + (Tglg) = (flg) < I/ lllg]
donc en particulier

lgll < I £1I-



L’opérateur Id + T est donc bijectif de D(T) sur H, et (Id 4+ T)~! est borné de norme
inférieure a 1.

b) Montrons que l'orthogonal de D(T') est réduit a {0}. Soit donc f dans H tel que

Vge D(T), (flg)=0
et montrons que f = 0. On sait qu’il existe go € D(T) tel que

go+Tgo=f

donc en particulier

0= (flgo) = llgoll* + (T'golg0) > llgoll*-
On a alors gg = 0 et donc f = 0.

Soit (fyn, gn) une suite du graphe de T' (donc telle que f, € D(T) et g, = T f,,) vérifiant

(fnagn) — (fvg))
et montrons que f € D(T) et g=Tf. On a

fo=(d+T) " (fo+Tfn) — 1d+T) " (f +g)
donc f € D(T) et f+Tf = f+ g, dou le résultat.

¢) On va procéder par récurrence en montrant que si Id + A\g7T est surjectif pour un cer-
tain Ao > 0 alors Im (Id + AT") = H pour tout A > A\g/2. On note que comme ci-dessus
pour tout f € H il existe un unique g € D(T) tel que g+ \gT'g = f. D’autre part 'appli-
cation g — f, notée (Id + )\OT)fl, est un opérateur borné de norme plus petite que 1.
On veut résoudre ’équation
g+ATg=f,
qui s’écrit aussi
g+ Tg= (1—@)g+&f
A A

ou encore

g=(1d+x7) " ((1- %)gjt %f)

Cette derniere équation se résout de maniére unique grace au théoreme de point fixe de
Banach dés que |1 — \g/A| < 1 ou encore A > \g/2.
d) On sait que
RN f+NTf=f
donc TR(A)f = T(\)f. Par ailleurs si g € D(T') alors
Tg=

(9+ATg—g) = < (Id+AT) (g — R(N)g)

>| =
>

donc
ROTy = 1 (g~ ROV)g).
Enfin
lg — RN)g|| = A|T(Ng|| < A|Tg|| — 0, X—0.

Par ailleurs comme D(T) = H puisque T est a domaine dense, alors pour tout f € H et
tout € > 0 il existe g € D(H) tel que || f — g|| < e. Alors

1F = ROV < llg = B(Ngl +2[1f — 9]



et donc
|l f—=RN)F||—0, A—0.
Comme T'(A\)f = R(A\)(Tf) on conclut que pour tout g € D(T), /l\irr%] T(Ng=Tg.
%

e) On écrit
(TF1F) = (TNFIf = RO + (T FIRANF)) = MTON Il + (TRO) IR F)

et le résultat suit de la monotonie de T, de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et du résultat
précédent.

a) On sait que T'(A\) est borné, de norme inférieure a 1/\, donc le théoréeme de Cauchy-
Lipschitz garantit I’existence et 'unicité d’une solution u) a

%u,\ +T(MNuy=0 sur RT,

u At=0 = uo -
b) On commence par remarquer que

S s = (G ®lus®)) = ~ (TN ur()ur (1) < 0.

Par ailleurs on peut montrer par récurrence (comme 7'(\) est un opérateur borné) que wu)
appartient & C°(R*; H) et

d/d\k d\k

&(@) ux(t) +T()\)u,\(t)<$> ur(t) = 0.
Par le méme calcul que précédemment il vient
sal @l <

2dt
En particulier on a donc pour tout A > 0 et tout t > 0,

| s = 1T ur 6] < 7ol
c) Soient et v deux réels strictement positifs et soit uy,(t) := ux(t) — u,(t). On a

d
priy +T(Nuy — T(p)u, =0

donc
5 a3+ (TOr () — T ara(t)) = 0.

Mais
(Tux = Tyl

= (T(\uy = T()uulur — RO)ur + RO)ux = R(w)uy, + R(p)uy — T(p)uy, )
= (T(\ur = T()up T (Nur — uT()uy,)

+ (T(ROYur = R(w)u) [ROux — R()uy, )
> (Tus = Ty AT(N)ur — uT (1))



On a donc
1d

2 dt
Par intégration on déduit

lura ()17 < 20X + ) [ Tuo]*

luna(@)IF < 4\ + p)tl| Tuol|?
donc pour tout t > 0, uy(t) est une suite de Cauchy quand A tend vers zéro, et donc
converge vers une limite notée u(t). En prenant la limite g — 0 il vient

Ju(t) — u(®)||2 < 4N T 2
donc la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0,7]. On en déduit que u
appartient a C([0,7T]; H).
On a

d
%U)\ +T(Nvy =0,

et donc les mémes calculs que ci-dessus impliquent que la fonction vy, (t) := va(t) — v, (t)
vérifie
1d
5 g loal® < UTQ)orll + 1T () val) TN orll + #IT ()v,ll) -
Mais
[T oa@)F < TN oa0)] = [[TA)T (Auol|
et de méme
1T (r)vu @] < 1T ()vu(0) | = [T ()T (1)uol| -
Puisque Tug appartient & D(T') on a
TNT(Nug = RON)TRN)Tug = R(N)*T?uq
et donc
ITNT(Nuoll < IT?uoll et | T(1)T (uyuol| < || Tuo]| -

On en déduit que

1d
S llonall® < 200+ ) |7

et 'on conclut comme ci-dessus que vy (t) converge vers une limite quand A tend vers zéro

et que cette convergence est uniforme sur tout compact en temps [0,7]. On a donc u €
CH(RT; H) et

%UA(t) — %u(t), A — 0, uniformément sur [0,7].

On peut alors passer a la limite dans 1’équation. On a
IRO)uA(t) — u(®)]| < [RO)ur(®) — ROu(®)| + [ROYur(E) — u(d)]
< Jun(®) — u(®)| + [RO)ur(®) — ()| = 0, A= 0,
donc comme le graphe de T est fermé on obtient
u(t) € D(T), T(Nux(t)=TRNux(t) = Tu(t), A—0.
On a alors

d
£u(t) +Tu(t) =0,

u appartient & C1(RT; H) N C(R*; D(T)) et on a de plus

d
ve20, Ju@)] < lluoll et | Zu®]| < [Tuoll.
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f) Pour conclure la preuve de l'existence nous allons utiliser la densité de D(T?) dans D(T')
pour la norme du graphe. Soit donc ug € D(T') et soit la suite (ugy)nen définie par

1
U = R(E)uo

de sorte que ug , appartient & D(T") pour tout n € N et
Tuo, =n(ug —uopn) € D(T) VneN
donc 1w, appartient & D(T?) pour tout n € N. Enfin

lim ug , = uo
n—oo

et on a

1
TU(]’n = R(*)TUO
n
donc
lim Tug, = Tug .
n—oo

D’apres le raisonnement précédent on sait qu’il existe pour tout n € N une solution u,,
dans CY(R*; H) N C(R*; D(T)) au probleme

—tUp +Tu, =0 sur RT, Up|t=0 = U0,n »

dt
et on a de plus

d d
Jun(t) = wn (Il < lto = woumll et || Zun(t) = Zun(®)]| < | T — Tl
Comme T est fermé on peut passer a la limite dans ’équation ce qui produit une solu-

tion u € C(R*; D(T)).

3. L’unicité s’obtient tres simplement grace a la monotonie de T. Soient en effet u et v deux
solutions associées a la méme donnée initiale ug, alors

1d
5 o llu = vllf = —(T(u = v)lu—wv), <0

et donc v — v est identiquement nulle.



