Analyse des EDP

Examen Janvier 2016

Probléme 1 : Factorisation elliptique et régularité parabolique

Exercice 1 : Factorisation d’une équation elliptique

Fixons n > 1. Dans cet exercice on considére deux variables, z € R™ et z € [0, 1], qui jouent des
roles bien distincts. Par comparaison avec I’étude des équations d’évolution hyperboliques, disons
que la variable z joue le role d’une variable de temps (c’est-a-dire le role d’un parameétre). Pour
éviter les confusions, nous noterons, dans cet exercice uniquement, V, le gradient par rapport a
z et Agu=3"7_ 07 u.

Considérons une fonction n = n(x), C* et bornée ainsi que toutes ses dérivées sur R"™. On note

1 2 Agm

a:77 :—7v s :77
1+ [Van|? o L Va2 7 T T Va2

et on considére 'opérateur
P(n) =02 + aly + B V0. — 70..
Le but de cet exercice est de factoriser P(n). Par exemple, si n =0, on a
P(0) = &2 + Ay = (0 — | D2|)(9: + | Da),

ou |Dy| est le multiplicateur de Fourier de symbole |].

Question préliminaire. Pour m € R, on note $™(R™) la classe des fonctions a = a(z,€), qui

sont O sur R x (RE \ {0}), telles que pour tout multi-indices e, 8 dans N" on a

sup sup { (1+ [¢) "+
TER™ [¢]>1

Ggﬁfa(m, €) ‘ } < +00.

La seule différence par rapport a la classe S™(R™) étudiée en cours est que le sup en & est pris

sur Pensemble {|¢| > 1} au lieu de R™. Introduisons une fonction x = x(§), C™ et telle que

x(@) =1 si [f[>2,  x(§=0 st [f[<1

a) Soit a € S™(R™), montrer que ya = x(&)a(x, ) appartient a la classe S™(R™). Montrer que

(x® — x)a appartient & S~F(R™) pour tout k > 0.

On note Op(a) Popérateur défini par
Op(a) = Op(ax).
b) Montrer que si a € S™(R™) et b € S™ (R™), alors

Op(a)Op(b) = Op(ab) + L_1,



ou L_; est d’ordre m +m’ — 1 (rappel : on dit qu’un opérateur est d’ordre m € R ¢’il est borné
de HH#(R™) dans H*~™(R"™) pour tout p € R). De méme, montrer que

Gp(0p() = Op (0 + G201 0:0)) + 1

ol L_o est d’ordre m +m' — 2.
1. Considérons deux symboles a = a(z,§), A = A(x,§) vérifiant

a=aP4+ad” ou oV ed(R?) et o e SORM),
A=AD 4 4O ou AWM € SR et AQ e SOR™),

et tels que

0 aWAMm 4 %8§a(1) 0, AN 1 M AO) 4 40 40 — 4 ’5‘2 7
a+A=—if - £+ 1.
Posons
Ry = aA, — Op(a)Op(A),
Ry = Op(a) + Op(A) + 5V, — 7.
Montrer que Ry est d’ordre 0.
Montrer que R; est régularisant (d’ordre —m pour tout m > 0).
2. Résoudre le systéme suivant par un calcul :
(@, ) AV (2,6) = —a() |,
a(z,) + AV (x,€) = —iB(x) - €.
Vérifier que I'on définit ainsi deux symboles qui appartiennent a S* (R™).

3. Montrer qu’il existe deux symboles a9, A appartenant a S°(R™) tels que
2@ A 4 oM 40) 4 %afam 0,AD Z 0, a© 4 4O — o,
4. En combinant les résultats des questions précédentes, on obtient la proposition suivante : Il
existe deux symboles a = a(x,€), A = A(x, &) appartenant a S*(R"), tels que
(2) 02 + @A + -V, — 0. = (9; — Op(a))(9: — Op(A)) + Ro + Ri0,

ol Ry est un opérateur d’ordre 0 et R; est régularisant.

Etant donné k£ € N, expliquer comment obtenir une factorisation similaire avec un reste Ry
d’ordre —k.



Exercice 2 : Régularité parabolique

5. Le but de ce probléme est d’étudier une équation d’évolution parabolique, dont I’exemple le
plus simple est 'EDP
Ow + |Dy|w =0,

avec t € [0, +o00[, z € R™. Calculer la solution & l'aide de la transformée de Fourier puis montrer

que
t 1 2
(3) Vvt € [0,+00], [w(t)|72 +/0 | |D2]Z w(s)|| ;2 ds < K w(0)]72 -

Le but des questions suivantes est de montrer un effet régularisant pour une équation parabolique
pseudo-différentielle. On souhaite démontrer la proposition suivante.
Proposition. Firons T > 0 et considérons un symbole a € S*(R™) & valeurs réelles vérifiant
Jde > 0/ Vo € R", V¢ € R™, a(x, &) > c(€) :c(1+]§\2)%.
Supposons que w € C1([0,T]; L>(R™)) est solution du probléme de Cauchy
Jyw + Op(a)w = f, w(0) =0,
ot f € CU[0,T); L2(R™)). Alors, pour tout € > 0, la fonction w(T) = w|i=7 vérifie

w(T) € H"¢(R™).

6. Pour ¢ € [0, 7], introduisons le symbole

et({l},f) ‘= €exp ((t - T)a($a£>) 3
de sorte que er = 1 et 9;(e;) = e;a. Considérons o € N et € N avec |a| + || < 1 (pour

simplifier). Montrer que, pour tout m > 0, il existe des constantes C,qg telles que

Cma —m—
Tl

pour tout t € [0,7T], tout =z € R™ et tout £ € R™.

20 en(x,6)| <

7. On admet que le résultat précédent est vrai pour tout multi-indices «, 8. En déduire que, pour
tout ¢ € [0, 1], il existe une constante K. telle que, pour tout ¢ € [0,7] et tout u € L*(R™) on a
les inégalités

K.
(T —t)l—=

H(Op(@tet) — Op(er) OP(‘I))UHHlfe < (T_Kte)l_g lJull 2 -

10p(er)ull fr1-e < lell 2

8. Vérifier que

T T
wT) = [ (0n(01e1) ~ Op(er) Op(@)u(t) e+ [ Opten) (0.

En déduire que w(T) € H!7¢(R"), ce qui conclura la démonstration.



Probléme 2 : étude d’une équation non linéaire

Considérons une équation elliptique non linéaire de la forme
Au+F(\Vu|2) =0 dans B,

ou B C R" est la boule de centre 0 et de rayon 1 et I': Ry — R une fonction C'* vérifiant
JA>0/Vs>0, 0<TI(s)<As.

On suppose que u € H'(B) est bornée et continue et qu’elle vérifie 'équation au sens faible :

(4) / <Vu -V — F(\Vu|2)g0> dx =0 pour tout Ve € Hi(B) N L™¥(B).
B

Exercice 3 : Inégalité de Caccioppoli (soigner la rédaction)

1. Soit R €]0,1[ et B := B(0, R) C B. Notons ug la moyenne de u sur la boule Bp et considérons
une fonction n € C§°(Bg). En utilisant (4) avec ¢ = (u — ug)n?, montrer que

3
1 / \Vul? n? de < 4/ (u—ug)?|Vny|* dz+ Asup |u — ug| \Vul? n? dz.
Br Br Br Br
(On pourra montrer cette inégalité avec d’autres constantes que 3/4 et 4.)

2. En déduire qu'il existe une constante Ry €]0, 1] dépendant du module de continuité de u telle

que, si 0 < r < R < Ry, alors

32
VUZdZES/ u—uR2dx.
/BT Vel (R—r)? BR\BT| |

Indication : on choisira bien la fonction 1, comme dans le cours.

Exercice 4 : Inégalité d’Harnack

On suppose de plus que u € H2(B) et que v > 0. On note M = supp u qui existe par hypothése.

3. Introduisons la fonction v définie par v(x) = %(eA“(I) — 1). Justifier que v € H(B) puis

calculer Vv et Av. En déduire que v est une sous-solution faible positive de —Awv < 0.

4. Considérons une sous-solution faible positive w € H'(B) de —Aw < 0. Citer un résultat

important du cours qui implique que Hw||Loo( y<C HwHL?(B)-

By 2
En utilisant un argument de dilatation (un changement de variable homothétique en z), en

déduire qu'il existe une constante C telle que, pour tout r €]0, 1], on a

1 > \?
supv < Cp | — lv(x)|” dz ) .
B’I‘/2 r T



5. En déduire qu’il existe une constante Cs, ne dépendant que C7, A et M, telle que

1 , o \?
supu < Co | — lu(x)|” dx | .
B'r/2 r T

6. Admettons l'inégalité d’Harnack suivante pour les fonctions sous-harmoniques : si v € H'(B)
vérifie v > 0 et
Vo € HY(B)NL™®(B), ¢ >0, / Vv -Veodr >0,
B

alors il existe ¢ > 0 telle que

. 1 2 \?
vr €]0,1[, info>c{— |v(x)]” dx ) .

B,/ r

u

En étudiant la fonction w = 1 — ™%, montrer qu’il existe une constante C3, dépendant de M,

telle que

1 > \?
(/ lu(z)] da;) < Cj inf wu.
™ /B, B, /2

On a donc montré une inégalité d’Harnack : il existe une constante K = K (M) > 0 telle que,

Vr €]0,1[, supu < K inf u.
Br/2 B'r/2

Probléme court : relation entre L> et C?

1. Montrer qu’il existe une constante C' telle que, pour tout € €]0, 1] et toute fonction f appar-
tenant & I'espace de Holder C%¢(R™), on ait

c 11l co.e
Fllroe < —Ifllolog | e+ )
| HL c | HCQ ”fHCQ

Indication : utiliser la décomposition de Littlewood-Paley et, pour N € N & choisir, écrire que

1l < D0 18F oo + D 186 e -

g<N-1 q=N

2. Considérons la distribution
oo
194
uw = § :622 T
q=0

Montrer que u € CV\ L.



Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles

Corrigé de 'examen

Exercice 1

Question préliminaire

a) La fonction ya est C*°, puisque a est C* sur un voisinage du support de y. De plus, pour
tous a, f, puisque x(§) =0si €] < 1,

sup (1+ (€))7 029; (va) (. €)]

z,£ER™
<3Gy sup (1+ [¢]) b ()|0207 " a(x, €)]

b<p z,E€ER™
< 3 G+ 2N sup (1 [E) AP0 Pa(a, €)|
0<b<f z,6€R,|€[>1

+Collxllz=  sup (14 [g)) 20 (e, €)]

xz,LeR™,[€[>1

< 400

Donc ya € S™(R™).

Le symbole (x? — x)a est & support compact en £. Il est donc dans S™°(R™) (exercice 0 du TD
4).

b) D’apres un théoreme de calcul symbolique, si a € S™, b € S™,

Op(a)Op(b) = Op(xa) Op(xb)
= Op(x*ab) +1_4,

avec [_; € Op(S™+m'—1),

De plus, si on note r = x(x — 1)ab, on a Op(a)Op(b) = Op(ab) + Op(r) 4+ I_;. Clest bien de
la forme voulue : Op(r) 4 [_; est d’ordre m + m/ — 1, puisque I_; € Op(S™*™ 1) et, par a),
Op(r) € Op(S5™).

De méme & 'ordre suivant :
Op(a)Op(b) = Op(xa) Op(xb)

1
=Op <X2ab + gag(xa)ﬁz(xb)) +1_,

0p (xab+ 1 @ka)(@.0) ) + O (Txa(@0)(@:0) ) + Lo

1

_ Op <xab n X%@@(@b)) +Op (X(X —1) (ab + %((’ka)(axb)))



+0p (lxa(ﬁgx)(axb)> fl
= Op (ab + —(0¢a)(0, b)) + Op <X(X —-1) (ab + = (0:a) (0, b)))
+0p Gxang)(axb)) +ls

Les opérateurs Op (x(x — 1) (ab+ 1(9¢a)(9,b))) et Op (2xa(dex)(9,b)) sont dans Op(S~)

(par a) pour le premier, par compacité en £ du support du symbole pour le deuxieme). Ainsi,

0p (xtx=1) (0 + 510:0)00)) ) + 00 ($xa(00)(@,0)) + 1 € Op(s™ )

ce qui implique le résultat.

1.Ona Ry = Op(a+A)+ .V, —v = Op(—if.{+7) + Op(iB.£ —7) = Op((x — 1)(i8.£ — 7).
Le symbole (x — 1)(¢8.£ — ) est a support compact en . Il appartient donc & S~ et Ry est
régularisant.

D’apres la partie b) de la question préliminaire, puisque a et A sont dans Sy,

Op(a)Op(A) — Op(ad + %@a@xA) € Op(SY). (1)
De plus,
aA+ (aga)(a A) =aV AW 1 O A0 4 W40 4 04O
% (0:aM 0, AW + 9:a V9, AY + 9:aM9, A + 0ca00,A)
donc

aA+ = (aga)(a A) = aWAW 4 O A0 4 qMAO0 4 l@ga(l)amA(l)
1

avec 1 € Op(S°).
D’apres les propriétés de A, A© ¢ ¢©)

aA+ = (8@)((‘3 A) = —alf +r
ce qui fait que Op(ad + 19:ad,A4) — aA, = Op(—a¢|?) + o Op(|¢|*) + Op(r) € Op(S?). En

combinant avec (1), on obtient que Op(a) Op(A) — aA, € Op(S?).

2. Posons

L. VIEPQ + [Vanl?) — [Van £
R .
a 5 < i3.£ + 2 T Vol ,



1) _ 1 . . \/‘€|2(1 + |Vx77|2) _ |v:r:775|2
AV = 5 < ip.£ —2 FRNATE :

On a bien a + AW = —iB.¢ et alAD = —q|¢.

On a, par Cauchy-Schwartz |¢[*(1+ |V,n|?) — |Vn.€]* > |¢]% donc aV) et AY) sont bien définis
et C* en-dehors de 'ensemble {£ = 0}. Cela montre de plus que [£|*(1 + |V.n|?) — |V.n.£]?,
qui est dans S2, satisfait une condition d’ellipticité. Sa racine carrée est donc dans S (voir le

TD 7).
3. Posons

1 1

1 1
o ___ - (ZH5D & 1)
a 10— o (Z_aga 0, AY +~va ) .

Les équations voulues sont bien vérifiées. De plus, d’apres les expressions de la question précédente,
AM — (M ne g’annule pas si & # 0 et vérifie une condition d’ellipticité. Les symboles A©) et
a® sont donc bien définis et appartiennent & S°.

4. On procede par récurrence sur k. Supposons qu'on a fixé k > 1 et qu'on dispose d’une
factorisation

%+ al, + B.V,0, — 70, = (9. — Op(a))(d, — Op(A)) + Ry_1 + T,

avec Ry € Op(S~*~Y) et T régularisant.
On va définir @’ = a + a;, et A’ = A+ A, avec ai, A, € S7F bien choisis. On aura alors
02 + al, + B.V,0, — 0,
= (0. — Op(a + ax) + Op(ax)) (9. — Op(A + Ay) + Op(Ay)) + Ry—y + T0.
= (9 — Op(d))(9: — Op(4))
+ Op(ay) (9. — Op(A + A)) + Op(Ax)(9, — Op(a + a))
+ Op(ay)Op(Ag) + Ry + T0.
= (9. — Op(d'))(9. — Op(4))
+ Op(ag)(9. — Op(A)) + Op(Ax)(d, — Op(a))
+ Rp1 + Sy + T,

ot Sy, € Op(S~*).
On note 7,_1 le symbole de Ry_; et on choisit

Tk—1
A = —
A—a
a Tk—1
k:
A—a’



On voit par récurrence sur k que A — a est d’ordre 1 et vérifie une condition d’ellipticité. Les
éventuels zéros de A — a sont donc situés dans un ensemble de la forme R" x K avec K un
compact de R™. Quitte & multiplier Ay et a; par (1 — x) avec y une fonction bien choisie
de &, & support compact, ces deux symboles sont bien définis et, comme r,_; € S~*=1 ils
appartiennent a S

De plus, (Op(ay) + Op(Ax))d. = 0 et, & un reste d’ordre —k pres,

Op(az)Op(A) + Op(A;)Op(a) = Op(arA + Apa) = Ry_1.
On a donc, pour un certain R € Op(S~F),
02 + aly + B.V,0. — 10, = (0. — Op(a'))(9. — Op(A')) + Ry.
Exercice 2

5. Soit w une solution, qui soit dans L? pour tout temps. Alors, en prenant la transformée de
Fourier, on doit avoir
o + |€|lw = 0,

ce qui entraine
VE e Rt € RY, Wy (&) = g (&)e N,

Réciproquement, si on pose, pour tout ¢t > 0,
wy = F L (f — wo(x)e_mt) ,

cela définit bien une solution de ’équation.
Montrons maintenant que I’équation (3) est satisfaite.

t 1 . t .
@I + [ 11D 20| ads = o (Il + [ 117201 )
1z + [ lellanopas) a

_ 1 A —2)¢] L el 2lels
= @) /Rn |0 (€) | (e 25t+/0 |€|e2¢ ds> d¢
1

—~

I
—~
[\
N [ =
S—
3
ﬁi\

~ o L (@ (724 L (1 ) Y
- o [ ot (2R )

o (€)PdE

IA
=
N | =
=
T

6. On n’utilise pas ici ’hypothese |a|+|5] < 1. La fonction 8?8? e; est une combinaison linéaire
finie de termes de la forme

(t—T)" (0297 a)...(027 0" a) exp((t — T')a) (2)



avecr N, a1 +...+a, =aet f1+ ..+ 5, = 0.
Cette propriété se vérifie par récurrence sur |af + |3].
Pour tout M, il existe c); tel que la fonction x — e* satisfait, sur R,

e < eprlz| ™.
Supposons un tel ¢y, fixé. Chaque terme de la forme (2) est alors majoré par :

cnlt — TI"021 0 al...|087 0 al [t — T~ M|a| ™
<en Dt =TI () e — 1Mo M
Sen D't =T (M) e — M g
_ CMDI’t o T‘—(M—r) <£>—|ﬁ\—(M—T) _

En prenant M = m + r, on a bien une majoration de la forme voulue.

7. Prenons m = 1 —e. D’apres la question précédente, e, est, pour tout ¢, un symbole de S~
dont toutes les semi-normes sont majorées, lorsque ¢ varie, par (T —t)~(1=9 (multiplié par une
constante). Donc e, est un opérateur continu de L? vers H'~¢, de norme au plus K (T —t)~(179),
pour une certaine constante K.. Cela implique la premiere inégalité.

De plus, puisque e; € S~ et a € S, les théorémes de calcul symbolique impliquent que
Op(dses) — Op(ey) Op(a) = Op(ae;) — Op(e;) Op(a) appartient & Op(S~11~9), avec une norme
contrdlée par le produit d’une semi-norme de e, dans S~(179 et d’une semi-norme de a dans
S'. Donc Op(dse;) — Op(e;) Op(a) appartient & S~(=9 pour tout ¢, avec une norme majorée
par C.(T —t)~'=9 pour une certaine constante C.. Cela implique la deuxieme inégalité.

8. On va montrer que, pour tout t,

Opleuw(t) = /0 (Op(Dhes) — Op(es) Op(a))w(s)ds + /O Op(es)f(s)ds.

Puisque e = 1, cela implique 1’égalité demandée.

Pour t = 0, les deux membres de 'égalité sont égaux (ils sont tous les deux nuls). Puisque les
deux membres sont dans C'([0; 7], L*(R")), il suffit de montrer que leurs dérivées coincident,
c’est-a-dire

O; [Op(er)w] = (Op(drer) — Op(er) Op(a))w(t) + Op(er) f(t)
<= 0, |Op(e;)w] = Op(drer)w(t) + Op(es)yw(t) = 0y [Op(es)w] .

On a donc bien I'égalité voulue. Déduisons-en que w(T) € H'~¢(R").
D’apres la question précédente,

i

T
leo(T) |-« < K. ( |- t)(l@dt) (aug o (®)lz2 + sup Hf(t)HLz)

(0;7]

=K. 'Te (sup [lw(t)||rz + [Su[? Hf(t)HLz) < +o00.
0;T



Exercice 3 :

1. On suppose ur = 0. Quitte a soustraire ug & u (ce qui ne change pas le fait que u est solution
faible de I’équation considérée), c’est possible.
Considérons ¢ = un?. C’est bien une fonction de H}(B) N L>°(B). Appliquons-lui la propriété

(4).
0= /B(VU.V<;5— L(|Vul|?)¢)dx
:/3772|Vu|2—|—2/BVu.(V17)nu—/F(|Vu|2)n2u.

B
Donc
2 2 2N 2
/n |Vl ——2/Vu.(Vn)nu+/F(|Vu| n“u
B B B
1/2 1/2
<o [iware) ([erwr) s [ rovueytil
B B
Ainsi :
1/2 1/2\ 2
(( [orwa) = ([ wrvar) ) < [+ [ r0vupyiil
B B
D’ou :

[ vl < (\/ Jurwar s [ rqwuyetal + ([ ewa?) /)

= [arval s [ eqvalyelal + [ v
B

+ \//WIVUPJF/BF(IVuP)naw </u2|V7]|2>1/2

<2 / 2|V + / D(VulP)lu
B

1 3
w5 ([ervar+ [ rovaiea) + 5 [
3 . 4

37 2 s, 4 2N 2
_ 2L 2T
[+ 3 [ rqvupii
37 4
< 2 2 —A/ 2 92
<1 u?|Vnl© + 34 |Vul“n®|ul

37 4
<35 [var+ 54 (swlu) [ v
12 3 Bnr B



En multipliant par %, on a le résultat demandé, en utilisant 1'inégalité %% <A4.
2. La fonction u, étant continue, est uniformément continue sur tout compact inclus dans B.
Si Ry est assez petit, on peut donc supposer que supg, |u — ug| est arbitrairement petit, quel
que soit R < Ry. Prenons par exemple

1

— <
s;}g)]u ug| < 1A

Alors l'inégalité précédente entraine que
|19l <8 [ (- unf| Vol 3)
Br Br

Soit f : R — R une fonction C>* qui vaut 1 sur R~ et 0 sur [1;4o00[. Choisissons n(z) =

f (—”E/”_T) pour un R’ €]r; R[ quelconque.
C’est une fonction a support compact inclus dans Bg, qui vaut 1 sur B,.

On peut appliquer a n la relation (3) :

[ wap < [ (9l
T Br

< 8/ (u — ug)?| V|
Br

8 "2 2
< mufum/BR_BT(u—uR)

On se convainc du fait qu’on peut choisir f de sorte que ||f'||o < 2 et alors, en faisant tendre
R’ vers R, on a le résultat.

Exercice 4 :

3. La fonction v est bornée (car u I'est) donc v est dans L?. En outre, la fonction G : z € R —
el — 1 est C!, vérifie G(0) = 0 et est de dérivée bornée sur [0, ||u||]. Donc, d’aprés un lemme
du cours, G o u est dans H' et vérifie V(G ou) = (G’ o u)Vu.

On a donc Vv = e4“Vu. Les fonctions e?* et Vu sont a la fois dans H' et dans L?, donc v est
H? et Av = e Au + Ae|Vul?.

En outre, Av = e*Au+Ae | Vu|? = —eT(|Vu|?)+Ae|Vu|? > —e A|Vu|>+Ae|Vu|? =
0. De plus, v est positive car u est positive. Donc v est bien une sous-solution faible positive de
—A.

4. Le premier résultat provient du théoréme 7.14 (partie < Itérations de Moser ), appliqué a
L=A.

Soit r €]0;1]. Posons v,.(t) = v(tr). Il s’agit toujours d’'une sous-solution positive de —A.
Comme on vient de le voir, il existe ¢ > 0 indépendante de v et r telle que

1/2
supv, < ¢ (/ |vr(:p)|2d$> :
By By



C’est exactement équivalent a

1 1/2
supv < ¢ <— |v(1;)\2dx) :
Br/2 T By

5. Pour tout z, puisque u(z) > 0,

u(z) = %(1 + Au(z) — 1) < v(z) < eMu(x).

La deuxieme inégalité est une conséquence du théoreme des accroissements finis, appliqué a la
fonction exp, dont la dérivée sur [0; AM] est bornée par e,

1/2 1/2
Donc supp_, u <supp v < C (7% fBr |v(x)|2dx> < Cre™M (% s |u(x)|2dx> _

6. Posons w = 1 — e~ *. Par le méme raisonnement que précédemment, w est dans H? et vérifie
Vw = e "Vu, Aw = e "Au — e *|Vul* = e (=T(|Vul?) — |[Vul?).

Puisque I' est positive, Aw < 0.

D’apres 'inégalité de Harnack, on a donc, pour une certaine constante c,

1 1/2
inf w > ¢ (—/ |w(:c)|2dx> :
B, /2 " JB,

Or, pour tout x, e Mu(z) < w(xr) < u(x) (de méme que précédemment). On en déduit

1 1/2
inf u > ce™™ (—/ |u(x)|2dx) :
B2 T B,

Probléme court :

1. Pour tout N € N*,

1fllz= < D0 A Flloo + X 11401l

g<N-1 q>N

< (N +D|Iflleo + ellflleoe 27

q>N
0 + [ f1leo.27°).

< d(N|f

71leo

||f||co,e) ( I/ cg)_l
ol
(g(+ 17lee ) F 2 T Tl

C/ f CO0,e
S2—||f||c910g2(6+” ! )
€ ||f co

Prenons pour N la partie entiere de élog2 (e + lfco’é). Alors

C/
il < 117




2. On a, pour tout g, Aju(z) = *'® (éventuellement & une constante multiplicative pres) donc
Vq € N, 1A~ <1,

ce qui implique u € CY.
Supposons maintenant par I’absurde que v € L. Pour tout N € N,

=

~1
u(z) = e + u(2V )

q

Il
o

. N—1 ; .
donc, puisque z — Y =0 €' est continue et vaut N en 0,

lullze > N = [[u(2 )]z = N = [Jul |

Ainsi, pour tout N, ||u||p~ > N/2. C’est absurde.



