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Exercice 1

On consideére la famille de densités {fy : 6 € R}, par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R, de la forme :

fole) = exp (— |~ 61).

On observe n variables aléatoires X1,..., X, i.i.d. de densité commune fy
et on désigne par X une variable aléatoire de densité fy.

1.
2.

Calculer Ey(X) et Vy(X).

Expliciter la fonction de répartition de X et en déduire la médiane de
la loi de X.

Préciser én, I’estimateur de 6 par la méthode des moments.

4. Donner la loi limite de 6, lorsque n — +o0.

5.a Calculer le risque quadratique de én

5.b Soit o €]0;1[. Si n est trop petit pour que l'on puisse utiliser
la loi limite, comment faites-vous pour construire un intervalle de
confiance symétrique pour 6 de niveau 1 — «? Donner précisément
la forme de cet intervalle.

On suppose désormais, et jusqu’a la question 7 incluse, que n est assez

grand pour que ’on puisse utiliser la loi limite de ’estimateur comme

approrimation de sa vraie loi.

Construire un intervalle de confiance symétrique pour 6 au niveau
de confiance 96% (on rappelle que le quantile d’ordre 0,98 d’une loi
N(0,1) a pour valeur zggs = 2,05).



7. 7.a On veut tester 'hypothese que 6 < 0 contre l'alternative 8 > 0 au
niveau 2%. Donner la région de rejet du test.
7.b Calculer la puissance 3,(0) de ce test. Quelle valeur minimale de
n faut-il choisir pour que la puissance soit supérieure ou égale a 0, 98
pour 6 > 1/47

8. Un statisticien torturé souhaite estimer le parametre /|f|. Proposer
un estimateur de cette quantité et donner sa loi limite.

Exercice 2

On considere le modele de régression
i = i + i =1,...,n,

ou les x; sont déterministes et les erreurs ¢; sont indépendantes et dis-

tribuées selon une loi normale d’espérance 0 et de variance o2 connue.

1. Calculer 6, estimateur du maximum de vraisemblance de 6. Préciser
son biais et sa variance.

2. Calculer l'information de Fisher J(¢) du modele par rapport aux ob-
servations Yi,...,Y,.

3. Soit a €]0, 1[. Donner un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour
0, basé sur la statistique 6,,.

Exercice 3

On veut garantir 'anonymat dans certaines enquétes par sondage. Admet-

tons que 'on cherche a savoir quelle est la proportion p de personnes qui

remplissent leur déclaration fiscale de fagon honnéte. On demande alors a

chaque personne interrogée de se retirer dans une piece et de jouer a pile ou

face de la facon suivante :

— Si elle obtient “pile”, elle doit répondre honnétement par “oui” ou
par “non” & la question : “Votre déclaration fiscale est-elle honnéte 7”

— Si elle obtient “face”, elle doit lancer la piéce a nouveau et répondre
par “oui” ou par “non” a la question : “Avez-vous obtenu “face” au second
tirage 7”



Remarque : si la personne interrogée répond “oui” (resp. “non”), il est im-
possible a l'enquéteur de savoir a quelle question la réponse est “oui” (resp.
“non”). L’anonymat est donc préservé.

On note alors p la proportion (théorique) de déclarations fiscales honnétes
dans la population considérée et m la proportion (théorique) de réponses
“oui”. On désigne enfin par X la variable aléatoire qui compte le nombre de
“oui” dans une enquéte menée sur n personnes.

Etablir une relation simple entre 7 et p.

Donner un estimateur 7 de 7. En déduire un estimateur p de p.

Calculer le risque quadratique de p.

Ll S

Soit v €]0,1[. Donner un intervalle de confiance asymptotique de ni-
veau 1 — « pour p.

5. Application numérique : n = 1000, x = 600. On rappelle que,
pour une loi N'(0,1), 20975 = 1,96. Donner une estimation de p et un
intervalle de confiance (asymptotique) & 95%. Quel est le prix payé
pour la confidentialité ?

Exercice 4

1. On considere une fonction de répartition Fy sur R. On dispose de n ob-
servations i.i.d. de fonction de répartition commune inconnue F. Rappeler
comment tester que F' = Fj contre 'alternative F # Fjy au niveau a.

2. On suppose dans cette question que Fy est la fonction de répartition
associée a la densité fy de 'exercice 1.

2.a Si G est la fonction de répartition de la loi uniforme sur [—1; 1], que
vaut

A =sup |Fy(z) - G(x)] 7

2.b En déduire une minoration de la puissance du test précédent lorsque
F = G et n est suffisamment grand.

Probleme

Dans tout le devoir, la lettre B désigne la tribu borélienne de R?. On rappelle
que si f et g sont deux densités de probabilité sur R?, c’est-a-dire deux
fonctions mesurables positives ou nulles telles que

[r=]a=1

3



(toutes les intégrales sont calculées par rapport & la mesure de Lebesgue),

alors
/'f_g:22%%/,9f_/,99‘:2/,4f9(f_g)’

olt Ay est I'ensemble {f > g}, c’est-a-dire

Apg = {l’ eR?: f(z) > g(:x)}
Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Scheffé.

A. Préliminaires. Soit A une classe de sous-ensembles de R?, de cardinal
(pas nécessairement fini) > 1. On appelle coefficient de pulvérisation de n
points par la classe A la quantité

Sa(n) = max Card{{z1,...,2,}JNA: Aec A}.

x1,...,en ERD

La dimension de Vapnik-Chervonenkis V4 de A est alors définie comme le
plus grand entier n tel que
Sa(n) =2"

(lorsque S 4(n) = 2™ pour tout n, on pose V4 = +00). Lorsque V4 < +o0,
on admettra le résultat combinatoire suivant, connu sous le nom de lemme

de Sauer :
Va n
S_A(n) < Z (’L)
i=0

1. Que représentent S4(n) et V4 ?

2. Exemple. Sid=1et A= {] —o0;a] : a € R}, que vaut V47 Et si
A ={[a;b] : a,b e R}?

3. Soit A une classe d’ensembles de cardinal fini > 1. Montrer que
V4 < logy(Card A).

4. Soit A une classe d’ensembles admettant une dimension de Vapnik-
Chervonenkis V4 finie. Prouver que, pour tout n,

Sa(n) < (n+1)".



5. Soit Xi,..., X, un échantillon d’observations i.i.d. dont la loi com-
mune est y, et soit A une classe de boréliens de R? de cardinal fini.
Montrer alors que

\/10g(26 x Card A)

2n ’

E {31613 lun(A) — M(A)!} <

ou p, représente la mesure empirique associée a X1, ..., X, (c’est-a-
dire pun(B) = (1/n) 371" 1ix,eB))-

Dans toute la suite du probléme, nous admettrons que si A est une classe
quelconque de boréliens de R?, alors

E&wmam—mm@=0< mwnm»)
AcA n

D’une certaine fagon, ce résultat généralise donc celui de la question 5.

B. Un probleme de sélection. On se donne désormais un échantillon
X1,...,X, de variables aléatoires indépendantes et de méme loi a densité
inconnue f. On se donne également un ensemble F de densités candidates,
paramétrées par un parametre 6 :

F={fp:0c0}.
Le but du jeu consiste a sélectionner dans F la “meilleure” densité possible,
en se basant exclusivement sur I’échantillon X1i,..., X,.
1. Soit @, la mesure empirique associée a ’échantillon X;,..., X,. Ex-

pliquer pourquoi la stratégie consistant a sélectionner 6 dans © en
minimisant en 0 la quantité

sup
BeB

[ o= mm)

2. On introduit alors la collection d’ensembles
A={{fo> Jo}: (0.0) € 02},

Afin de choisir la “meilleure” densité dans F, on propose désormais de
minimiser en 6 le critére suivant :
/ f 6 — HUn (A)‘ :
A

est une fausse bonne idée.

A(#) = sup
AeA




On note 6* un élément de © tel que A(6*) = infyce A(6) (on suppose
pour simplifier que 6* existe).
2.a Soit 6 un élément de © tel que

J15a=11=int [15a- 7

(on suppose encore que f existe). Montrer que

[~ 5 §4SUP’/fé—un(A)‘-
AcA|JA

2.b Montrer alors que

[1f=n1<sint 15— 11+,

ou A, est une quantité aléatoire que ’on précisera.

3. 3.a On désigne par S4(n) le coefficient de pulvérisation de n points
par la classe A. Montrer que

E{/|f@*—f|}§361161£/|f0_f|+0< bg(?(n))>

3.b Donner une interprétation statistique de I'inégalité ci-dessus.

C. Application. On se place sur R et on choisit comme classe F 1’en-
semble des densités gaussiennes paramétrées par leur moyenne et leur va-
riance, c’est-a-dire

1

V2ro?

F = {fe(x) = e~ (@=m)?/(20%) . g _ (m,0?) € R x ]0; —i—oo[} )

1. Montrer que, dans ce cas, A est contenue dans une classe d’ensembles
Bs que 'on décrira.

2. Déterminer la dimension de Vapnik-Chervonenkis V' de Bs.

3. En déduire que

V1
E{/\f@*—f\}§3ggg/|fe—f|+0<\/ Zg”>-




