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Introduction
On s’intéresse dans ce mémoire à la résolution de l’équation de Szegő cubique :

i∂tu = Π(|u|2u) u ∈ L2
+(T)

où u est dans L2(T) et Π le projecteur orthogonal sur L2
+(T) :

Π(
∑
k∈Z

û(k)eikθ) =
∑
k∈N

û(k)eikθ.

C’est un exemple de système hamiltonien de dimension infinie associé à la fonction de Hamilton

E(u) :=
1

2π

∫
T

|u|4dθ, u ∈ L4
+(T).

On commence dans un premier temps par donner les notions et théorèmes fondamentaux de la mécanique
hamiltonienne en dimension finie [2]. On introduit à cet effet la notion de systèmes intégrables, associée au
théorème de Liouville. On montre ensuite que ce formalisme hamiltonien peut se généraliser à la dimension
infinie. Il fournit un cadre privilégié à la résolution de l’équation de Szegő, pour laquelle on peut exhiber
des lois de conservation idoines. On démontre alors l’existence de solutions globales dans les espaces de
Sobolev Hs

+(T) avec s > 1/2.([11],[13])

On change par la suite de point de vue, en introduisant la notion de paires de Lax. Ce cadre ad hoc permet
de construire des solutions pour l’équation de Szegő à partir du spectre d’opérateurs bien choisis : on obtient
des énoncés de théorie spectrale inverse.([22])

Enfin, on s’intéresse à une généralisation naturelle de l’équation de Szegő. On ne dispose plus pour
celle-ci du cadre de la géométrie symplectique. On introduit à cet effet des outils d’analyse harmonique, de
théorie du potentiel et d’intégrale singulière.
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Première partie

Éléments de mécanique hamiltonienne
On introduit dans cette première partie les notions et théorèmes classiques de la mécanique hamiltoni-

enne en dimension finie. Toutes les fonctions considérées dans cette première partie seront de classe C∞.

1 Variétés et formes différentielles

1.1 Formes extérieures algébriques
Définition 1.1. On appelle forme algébrique extérieure de degré k ou k-forme algébrique sur un espace
vectoriel E de dimension finie Rn, une fonction k-linéaire et antisymétrique sur Rn. L’ensemble des k-
formes algébriques sur E forme un espace vectoriel qu’on notera ΛkE.

Exemple. 1. À tout vecteur A ∈ R3 euclidien orienté, on associe ω1
A(x) := 〈A|x〉.

2. À tout vecteur A ∈ R3 euclidien orienté, on associe ω2
A(x, y) := det(A, x, y).

On souhaite désormais définir un produit entre formes algébriques extérieures. Commençons par le
définir sur les 1-formes algébriques.

Définition 1.2. Soient k 1-formes algébriques ω1, . . . , ωk sur E. On définit le produit extérieur de ces k
1-formes et on note

(ω1 ∧ . . . ∧ ωk)(x1, . . . , xk) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ω1(x1) · · · ωk(x1)
...

...
ω1(xk) · · · ωk(xk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Cette définition s’interprète comme suit : étant donnés k vecteurs x1, . . . , xk de l’espace euclidien ori-

enté Rn et ω1, . . . , ωk k 1-formes algébriques, le produit extérieur ω1 ∧ . . . ∧ ωk évalué en (x1, . . . , xk) est
le volume orienté de l’image du parallélépipède (x1, . . . , xk) par l’application x 7→ (ω1(x), . . . , ωk(x)). Cette
interprétation géométrique sera fondamentale pour la suite.

Aucun des résultats suivants ne sera démontré, ces-derniers résultants tous de propositions classiques
sur l’algèbre extérieure associée à Rn.

Proposition. En reprenant les notations de la définition précédente, on a :
(a) ω1 ∧ . . . ∧ ωk ∈ ΛkE.
(b) (ω1, . . . , ωk) 7→ ω1 ∧ . . . ∧ ωk est antisymétrique.

On fixe désormais une base (x1, . . . , xn) de E et on note (x∗1, . . . , x
∗
n) la base duale. On dispose alors du

théorème suivant :

Théorème 1.1. La famille (x∗i1 ∧ . . . ∧ x∗ik , i1 < . . . < ik) forme une base de ΛkE.

Naturellement, le produit sur ΛE, l’ensemble des formes extérieures sur E, est défini comme suit :

Définition 1.3. Soient f =
∑

i1<...<ik ai1,...,ik x∗i1 ∧ . . . ∧ x∗ik ∈ ΛE et
g =

∑
i1<...<il bi1,...,il x

∗
i1
∧ . . . ∧ x∗il ∈ ΛE. On définit le produit extérieur de f et g par :

f ∧ g :=
∑

i1<...<ik ,i1<...<il

ai1,...,ik b j1,..., jl x
∗
i1 ∧ . . . ∧ x∗ik ∧ x∗j1 ∧ . . . ∧ x∗jl ∈ ΛE

Cette quantité est bien définie.

Théorème 1.2. Le produit extérieur est distributif, associatif et anticommutatif, c’est-à-dire que si f ∈ ΛkE
et g ∈ ΛlE, f ∧ g = (−1)klg ∧ f .

Enfin, étant données f : Rm 7→ Rn une application linéaire et ω ∈ ΛkRn, on définit sur Rm une nouvelle
k-forme f ∗ω : x ∈ Rm 7→ ω( f (x1), . . . , f (xn)). De plus, f ∗ conserve le produit extérieur, soit f ∗(ω1 ∧ ω2) =

f ∗ω1 ∧ f ∗ω2.
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1.2 Variétés et formes différentielles
On se donne pour la suite de cette section une variété différentiable M.

Définition 1.4. On appelle forme différentielle de degré 1 ou 1-forme sur M une application différentiable
ω : T M 7→ R, linéaire sur toute espace tangent TxM.

En d’autres termes, c’est une 1-forme algébrique sur TxM et � différentiable par rapport à x �.
Dans le cas particulier où M = Rn, on dispose du théorème suivant :

Théorème 1.3. Toute 1-forme différentielle sur Rn dans lequel on a choisi pour coordonnées x1, . . . , xn

s’écrit de façon unique :

ω =

n∑
i=1

ai(x)dxi,

où les coefficients ai(x) sont des fonctions différentiables.

Définition 1.5. On appelle k-forme différentielle ωx au point x d’une variété M une k-forme extérieure sur
l’espace TxM. Si une telle forme est donnée en chaque point de M et si elle est différentiable, on dit qu’est
donnée une k-forme ω sur la variété M.

On peut à nouveau dire qu’une k-forme différentielle est une k-forme extérieure sur les TxM, � différentiable
par rapport à x �.

À nouveau, dans le cas particulier où M = Rn, les k-formes prennent la forme naturelle suivante :

Théorème 1.4. Toute k-forme différentielle sur Rn dans lequel on a choisi pour coordonnées x1, . . . , xn

s’écrit de façon unique :
ω =

∑
i1<...<ik

ai1,...,ik (x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

où les coefficients ai1,...,ik (x) sont des fonctions différentiables sur Rn.

2 Variétés symplectiques
On introduit désormais la notion de variétés symplectiques, idoine dans la formulation de la mécanique

hamiltonienne.

2.1 Structure symplectique et hamiltoniens
2.1.1 Variété symplectique et espaces cotangents

On admet le théorème suivant :

Définition - Théorème 1. Soit ω une k-forme sur M. Alors, il existe une (k + 1)-forme dω sur M telle que
dans un système local de coordonnées, on ait

ω =
∑

i1<...<ik

ai1,...,ik (x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik et dω =
∑

i1<...<ik

dai1,...,ik (x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

dω s’appelle la dérivée extérieure de ω. De plus, ω 7→ dω est linéaire.

Définition 2.1. Soit M une variété différentiable de dimension paire. Une structure symplectique sur M est
la donnée d’une 2-forme différentielle ω sur M telle que :

(a) la dérivée extérieure de ω est nulle : on dit que ω est fermée ;
(b) pour tout α , 0 dans TxM, il existe β dans TxM tel que ω(α, β) , 0.

Le couple (M,ω) est alors appelé variété symplectique.

Définition 2.2. Soit M une variété différentiable de dimension n. L’espace cotangent à M en un point x ∈ M
est le dual de TxM. On le note T ∗x M et ses éléments sont les vecteurs cotangents à M en x.
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2.1.2 Champs de vecteurs et flots hamiltoniens

On va désormais définir un isomorphisme entre l’espace des vecteurs tangents et celui des 1-formes.
Soient (M, ω) une variété symplectique et x ∈ M. À tout ξ ∈ TxM on associe la 1-forme ωξ : η ∈

TxM 7→ ω(η, ξ). On définit de la sorte un isomorphisme entre TxM et T ∗x M. On note Jx : T ∗x M 7→ TxM son
inverse.
Enfin, on se donne H une fonction sur la variété symplectique M. Alors dH est une 1-forme différentielle
sur M à laquelle en chaque point de M est associé un vecteur cotangent à M. L’application notée JdH :
x ∈ M 7→ Jx(dH(x)) ∈ TxM est alors un champ de vecteurs sur M :

Définition 2.3. Le champ de vecteurs JdH est appelé champ de vecteurs hamiltonien associé à la fonction
hamiltonienne H ou plus simplement au hamiltonien H.

Sous certaines hypothèses, la théorie de Cauchy-Lipschitz assure qu’on peut associer à JdH un groupe
à un paramètre de difféomorphismes gt : M 7→ M, tel que

∀x ∈ M :
dgt(x)

dt
(0) = JdH(x)

Ce groupe est alors appelé flot hamiltonien de fonction de Hamilton H.

2.2 Algèbre de Lie des champs de vecteurs
2.2.1 Algèbre de Lie

Définition 2.4. On appelle algèbre de Lie un espace vectoriel E muni d’une opération bilinéaire anti-
symétrique (A, B) ∈ E × E 7→ [A, B] ∈ E vérifiant l’identité de Jacobi, c’est-à-dire telle que ∀A, B,C ∈ E,

[[A, B],C] + [[B,C], A] + [[C, A], B] = 0.

[A, B] se lit alors � commutateur de A et B �.

2.2.2 Algèbre de Lie des champs de vecteurs

Soient M une variété différentiable et A un champ de vecteurs sur M. Sont attachés à ce champ deux
objets fondamentaux :

1. Moyennant quelques hypothèses sur M, la théorie de Cauchy-Lipschitz assure l’existence d’un groupe
à un paramètre de difféormorphismes At : M 7→ M tel que ∀x ∈ M : dAt(x)

dt (0) = A(x).
2. Un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1 LA de différentiation suivant la direction du champ A : il

associe à toute fonction f : M 7→ R la fonction

LA f : x ∈ M 7→
d( f (At(x))

dt
(0)

Exemple. Par exemple dans le cas M = Rn, l’opérateur LA est donné par : LA =
∑n

i=1 Ai(x) ∂
∂xi

Plus
généralement, si (x1, . . . , xn) un système de coordonnées locales sur M, le flot At est défini par le système
d’équations différentielles :

ẋ1 = A1(x), . . . , ẋn = An(x).

L’opérateur LA est donc donnée dans les coordonnées locales par la même formule que celle vue pour Rn.

On se donne alors deux champs de vecteurs A et B sur une variété M. Il n’y a a priori aucune raison
que les flots At et Bs commutent ∀s, t. On va donc chercher à mesure le degré de non-commutativité des
flots At et Bs à l’aide d’une quantité idoine. Soit donc une fonction f définie sur M. On pose pour x ∈ M
δ(t, s, x) := f (AtBsx) − f (BsAt x). Cette différence est visiblement nulle pour s = t = 0. L’utilisation de la
formule donnée dans l’exemple précédent donne :

∂2δ

∂s∂t
(0, 0) = (LBLA − LALB) f (x) =

n∑
i, j=1

(Bi
∂A j

∂xi
− Ai

∂B j

∂xi
)
∂ f
∂x j

avec (x1, . . . , xn) un système de coordonnées locales sur M au voisinage de x. En admettant qu’à tout
opérateur différentiel linéaire du premier ordre est associé un champ de vecteurs, à l’opérateur LBLA−LALB

est associé un champ de vecteurs noté C.
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Définition 2.5. On appelle crochet de Poisson ou commutateur de deux champs de vecteurs A et B sur une
variété M et on note [A, B] l’unique champ de vecteurs sur M tel que L[A,B] = LBLA − LALB.

Théorème 2.1. Le crochet de Poisson transforme l’espace vectoriel des champs de vecteurs sur la variété
M en une algèbre de Lie.

On choisit alors le crochet de Poisson [A, B] comme quantité pour mesure le degré de commutativité
des flots At et Bs. On dispose en effet du théorème suivant :

Théorème 2.2. Les flots At et Bs commutent si et seulement si le crochet de Poisson [A, B] est nul.

Preuve. En effet, l’implication directe est claire. La réciproque est technique ([15]). Montrons que ∀x ∈
M, AtBs(x) = BsAt(x), ou encore que ∀F ∈ C∞(M) on a F(AtBs(x)) = F(BsAt(x)) ∀x ∈ M. On pose
ξ := AtBs(x), ζ =:= BsAt(x). On considère le développement en série de Taylor de F(ξ) − F(ζ) autour de
s = t = 0. On a :

F(ξ) − F(ζ) =t
(
∂

∂t
(F(ξ) − F(ζ))

)∣∣∣∣∣∣
t,s=0,0

+ s
(
∂

∂s
(F(ξ) − F(ζ))

)∣∣∣∣∣∣
t,s=0,0

+
t2

2

(
∂2

∂t2 (F(ξ) − F(ζ))
)∣∣∣∣∣∣

t,s=0,0

+
s2

2

(
∂2

∂s2 (F(ξ) − F(ζ))
)∣∣∣∣∣∣

t,s=0,0
+ st

(
∂2

∂t∂s
(F(ξ) − F(ζ))

)∣∣∣∣∣∣
t,s=0,0

+ o(t3, s3, ts2, st2)

On va calculer les différents termes :

∂

∂t
F(ξ)

∣∣∣∣∣
t,s=0,0

=
∂

∂t
F

(
AtBs(x)

)∣∣∣∣
t,s=0,0

= LA F(Bs(x))|s=0

= LAF(x)

et

∂

∂t
F(ζ)

∣∣∣∣∣
t,s=0,0

=
∂

∂t
F

(
BsAt(x)

)∣∣∣∣
t,s=0,0

= LA F(At(x))
∣∣∣
t=0 où G := F(Bs)|s=0

= LAG(x)
= LA F(Bs(x))|s=0

= LAF(x)

Ainsi, ∂
∂t (F(ξ) − F(ζ))

∣∣∣
t,s=0,0 = 0

Par symétrie, on a de même ∂
∂s (F(ξ) − F(ζ))

∣∣∣
t,s=0,0 = 0.

Restent les termes de degré 2 :

∂

∂t
F(ξ) =

∂

∂t
F(At(y)) où y = Bs(x)

=LAF(At(y))

∂2

∂t2 F(ξ) =
∂

∂t
LAF(At(y))

=LALAF(AtBs(x))
=LALAF(x) en t, s = 0, 0

∂

∂t
F(ζ) =

∂

∂t
G(At(x))

=LAG(At(x))

∂2

∂t2 F(ζ) =
∂

∂t
LAG(At(x))

=LALAG(x)
=LALAF(x) en t, s = 0, 0
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Donc ∂2

∂t2 (F(ξ) − F(ζ))
∣∣∣∣
t,s=0,0

= 0.

Par symétrie, on a de même que ∂2

∂s2 (F(ξ) − F(ζ))
∣∣∣∣
t,s=0,0

= 0.

Enfin, on sait que ∂2

∂t∂s (F(ξ) − F(ζ))
∣∣∣∣
t,s=0,0

= (LBLA − LALB)F(x) = 0.

Ainsi, F(AtBs(x)) − F(BsAt(x)) = o(t3, s3, ts2, st2).
On commence par considérer des temps t et s de l’ordre de ε. Alors, suivant que l’on applique le champ

A puis le champ B, ou l’inverse, on obtient un écart de l’ordre de ε3, soit :

F(AtBs(x)) − F(BsAt(x)) = o(ε3)

On se donne désormais t et s deux temps fixés quelconques. On quadrille l’espace par des carrés de côté
ε. Chaque carré représente le petit espace parcouru pendant un petit temps ε, suivant le champ A ou B. On
vient de prouver que lorsque l’espace entre deux chemins diffère d’un carré, on obtient une différence en
o(ε3). En modifiant par étapes successives le chemin parcouru d’un carré, on obtient :

F(AtBs(x)) − F(BsAt(x)) =
st
ε2 o(ε3)

sachant qu’on a t
ε

s
ε

étapes intermédiaires. Ceci est valable pour tout ε, ce qui achève la démonstration.
�

2.3 Algèbre de Lie et hamiltoniens
2.3.1 Crochet de Poisson de deux hamiltoniens

Soit (M, ω) une variété symplectique. On a vu qu’à une fonction H : M → R, on peut associer un
groupe à un paramètre de difféomorphismes, par exemple le flot de hamiltonien H, qu’on notera par la suite
gt

H . On se donne une autre fonction F : M → R.

Définition 2.6. On appelle crochet de Poisson de F et H la dérivée de la fonction F suivant la direction du
flot de hamiltonien H. On le note

(F,H)(x) :=
dF(gt

H(x))
dt

(0).

Proposition. Pour qu’une fonction F soit intégrale première du flot de hamiltonien H il faut et il suffit que
le crochet de Poisson (F,H) soit identiquement nul.

On peut également voir le crochet de Poisson de la manière suivante, en utilisant l’isomorphisme J
introduit plus haut et la définition de gt

H :

Proposition.
(F,H)(x) = dF(x) · JdH(x).

On en déduit les deux corollaires suivants :

Corollaire.
(F,H)(x) = ω(JdH(x), JdF(x))

Corollaire. Le crochet de Poisson est une fonction antisymétrique et bilinéaire de F et H.

2.3.2 Crochet de Poisson et intégrales premières

On souhaite désormais mettre une structure d’algèbre de Lie sur l’ensemble des fonctions de Hamilton.
Commençons par les résultats suivants :

Proposition. Les crochets de Poisson de trois fonctions A, B,C sur M vérifient l’identité de Jacobi.

Preuve. Voir la sous-section 2.4.3. �

On déduit de cette identité le résultat fondamental suivant :

Théorème 2.3 (Théorème de Poisson). Le crochet de Poisson de deux intégrales premières (F1, F2) d’un
système de hamiltonien H est de nouveau une intégrale première.
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2.3.3 Algèbre de Lie et hamiltoniens

On remarque que si l’on se donne (x1, . . . , xn) un système de coordonnées locales sur M, HA,HB,HC

des fonctions de Hamilton de champs hamiltoniens A, B,C sur M on a :

((HA,HB),HC) = LC LBA.

On déduit de cette formule le corollaire suivant :

Corollaire. Soient B et C des champs hamiltoniens de hamiltoniens HB et HC . Alors [B,C] est un champ
de vecteurs hamiltonien de fonction de Hamilton (HB,HC).

Enfin, de ce dernier corollaire, on déduit la série suivante de résultats sur la stabilité de certaines pro-
priétés liés aux hamiltoniens :

Définition 2.7. On appelle sous-algèbre d’une algèbre de Lie L un sous-espace vectoriel de L qui contient
le commutateur de deux quelconques de ses éléments.

Corollaire. Les champs de vecteurs hamiltoniens sur une variété symplectique engendrent une sous-algèbre
de l’algèbre de Lie de tous les champs.

Corollaire. Les intégrales premières du flot hamiltonien engendrent une sous-algèbre de l’algèbre de Lie
de toutes les fonctions sur M.

Enfin, on peut naturellement envoyer l’algèbre de Lie des fonctions sur M sur la sous-algèbre de Lie
des champs de vecteurs hamiltoniens :

Corollaire. L’application de l’algèbre de Lie des fonctions sur M sur l’algèbre de Lie des champs de
vecteurs hamiltoniens est un homomorphisme d’algèbre de Lie.

2.3.4 Loi de conservation de l’énergie

Théorème 2.4. Le flot hamiltonien de fonction de Hamilton H admet H pour intégrale première.

Preuve. En effet, on sait que H est intégrale première du flot hamiltonien gt
H si et seulement si dH(gt

H (x))
dt (0) =

0 ∀x ∈ M. Cela équivaut à dH(JdH(x)) = 0 ∀x soit ω(JdH(x), JdH(x)) = 0 ∀x ce qui est toujours vrai.
D’où le résultat. �

2.4 Géométrie symplectique
2.4.1 Résultats de base

Définition 2.8. On appelle structure symplectique linéaire sur un espace vectoriel E de dimension paire
une 2-forme algébrique non dégénérée, bilinéaire et antisymétrique sur E : cette application sera appelée
par la suite produit scalaire gauche. On dit alors que E est un espace vectoriel symplectique.

Exemple. On se donne (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) des fonctions coordonnées sur R2n et on pose :

ω :=
n∑

i=1

pi ∧ qi.

Le produit scalaire gauche de deux vecteurs est alors égal à la somme des aires de la projection du
parallélogramme formé par ces deux vecteurs sur chaque plan Vect(pi, qi). On dit que deux vecteurs α, β
sont orthogonaux gauche si leur produit scalaire gauche est nul.

Définition 2.9. On appelle base symplectique de (E, ω) une famille de vecteurs (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) telle
qu’on ait les formules suivantes :

ω(pi, p j) = ω(pi, q j) = ω(qi, q j) = 0 ∀i , j et ω(pi, qi) = 1 ∀i.
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On vérifie aisément qu’une telle famille est bien une base de E.

Nous allons voir que le choix de l’exemple précédent n’est pas anodin. En effet, on dispose du théorème
suivant :

Théorème 2.5. Soit (E, ω) un espace symplectique. Alors E admet une base symplectique. Mieux, tout
vecteur non nul p peut être pris comme premier vecteur de base.

Preuve. En effet, soit p non nul dans E. Alors, sachant ω non dégénérée, il existe q tel que ω(p, q) , 0, donc
quitte à diviser par ω(p, q), tel que ω(p, q) = 1. Comme ω est non dégénérée, en posant W := Vect(p, q),
on a dimW + dimW⊥ = 2n. On voit de plus que la restriction de ω à W⊥ est également non dégénérée. On
en déduit le résultat par récurrence. �

Alors, on vérifie que dans la base duale de la base symplectique (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn), on a

ω :=
n∑

i=1

p∗i ∧ q∗i .

Cette écriture est appelée écriture standard de ω.

Définition 2.10. On appelle groupe symplectique de l’espace symplectique (E,w) et on notera S p(E,w),
le groupe des applications linéaires qui conservent le produit scalaire gauche c’est-à-dire telles que

∀S ∈ S p(E, ω), α, β ∈ E, ω(Sα, S β) = ω(α, β).

2.4.2 Lien avec le produit scalaire euclidien

On fixe désormais l’espace (E, ω) qu’on va munir d’une structure euclidienne. Étant donnée une base
symplectique (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) de (E, ω), on introduit le produit scalaire :

〈α|β〉 :=
n∑

i=1

p∗i (α)p∗i (β) + q∗i (α)q∗i (β).

On dispose en fait de la formule suivante :

Proposition.
< Jα|β >= w(α, β)

avec

J :=
(

0 −In

In 0

)
.

2.4.3 Théorème de Darboux

Définition 2.11. Un atlas d’une variété de dimension 2n est dit symplectique si l’espace arithmétiqueR2n est
muni d’une structure symplectique standard et si l’on passe d’une carte à une autre par une transformation
conservant ω.

On vérifie alors qu’un atlas symplectique munit M d’une structure symplectique naturelle.
Le théorème de Darboux assure la réciproque : toute variété symplectique possède un atlas symplec-

tique.
On s’inspirera de [3] pour la preuve.

Théorème 2.6 (Théorème de Darboux). Soit ω une 2-forme différentielle régulière fermée au voisinage
d’un point x de R2n. Alors, dans un voisinage du point x, on peut choisir un système de coordonnées locales
telles que ω prenne la forme standard.

Ce théorème est donc un outil puissant pour généraliser à toute variété symplectique des propositions
de caractère local, invariante par transformation canonique et démontrée pour l’espace des phases standard
R2n.

En fait, on va prouver un théorème équivalent, qui est le suivant :
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Théorème 2.7. Soientω0 etω1 deux formes symplectiques sur M une variété symplectique et qui coı̈ncident
en x. Alors il existe un voisinage U de x dans M et une application

ψ : (U, x)→ (M, x)

avec ψ∗ω1 = ω0, en ayant posé ψ∗ω1(ξ1, ξ2) := ω1(dψ(y)ξ1, dψ(y)ξ2) ∀y ∈ U, ∀ξ1, ξ2 ∈ TyM.

Remarque. L’application ψ est alors un difféomorphisme local puisque ω∧n
0 = ψ∗ω∧n et que ces deux

2n-formes sont des formes volumes.

Preuve du théorème de Darboux. Prouvons le théorème de Darboux en admettant le théorème pour l’in-
stant. Soient U un voisinage de 0 dans R2n et f : U → M une carte centrée en x. On considère sur U deux
formes symplectiques :

1. la forme f ∗ω

2. la forme constante ( f ∗ω)0.

Par définition, elles coı̈ncident en 0. Le théorème affirme qu’elles sont difféomorphes. Les coordonnées
(pi, qi) dans une base symplectique pour ( f ∗ω)0 transportées par ψ, ont la propriété voulue. �

On pose la notation suivante, qui servira pour la preuve du théorème. Si X est un champ de vecteurs sur
M et ω une k-forme différentielle sur M, alors ιXω(x1, . . . , xk−1) = ω(X, x1, . . . , xk−1).

Preuve du théorème. Donnons les grandes lignes de la preuve. La méthode que l’on va appliquer est la
méthode dite � du chemin de Moser �. On considère pour t ∈ [0, 1] la forme ωt := ω0 + t(ω1 − ω0). Il est
clair qu’elle est fermée. Comme ω0 et ω1 coı̈ncident en x, elle est non dégénérée en x et donc aussi au
voisinage de x : la non dégénérescence est une propriété ouverte. [0, 1] étant compact, on peut trouver un
voisinage de x sur lequel tous les ωt sont des formes symplectiques. Comme ω0 et ω1 sont fermées, il en
est de même de ω0 − ω1. On peut donc trouver au voisinage de x une 1-forme α telle que dα = ω0 − ω1.
Soit f une fonction définie sur un voisinage de x et telle que (d f )x = αx. On a alors (α − d f )x = 0 et
d(α− d f ) = dα = ω0 −ω1. Quitte à remplacer α par α− d f , on peut donc supposer que αx = 0. La 2-forme
ωt étant symplectique, elle définit une dualité entre tangent et cotangent, on obtient ainsi pour chaque t un
champ de vecteurs Xt dual à α par ωt, c’est-à-dire tel que ιXtωt = α. On considère maintenant Xt comme un
champ de vecteurs dépendant du temps, nul en x pour tout t. Le flot φt de Xt fixe x, on peut donc trouver un
voisinage U de x sur lequel φt est définie et satisfait φt(U) ⊂ U. On a alors :

d
dt

[φ∗tωt] = φ∗t

[
dωt

dt
+ dιXtωt + ιXt dωt

]
= φ∗t [ω1 − ω0 + ω0 − ω1] = 0

La forme φ∗tωt ne dépend donc pas de t, elle vaut ω0 pour t = 0. On en déduit le résultat voulu pour
ψ := φ1. �

On déduit de ce théorème la preuve de l’identité de Jacobi pour les hamiltoniens :

Démonstration. Dans un système local (p,q) comme dans le théorème de Darboux, on a

(F,G) =
∂F
∂p
·
∂G
∂q
−
∂F
∂q
·
∂G
∂p

Donc

((F,G),H) =
∑
i, j

∂

∂p j

(
∂F
∂pi

∂G
∂qi
−
∂F
∂qi

∂F
∂pi

)
∂H
∂q j
−

∂

∂q j

(
∂F
∂pi

∂G
∂qi
−
∂F
∂qi

∂F
∂pi

)
∂H
∂p j

Les expressions analogues sont vraies pour ((G,H), F) et ((H, F),G). Donc

((F,G),H) + ((G,H), F) + ((H, F),G) =
∑
i, j

∂2F
∂p j∂qi

∂G
∂qi

∂H
∂q j

+
∂2G
∂p j∂qi

∂F
∂pi

∂H
∂q j
−

∂2F
∂p j∂qi

∂G
∂pi

∂H
∂p j
−

∂2G
∂p j∂pi

∂G
∂qi

∂H
∂p j

+ < FGH >= 0

où < FGH > désigne les termes analogues après une permutation de F,G,H. �
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3 Théorème de Liouville-Arnold et théorème de la moyenne

3.1 Énoncé et démonstration du théorème de Liouville-Arnold
Définition 3.1. Deux fonctions définies sur une variété symplectique sont en involution si leur crochet de
Poisson est nul.

On a vu qu’une fonction F est intégrale première d’un système de hamiltoniens H si et seulement H et
F sont en involution.

Liouville a démontré le théorème suivant, fondamental dans la théorie des perturbations : si dans un
système à n degrés de liberté, on peut trouver n intégrales premières indépendantes en involution, alors ce
système s’intègre par quadratures. L’énoncé exact est le suivant :

Théorème 3.1 (Liouville-Arnold). Soit M une variété symplectique de dimension 2n. On se donne n fonc-
tions lisses F1, . . . , Fn en involution sur M. Soit M f un ensemble de niveau des fonctions Fi, M f :=
{x, Fi(x) = fi, i = 1, . . . , n}. On suppose en outre que sur M f , les n fonctions Fi sont indépendantes,
c’est-à-dire que les n 1-formes dFi sont linéairement indépendantes en chaque point de M f . On dispose
alors des résultats suivants :

1. M f est une variété différentiable invariante par le flot de hamiltonien H = F1.
2. Si la variété M f est non-vide, compacte et connexe, elle est difféomorphe à un tore de dimension n.
3. Sous les hypothèses de 2., le flot de hamiltonien H définit sur M f un mouvement quasi-périodique,

soit en coordonnées angulaires φ := (φ1, . . . , φn), on a dφ
dt = ω( f ).

4. Si de plus, M est le fibré cotangent d’une variété lisse avec la structure symplectique standard, le
système de hamiltonien H est intégrable par quadratures.

Démonstration. 1. M f est une variété différentiable en vertu du théorème des fonctions implicites. Elle est
invariante par H car {F1, Fi} = 0, ∀i.

2. Notons Xi les champs de vecteurs duaux des dFi. On a, par définition, que les Xi sont linéairement
indépendants sur M f . On suppose que M f est non-vide, compacte et connexe. Alors Rn, en tant que groupe
de Lie additif, agit sur M f par les flots des Xi soit (x1, · · · , xn) 7→ exp(x1X1) exp(x2X2) · · · exp(xnXn). C’est
un homomorphisme car [Xi, X j] = 0. Fixons x ∈ M f , soit H 6 G son stabilisateur. Notons que H est discret
car les Xi sont indépendants. Mais M f est compact et connexe, donc H � Zn.

3. Prenons φi comme les coordonnées induites par celles sur Rn dans la partie précédente. On note qu’on
peut transformer tous les Xi en ∂

∂xi
par une transformation linéaire, donc cette partie est immédiate.

4. Rappelons que H1(M f ) � Zn. On peut donc prendre n courbes γ1, . . . , γn sur M f , représentant une
base d’homologie. Soit θ la 1-forme canonique sur M. On définit les variables d’action comme

Ji :=
1

2π

∫
γi

θ

Donc
dφi = ι ∂

∂Ji
ω

�

Voici un exemple d’application du théorème de Liouville :

Corollaire. Soit un système canonique à deux degrés de liberté de hamiltonien H et pour lequel on connaı̂t
une intégrale première F ne dépendant pas de H. Alors la sous-variété compacte connexe {H = h, F = f } de
dimension deux de l’espace des phases est un tore invariant sur lequel le mouvement est quasi-périodique.

3.2 Mouvement quasi-périodique et théorème de la moyenne
Soient Tn un tore de dimension n et φ := (φ1, . . . , φn) des coordonnées angulaires. On appelle mou-

vement quasi-périodique un groupe à un paramètre de difféomorphismes de Tn dans Tn, défini par les
équations différentielles : dφ

dt = ω avec ω une constante.
Ces équations différentielles s’intègrent en φ(t) := φ(0) + ωt. Les trajectoires sont appelées des hélices du
tore. Les quantités ω1, . . . , ωn sont les fréquences du mouvement. Elles sont dites indépendantes si elles
sont linéairement indépendantes sur le corps des rationnels.

Soit f (φ) ∈ L1(Tn). On définit les deux quantités suivantes :
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Définition 3.2. On appelle moyenne spatiale de f sur le tore Tn la quantité f := 1
(2π)n

∫
Tn f (x)dx.

Définition 3.3. On appelle moyenne temporelle de f sur le tore Tn la quantité (lorsqu’elle est bien définie)
f ∗(φ0) := lim

T→+∞

1
T

∫ T
0 f (φ0 + ωt)dt .

Une fois ces deux moyennes définies, on peut se demander s’il est possible de les relier ou non. C’est
ce que fait le théorème suivant, dit théorème de la moyenne :

Théorème 3.2 (Théorème de la moyenne). Supposons les fréquences ωi indépendantes. Alors la moyenne
temporelle est partout définie et se confond avec la moyenne spatiale.

Preuve. En effet, il suffit de démontrer le résultat pour les polynômes trigonométriques, ce qui est immédiat.
On conclut alors par densité de ces polynômes dans L1(Tn). �

Concrètement, le théorème dit la chose suivante : étant données f ∈ L1(Tn) et des fréquences ωi

indépendantes, il revient au même de moyenner f sur le tore Tn que de moyenner f sur la trajectoire
du mouvement quasi-périodique de point de départ φ0. On déduit intuitivement les corollaires suivants :

Corollaire. Si les fréquences sont indépendantes, alors toute trajectoire {φ(t)} est dense dans le tore Tn.

Preuve. En effet, supposons l’existence d’une telle trajectoire de point de départ noté φ0. Alors il existe
un ouvert U du tore n’intersectant pas la trajectoire {φ(t)}. On construit aisément une fonction f continue,
nulle en-dehors de U et telle que ( f ) = 1. Alors, la moyenne temporelle de f ∗(φ0) = 0, ce qui contredit le
théorème de la moyenne. �
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Deuxième partie

L’équation de Szegő cubique
1 Le formalisme hamiltonien pour l’équation de Szegő

1.1 Espaces de Sobolev du tore
On pose T le tore de dimension 1. Toute fonction φ sur T peut alors être identifiée avec une fonction φ̃

2π-périodique sur R :
φ̃(x) := φ(eix).

On confond par la suite les deux notations pour φ. On munit de plus T de la mesure de Haar σ. Alors,
si φ ∈ L2(σ), on a la décomposition en série de Fourier :

φ̃(θ) :=
∑
k∈Z

û(k)eikθ avec û(k) :=
∫
T

e−ikθφ(θ)
dθ
2π
.

On introduit enfin les espaces de Sobolev du tore qui nous fourniront un cadre idoine pour la résolution
de l’équation de Szegő.

Définition 1.1. Soit s > 0. On définit l’espace de Sobolev Hs(T) ⊂ L2(T) par l’ensemble :

Hs(T ) :=

u ∈ L2(T),
∑
k∈Z

(1 + ‖k‖2)s|û(k)|2 < ∞

 .
Théorème 1.1. Soit s > 0. Alors, ‖u‖Hs(T) := (

∑
k∈Z(1 + ‖k‖2)s|û(k)|2)1/2 munit Hs(T ) d’une structure

d’espace de Hilbert. De plus, si s > 1/2, Hs(T ) est une algèbre pour le produit usuel des fonctions.

On admet également le théorème suivant sur les espaces de Sobolev du tore,

Théorème 1.2. Sur T, on a
1.[Gagliardo–Nirenberg–Sobolev] Wk,p ⊂ W l,q si k > l, 1 6 p < q < ∞ et 1

q − l = 1
p − k.

2. [Morrey] Wk,p ⊂ Cr,α, où k − 1
p = r + α.

3.[Rellich–Kondrachov]Les plongements dans 1. et 2. sont compacts.

Enfin on énonce une inégalité qui nous sera utile par la suite :

Proposition. Soient u et v ∈ Hs(T ), s > 1/2. Alors :

‖uv‖Hs(T) 6 ‖u‖L∞(T)‖v‖Hs(T) + ‖u‖L∞(T)‖v‖Hs(T)

1.2 Le projecteur de Szegő

On pose L2
+(T) :=

{
u ∈ L2(T), û(k) = 0 ∀k < 0

}
On dispose en particulier du résultat suivant :

Proposition. L2
+(T) est le sous-espace des fonctions u qui s’étendent sur le disque ouvert unité en des

fonctions holomorphes :

u(z) :=
∑
k∈N

û(k)zk.

On munit ensuite L2(T) du produit scalaire 〈u|v〉 := 1
2π

∫
T

uv.
L2

+(T) est fermé. Cela nous permet de donner la définition suivante :

Définition 1.2. On appelle projecteur de Szegő et on note Π le projecteur orthogonal sur L2
+(T).

Π : L2(T)→ L2
+(T), Π(

∑
k∈Z

û(k)eikθ) =
∑
k∈N

û(k)eikθ.

On appelle alors équation de Szegő cubique l’équation d’évolution suivante :

i∂tu = Π(|u|2u) u ∈ L2
+(T).
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1.3 Le formalisme hamiltonien
On veut essayer d’étendre le formalisme hamiltonien de la première partie au cas de la dimension infinie.

On prend désormais comme espace de phase H := Hs
+(T), s > 1/2, muni du produit scalaire 〈|〉 associé à

L2
+(T).

Définition 1.3. Soit E : H → R. On suppose que H satisfait à la propriété (∗) suivante : il existe une
application XE : H → H telle que pour tout chemin lisse γ de H,

d
dt

E(γ(t)) = 4Im〈γ̇(t)|XE(γ(t))〉.

Alors on dit que XE est le champ hamiltonien associé à E et l’équation correspondante

u̇ = XE(u)

est appelé système hamiltonien associé à E.

On pose par la suite ω(·, ·) := 4Im〈·|·〉.
Avec ces définitions, il apparaı̂t comme dans le cas de la dimension finie que E est une intégrale première

du système :

d(E(u))(t)
dt

= ω(XE(u(t)), XE(u(t)) = 0.

On définit de même le crochet de Poisson de deux fonctions sur H :

Définition 1.4. On appelle crochet de Poisson de deux fonctions E, F : H → R satisfaisant (∗),

{E, F} = ω(XE , XF).

On déduit, avec la même preuve que plus haut, la proposition suivante :

Proposition. F est une intégrale première du système de hamiltonien E si et seulement si {E, F} = 0.

Introduisons alors

E(u) :=
1

2π

∫
T

|u|4dθ, u ∈ L4
+(T).

E admet sur Hs
+(T) le champ de vecteur hamiltonien : XE(u) = −iΠ(|u|2u).

L’équation de Szegő cubique sur Hs
+(T), s > 1/2 est donc le système hamiltonien associé à E sur Hs

+(T).
On pose alors Q(u) := 1

2π

∫
T
|u|2dθ = ‖u‖2L2(T) et M(u) := 〈Du|u〉, D := −i∂θ. On a XQ(u) = − i

2 u
et XM(u) = − i

2 Du. On remarque qu’on a {E,Q} = {E,M} = 0. Ce sont donc des intégrales premières
associées au hamiltonien H.

2 Résolution de l’équation de Szegő sur H1/2
+ (T)

2.1 Le problème de Cauchy
Résolvons le problème de Cauchy associé à l’équation de Szegő sous certaines conditions bien choisies :

Théorème 2.1. Soit u0 ∈ H1/2
+ (T). Alors il existe une unique solution u ∈ C(R,H1/2

+ (T)) de l’équation de
Szegő. De plus, s’il existe s > 1/2 tel que u0 ∈ Hs

+(T), u est à valeurs dans Hs
+(T).

2.2 Preuve du théorème
Le schéma de la preuve est le suivant : prouver l’existence d’une solution au problème de Cauchy pour

tout s > 1/2 puis traiter le cas s = 1/2 en approximant u0 ∈ H1/2
+ (T) avec une suite de (un

0) d’éléments
de Hs

+(T) pour s > 1/2. La première partie va faire appel au fait que le système hamiltonien associé à
l’équation est intégrable.
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1. Existence et unicité d’une solution locale pour s > 1/2 On commence par démontrer l’existence
d’une solution locale. On introduit pour cela la fonction Γ :

Γ : u ∈ (Hs
+(T), ‖ · ‖Hs(T)) 7→ Π(|u|2u) ∈ (Hs

+(T), ‖ · ‖Hs(T)).

On vérifie en premier lieu qu’elle est bien à valeurs dans Hs
+(T) :

∀v ∈ Hs
+(T), ‖Π(|v|2v)‖Hs(T) 6 ‖|v|2v‖Hs(T) 6 C1‖v‖2L∞(T)‖v‖Hs(T) 6 C2‖v‖3Hs(T).

Donc Γ est bien à valeurs dans Hs
+(T). Montrons désormais son caractère lipschitzien sur toute boule. Cela

découle des inégalités qui suivent : ∀u, v ∈ Hs
+(T)

‖Π(|v|2v − |u|2u)‖Hs(T)

=‖Π(|v|2(v − u) + (|v|2 − |u|2)u)‖Hs(T)

6‖|v|2(v − u) + (|v|2 − |u|2)u‖Hs(T)

6C1C2
2(‖u‖Hs(T) + ‖v‖Hs(T))2‖v − u‖Hs(T).

D’où le caractère lipschitzien sur tout boule de Γ. Ainsi, par application du théorème de Cauchy-Lipschitz,
l’équation de Szegő admet une unique solution maximale à valeurs dans Hs

+(T). On travaille désormais avec
cette solution maximale, notée u.

2. La solution maximale est globale : application du lemme de Gronwall généralisé On fait alors
l’observation suivante. On a vu que Q et M était des intégrales premières du système hamiltonien associé à
E. Or,

Q(u) + M(u) =
∑
k∈N

(1 + k)|û(k)|2 := ‖u‖′H1/2(T).

‖ · ‖′H1/2(T) est bien évidemment une norme sur H1/2(T) équivalente à ‖ · ‖H1/2(T). L’égalité précédente
assure que ‖ · ‖′H1/2(T) est conservée le long des trajectoires.

On énonce maintenant l’inégalité de Brezis-Gallouët :

‖u‖L∞(T) 6 C3‖u‖H1/2(T)

(
log

(
2 +

‖u‖Hs(T)

‖u‖H1/2(T)

))1/2

.

qui entraı̂ne que

‖u‖L∞(T) 6 C3‖u‖′H1/2(T)

log

2 +
2‖u‖Hs(T)

‖u‖′H1/2(T)

1/2

.

À partir de la conservation de la norme ‖ · ‖′H1/2(T) et de l’inégalité précédente on va pouvoir démontrer
que la solution obtenue est bien globale en démontrant qu’elle est bornée sur tout intervalle borné : ∀t > 0

‖u(t)‖Hs(T) 6 ‖u0‖Hs(T) +

∫ t

0
‖Π(|u|2u)‖Hs(T)dx

6 ‖u0‖Hs(T) + C1

∫ t

0
‖u‖2L∞(T)‖u‖Hs(T)dx

6 ‖u0‖Hs(T) + B
∫ t

0
‖u0‖

′2
H1/2(T)log

2 +
2‖u‖Hs(T)

‖u0‖
′

H1/2(T)

 ‖u‖Hs(T)dx.

Soit en posant f (t) := 2‖u(t)‖Hs (T)

‖u‖′
H1/2(T)

, on a

f (t) 6 f (0) + A
∫ t

0
log (2 + f (x)) f (x)dx

Il va s’agir d’utiliser le lemme de Gronwall généralisé qu’on rappelle ci-dessous :
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Théorème 2.2 (Lemme de Gronwall généralisé). Soient φ, ψ ∈ C0(R), t0 ∈ R. Supposons que ∀t >
t0, ψ(t), φ(t) > 0 et

φ(t) 6 K + L
∫ t

t0
φψ.

Alors,

∀t > t0, φ(t) 6 Kexp(L
∫ t

t0
ψ).

En reprenant l’inégalité précédente, on déduit, en posant φ(t) := 2 + f (t) et ψ(t) := log (2 + f (t)), que

∀t > 0, φ(t) 6 φ(0)exp(A
∫ t

t0
log(φ)).

En prenant le log et en réappliquant le lemme de Gronwall, on trouve :

∀t > 0, log(2 + f (t)) 6 log(2 + f (0))exp(At).

3. La solution maximale est globale : adaptation du lemme de sortie des compacts Ainsi, la solution
u n’explose pas en temps fini. D’après le théorème suivant, u est défini sur tout R+ :

Théorème 2.3. Soit X un espace de Banach et f : X → X lipschitzienne sur tout boule. Soit de plus u une
solution maximale de u′ = f (u), Imax son intervalle de définition et T := supImax. Alors on a l’alternative
suivante :

(i) T = +∞

(ii) T < +∞ et u(t) n’est pas bornée.

Démonstration. En effet, supposons que T < +∞ et u(t) est bornée par une constante absolue M. Soit (t j)
une suite d’éléments qui convergent vers T . Alors, comme f est lipschitzienne sur tout boule, en notant CM

une constante de Lipschitz associée à la boule fermée de rayon M et de centre 0, on a ‖u′(t)‖ = ‖ f (u(t))‖ 6
CM‖u(t)‖ + ‖ f (0)‖ 6 CM M + ‖ f (0)‖. Ainsi, u′ est également bornée et on prouve alors aisément que (u(t j))
est de Cauchy. Donc elle converge. On conclut en adaptant la preuve classique du théorème dans le cas où
X est de dimension finie. �

On fait une démonstration analogue sur R−. On a donc démontré l’existence et l’unicité de solutions
globales pour le cas s > 1/2.

4. Le cas s = 1/2 : existence d’une solution globale Passons donc désormais au cas s = 1/2. Soit
u0 ∈ H1/2

+ (T). On approxime u0 par une suite de fonctions (un
0) d’éléments de Hs

+(T), s > 1/2, i.e. un
0 → u0

dans H1/2. On lui associe la suite (un) de solutions globales. La norme H1/2(T) étant conservée, la suite (un)
est bornée ∀t ∈ R. Donc, sachant ‖Π(|u|2u)‖L2(T) 6 ‖u‖3L6(T) 6 C2‖u‖3H1/2(T), (∂tun(t)) est également bornée
en norme L2(T) ∀t. Ainsi, on peut supposer que (un(t)) converge faiblement vers u(t) dans H1/2(T) par le
théorème de Banach-Alaoglu. À nouveau par le théorème de Banach-Alaoglu, on peut supposer que (∂tun)
converge faiblement dans L2 donc dans H1/2(T). Alors par le théorème d’Arzelà-Ascoli, on peut supposer
que la suite converge faiblement localement uniformément en t. Par le théorème de Rellich, un(t) converge
fortement vers u(t) dans Lp(T) pour tout p < ∞. Une telle fonction u est solution de l’équation de Szegő
cubique intégrale.

On déduit facilement que u est faiblement continue : si tn → t alors u(tn) ⇀ u(t).
Par convergence faible, ∀t, ‖u(t)‖H1/2(T) 6 ‖u0‖H1/2(T). On obtient l’inégalité inverse en résolvant le

problème de Cauchy ayant pour donnée initiale u0 = u(t). Ainsi, la norme H1/2(T) est conservée. Par
conséquent, u est fortement continue.
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5. Le cas s = 1/2 : unicité de cette solution Démontrons pour conclure l’unicité d’une telle solution. On
utilisera pour cela le théorème suivant :

Théorème 2.4. Soit u ∈ H1/2(T). Alors, ∀ 1 6 p < ∞, ‖u‖Lp(T) 6 C
√

p‖u‖H1/2(T).

Démonstration. En effet, on suppose sans perte de généralité que : ‖u(t)‖H1/2(T) = 1. On raisonne pour p > 2.
Alors, on a

‖u‖pLp(T) = p
∫ ∞

0
tp−1σ({x, |u(x)| > t})dt

.
Pour λ ∈ R+, on pose u<λ :=

∑
|k|6λ û(k)eikθ et u>λ :=

∑
|k|>λ û(k)eikθ.

On cherche à bien choisir λ := λt tel que ‖u<λ‖∞ 6 t/2, de sorte à pouvoir obtenir l’inégalité annoncée
en manipulant l’expression intégrale de ‖u‖pLp(T) ci-dessus. Plus précisément :

‖u<λ‖∞ 6
∑
|k|6λ

|û(k)|

.

∑
|k|6λ

(1 + |k|2)1/2|û(k)|2
1/2

(log(λ + 1))1/2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

. ‖u‖H1/2(T)(log(λ + 1))1/2

Ainsi, ‖u<λ‖∞ 6
∑
|k|6λ |û(k)| 6 c(log(λ + 1))1/2. En choisissant λt tel que le membre de droite précédent

vaille t/2, on a notre λt annoncé plus haut.
Alors,

‖u‖pLp(T) = p
∫ ∞

0
tp−1σ({x, |u(x)| > t})dt

6 p
∫ ∞

0
tp−1σ(

{
x, |u>λt (x)| > t/2

}
)dt

6 4p
∫ ∞

0
tp−3‖u>λt (x)‖2L2(T) (Inégalité de Markov)

6 4p
∫ ∞

0
tp−3

∑
|k|>λt

|û(k)|2dt

= 4p
∫ ∞

0
tp−3

∑
(log(|k|+1))1/2>t/2

|û(k)|2dt

= 4p
∫ ∞

0

∫
(log(|k|+1))1/2>t/2

tp−3|û(k)|2d#dt

= 4p
∫
Z

∫ (4log(|k|+1))1/2

0
tp−3|û(k)|2d#dt

6 4
p

p − 2

∑
k∈Z

|û(k)|2(4log(|k| + 1))(p−2)/2

Enfin, sachant (log(|k| + 1))l . ll(|k|2 + 1)1/2 ∀l ∈ N, on obtient l’estimation souhaitée.
Quand 1 6 p 6 2, on remarque simplement que ‖u‖Lp 6 ‖u‖L2 .

�
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Soient u et v deux solutions faibles dans Cw(R,H1/2
+ ) telles que u(0) = v(0), alors

|
d
dt
‖u(t) − v(t)‖2L2(x)| = 2| Im

(
(u(t) − v(t)) | Π(|u|2u − |v|2v)

)
|

6 C
∫
T

|u − v|2(|u|2 + |v|2)dσ

6 C
∫
T

|u − v|2(1−1/p)(|u|2 + |v|2)1+1/pdσ

6 C‖u − v‖2(1−1/p)
L2 (‖u‖2(1+1/p)

L2(p+1) + ‖v‖2(1+1/p)
L2(p+1) )

6 Cp‖u(t) − v(t)‖2(1−1/p)
L2(T)

les C étant différents d’une ligne à l’autre, indépendants de u, v et p.
Donc

‖u(t) − v(t)‖2L2(T) 6 (Ct)p

Pour t < 1/C, on a alors u(t) = v(t), C ne dépendant pas de p.
Comme C ne dépend ni de u, ni de v, on conclut l’unicité de proche en proche.

3 Paires de Lax pour l’équation de Szegő

3.1 Paire de Lax
On le répète, la clef pour étudier les systèmes hamiltoniens, en dimension finie ou infinie, est l’étude des

lois de conservation du système. L’idée de Lax est d’interpréter les lois de conservation comme les valeurs
propres d’un certain opérateur dépendant du temps.

Soit H un espace de Hilbert et u : R → H une fonction de classe C1. On suppose également donné
φ : h ∈ H 7→ Lh ∈ L(H) où Lh est un opérateur auto-adjoint pour tout h. On pose enfin L(t) := φ(u(t)).

On souhaiterait que les valeurs propres de L(t) ne dépendent pas de t. Ce serait le cas s’il existait une
famille t 7→ U(t) d’opérateurs unitaires telle que U(0) = I et ∀t ∈ R, L(t) = U(t)L(0)U(t)∗.

Autrement dit, en rajoutant des hypothèses de différentiabilité, cela revient à demander :

∂t(U(t)∗L(t)U(t)) = (∂tU(t))∗LU + U∗∂t(L(t))U + U∗L∂tU(t) = 0.

Faisons alors le constat suivant : une famille t 7→ U(t) avec U(0) = I est une famille d’opérateurs
unitaires si et seulement si il existe une famille t 7→ A(t) d’opérateurs antisymétriques telle que U soit

solution de
{
∂tU = A(t)U(t)

U(0) = I .

En effet, pour l’implication directe on pose A(t) := (∂tU)U∗ et pour la réciproque, il suffit de dériver
U∗U et UU∗.

On obtient donc l’équation suivante pour L : ∂tL = BL − LB = [B, L].
Si un tel couple (L, B) existe pour une fonction u, il est appelé paire de Lax associée à u.

3.2 Cas de l’équation de Szegő
On se place sur L2

+(T) qu’on munit du produit scalaire usuel. On va voir que l’équation de Szegő admet
deux paires de Lax. On introduit pour cela d’abord des opérateurs idoines :

Définition 3.1. Soit u ∈ H1/2
+ (T). L’opérateur de Hankel Hu de symbole u est l’opérateur défini sur L2

+(T)
par Hu(h) := Π(hu).

Hu est anti-linéaire et H2
u est C-linéaire, auto-adjoint et positif. De plus, on peut prouver que H2

u est un
opérateur de Hilbert-Schmidt.

Définition 3.2. Soit b ∈ L∞(T). L’opérateur de Toeplitz Tb de symbole b est l’opérateur défini sur L2
+(T)

par Tb(h) := Π(bh).

Tb est C-linéaire et auto-adjoint dès lors que b est à valeurs réelles.
Le théorème suivant se déduit de calculs sommaires :
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Théorème 3.1. Soit u ∈ C(R,Hs(T)), s > 1/2. Alors, u est solution de l’équation de Szegő cubique si et
seulement si ∂tHu = [Bu,Hu] où l’on a posé Bu := i

2 H2
u − iT|u|2 qui est un opérateur antisymétrique.

On dira de manière abusive que (Hu, Bu) est une paire de Lax pour l’équation de Szegő cubique.

On déduit de ce théorème une infinité de lois de conservation pour l’équation de Szegő. Voyons pourquoi.
On dispose déjà du corollaire suivant :

Corollaire. Soit u la solution de l’équation de Szegő avec u0 ∈ Hs
+(T), s > 1/2. Alors, la famille H2

u(t) est
isospectrale.

Soit u ∈ Hs
+(T), s > 1/2. L’opérateur H2

u est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Le théorème spectral
assure l’existence d’une base hilbertienne ei de L2

+(T) et d’une suite (hi(u)) de réels décroissant vers 0 telle
que pour tout i,H2

u(ei) = hi(u)ei.
On déduit alors du corollaire précédent le corollaire suivant :

Corollaire. Les hi sont des lois de conservation pour l’équation de Szegő.

Exhibons une deuxième paire de Lax pour l’équation de Szegő. Introduisons pour cela un nouvel
opérateur :

Définition 3.3. On pose z : x → eix. Alors l’opérateur de Hankel décalé de symbole u est l’opérateur sur
L2

+(T) par les formules suivantes :
Ku := HuTz = TzHu.

Comme Tz est C-linéaire et continu et H2
u compact, K2

u est compact.

Théorème 3.2. En posant, Cu := −iT|u|2 + i
2 K2

u , (Ku,Cu) est une deuxième paire de Lax pour l’équation de
Szegő cubique.

De même, l’opérateur K2
u est un opérateurs de Hilbert-Schmidt. Le théorème spectral assure l’existence

d’une base hilbertienne fi de L2
+(T) et d’une suite (ki(u)) de réels décroissant vers 0 telle que pour tout

i,K2
u (ei) = ki(u) fi.

4 Paires de Lax et théorie spectrale inverse

4.1 Théorème du min-max et entrelacement des suites (hi) et (ki)

Théorème 4.1 (Théorème du min-max). Soit T un opérateur compact et auto-adjoint positif d’un espace
de Hilbert H . Alors, la suite (ti) décroissante des valeurs de son spectre est caractérisée par la formule
suivante :

∀i, ti = min
F⊂L2

+ (T)
dimF6i

max
h∈F⊥
‖h‖=1

〈T (h)|h〉.

Démonstration. En effet, le résultat est immédiat pour i = 0 Soit donc i > 1. On se donne (ei) la base hilber-
tienne associée aux ti. Alors, soit F un sous-espace de dimension i. Son orthogonal G est de codimension i.
On pose V := Vect(ek, o 6 k 6 i) qui est de dimension i + 1. Alors,

i − dim(V ∩G) = dim(V/(V ∩G) 6 dim((V + G)/V) = i − 1

Nécessairement, G contient un élément de norme 1 de V . En particulier, en utilisant la décomposition de
h ∈ G sur la base hilbertienne (e j), on a

max
h∈F⊥
‖h‖=1

〈T (h)|h〉 > ti.

On conclut la preuve en prenant pour F le sous-espace V introduit plus haut. �

On dispose alors du théorème suivant :
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Théorème 4.2. Les suites (hi) et (ki) sont entrelacées, autrement dit :

h0 > g0 > h1 > . . . > hi > gi > hi+1 > . . . .

Démonstration. En effet, remarquons en premier lieu qu’on a l’égalité K2
u = H2

u − 〈·|u〉u. Par conséquent,
∀h ∈ L2

+(T), 〈K2
u (h)|h〉 = 〈H2

u(h)|h〉 − |〈u|h〉|2.
Cela fournit déjà l’inégalité : hi > ki ∀i.
Donnons nous ensuite F un sous-espace de dimension au plus j. Alors,

max
h∈F⊥
‖h‖=1

‖K2
u (h)‖ > max

h∈(F+Cu)⊥
‖h‖=1

‖K2
u (h)‖ > max

h∈(F+Cu)⊥
‖h‖=1

‖H2
u(h)‖ .

Ainsi, F + Cu étant au maximum de dimension j, on trouve qu’on a bien ki > hi+1.
�

4.2 Théorie spectrale inverse
À la lumière de ce que nous venons de faire, on peut désormais se poser la question suivante. Étant

données deux suites (ai) et (bi) à valeurs positives et entrelacées, peut-on trouver u ∈ H1/2
+ (T) tel que les

spectres respectifs de H2
u et K2

u correspondent aux suites (ai) et (bi). Cela est vrai si on suppose les suites
finies et à valeurs distinctes. Précisons cela dans le théorème qui suit :

Théorème 4.3. Soit u ∈ H1/2
+ (T). Supposons qu’il existe N ∈ N tel que rgHu = rgKu = N. Posons

s := s2
1 > . . . > s2

N > 0 les N valeurs propres non nulles de H2
u et s′ := s′21 > . . . > s′2N > 0 les N

valeurs propres non nulles de K2
u . On suppose de plus que s1 > s′1 > . . . > sn > s′n. Alors, il existe 2N

angles (ψ, ψ′) := (ψ1, . . . , ψn, ψ
′
1, . . . , ψ

′
n) ∈ T2N tels que

u(z) = 〈C(z)(1N), 1N〉CN ,∀|z| 6 1,

où C(z) est une matrice N × N donnée par

C(z) := (
s jeiψ j − s′keiψ′k z

s2
j − s2

k

)−1
j,k

où 1N est le vecteur de CN dont toutes les composantes valent 1.
Réciproquement, si on se donne (s, s′, ψ, ψ′) comme précédemment, il existe un unique u ∈ H1/2

+ (T),
défini par la formule précédente, et tel que s (resp. s′) est l’ensemble des valeurs propres de H2

u (resp. K2
u ).

Démonstration. Soit W := ImKu. On définit

Eu(s j) = ker(H2
u − s2

j I)

et
Fu(s′j) = ker(H2

u − s′2j I)

Alors W admet deux décompositions orthogonales qui sont compatibles avec l’action de Hu.

W =
⊕

Eu(s j) =
⊕

Fu(s′j) (1)

Notons que tout les composantes de u sont non-nulles, car s2
j n’est pas valeur propre de K2

u . Soit u j

(resp. u′j) les composantes de u dans Eu(s j) (resp.Fu(s′j)). Il est facile de vérifier que

u j = ‖u j‖
2
∑

k

u′k
s2

j − s′2k

u′k = ‖uk‖
2
∑

j

u′j
s2

j − s′2k
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Posons λ j les valeurs propres correspondant à u j. Alors il existe des ψ j réels tels que λ j = s jeiψ j . ψ′k sont
définis de manière analogue.

Notons que TzKu = Hu − (u | ·)1. En utilisant les notations précédentes, on l’écrit comme

C(z)u′(z) = 1

Mais u = Hu(1) =
∑

j u j. Cela achève la démonstration de l’implication directe.
La réciproque est démontrée plus bas. �

Les coordonnées (s, s′, ψ, ψ′) ∈ R2N × T2N sont appelées coordonnées action-angle : les actions s et s′

sont constantes dans le temps et les angles ψ et ψ′ évoluent linéairement. Ce théorème est donc à rapprocher
du théorème de Liouville démontré dans la partie précédente.

Théorème 4.4. Supposons que u0 ∈ H1/2
+ (T) satisfasse aux hypothèses du théorème précédent. On note

(s0, s′0, ψ0, ψ
′
0) les coordonnées action-angle associées. Si u0 est la solution initiale de l’équation de Szegő,

∀t ∈ R correspondent à u(t) les coordonnées action-angle, vérifiant :

ds j

dt
= 0,

ds′k
dt

= 0,
dψ j

dt
= s2

j ,
dψ′k
dt

= s′2k .

Démonstration. D’abord, on suppose que F(u) = (2s2
1, · · · , 2s2

n, 2s′21 , · · · , 2s′2n , ψ1, · · · , ψn, ψ
′
1, · · · , ψ

′
n) est

une coordonnée symplectique définie sur un ouvert dense de M(N), l’ensemble des fonctions u ∈ L2
+ tel que

rgHu = N. Dans ce cas-là, on a

Tr(H4
u) − Tr(K4

u ) = Tr(H4
u − (H2

u− < · | u > u)2)

= Tr(< · | u > H2
uu+ < · | H2

uu > u − ‖u‖2 < · | u > u)

= 2(H2
uu | u) − ‖u‖4

= 2J4 − J2
2

= 2‖Hu(u)‖2L2 − ‖u‖4L2

= 2‖Π(‖u‖2)‖2L2− < |u|2 | 1 >2

= E(u)(= ‖u‖4L4 )

C’est-à-dire,
E(u) =

∑
j

(λ4
j − µ

4
j )

On obtient bien le résultat souhaité.
On va démontrer l’assertion précédente. D’abord on observe que

(2s2
1, · · · , 2s2

n, 2s′21 , · · · , 2s′2n , ψ1, · · · , ψn, ψ
′
1, · · · , ψ

′
n) est un difféomorphisme sur une partie ouverte dans le

codomaine. En fait, on peut calculer u par sa coordonnée :

u(z) = X(I − zA)−1Y

où

X = (λ jν je−iφ j ) (2)

Y = (νk)T , (3)

A j,k =
∑

l

λkν jνke−i(φk+θl)

bl(λ2
j − µ

2
l )(λ2

k − µ
2
l )
µl (4)

ν j =

1 − µ2
j

λ2
j

1/2 ∏
k, j

λ2
j − µ

2
k

λ2
j − λ

2
k

1/2

(5)

bl =
∑

j

λ2
jν

2
j

λ2
j − µ

2
l

2

(6)

Cela se montre par de simples calculs.
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On note

Ω = {(2λ2
1, · · · , 2λ

2
n, 2µ

2
1, · · · , 2µ

2
n) ∈ R2N : λ1 > µ1 > λ2 > · · · > λN > µN > 0} (7)

On pose Ω × Tn l’image de F. On peut calculer directement en utilisant les formules, ou on peut
démontrer que F est ouverte et propre. ([14])

F est un symplectomorphisme par un simple calcul.
�

Troisième partie

Généralisation de l’équation de Szegő
On cherche dans cette partie à donner une généralisation naturelle de l’équation de Szegő. On étudie en

premier lieu l’espace de Hardy et les transformations de Riesz.

1 Espaces de Hardy
Il y a plusieurs généralisations possibles des espaces de Hardy : pour une surface de Riemann ouverte,

voir [18] ou pour Rn, voir [8].
Le façon la plus naturelle de les généraliser est de les traiter comme fonctions sur Rn, comme indiqué

dans les papiers de Fefferman et Stein.

1.1 Préliminaires
D est le disque d’unité ouvert dans C. T est la frontière de D. On note les espaces de Hardy Hp, et les

espaces de Sobolev Hp = W2,p.
Π : L2(X)→ H2(X) est la projection orthogonale définie pour l’équation de Szegő

1.1.1 Noyau de Poisson

Définition 1.1. Soit r ∈ [0, 1), µ une mesure complexe de Borel sur T. ζ est une variable dans T.
1. On définit le noyau de Poisson par

Pr(ζ) = Re
1 + rζ
1 − rζ

=
1 − r2

1 − 2r Re ζ + r2 =

∞∑
n=−∞

r|n|ζn

et le noyau de Poisson conjugué par

Qr(ζ) = Im
1 + rζ
1 − rζ

=
2r Im ζ

1 − 2rReζ + r2

2. On définit l’intégrale de Poisson de µ par

Pµ(rz) = Pr ∗ µ(z)

et l’intégrale de Poisson conjuguée par
P̃µ(rz) = Qr ∗ µ(z)

On rappelle qu’une mesure complexe est toujours une mesure finie.

Proposition. Soit µ une mesure complexe de Borel sur T. On pose u : D → C son intégrale de Poisson.
Alors,

1. u est harmonique sur D.
2. Si µ est différentiable au point ζ ∈ T, alors

lim
λ∈Ωδ

ζ ,λ→ζ
u(λ) =

dµ
dm

∣∣∣∣∣
ζ
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où Ωδ
ζ est l’enveloppe convexe de {λ ∈ C : |λ| < δ} ∪ {ζ}. m est la mesure de Lebesgue, δ ∈ (0, 1).

3. Soit f ∈ L1(T) réelle, alors P f + iP̃ f est une fonction holomorphe sur D, coı̈ncidant avec f sur T au
sens de 2.

4. Soit f ∈ L1(T), pour que P f soit holomorphe, il faut et il suffit que f̂ (n) = 0 pour tout n < 0.
5. L’opérateur P : Lp(T)→ hp(D) est continue pour 1 < p < ∞. De plus, P f coı̈ncide avec f sur T , au

sens suivant : P fr → f dans Lp(T) quand r → 1−.
6. Pour f ∈ C(T), P fr → f quand r → 1− uniformément.

Tous ces résultats sont bien connus et faciles à démontrer. Le point 3 est le théorème de Hermann
Schwarz.

1.1.2 Analyse complexe

On rappelle la définition de l’espace de Hardy.

Définition 1.2. Soit f une fonction holomorphe sur D. Pour r ∈ [0, 1) et∞ > p > 1, on définit

Mp( f , r) =

(∫
T

| f (reit)|pt
)1/p

et
M∞( f , r) = max

t
| f (reit)|

L’espace de Hardy Hp est l’espace des fonctions holomorphes f sur D telles que

‖ f ‖Hp = sup
06r<1

Mp( f , r) < ∞

où 1 6 p 6 ∞.

On rappelle que Hp est un espace de Banach. Ces espaces sont décroissants par rapport à p. La conver-
gence au sens de Hp entraı̂ne la convergence sur tout sous-ensemble compact dans D.

Théorème 1.1 (Fatou). Considérons l’opérateur P défini ci-dessus. P : Lp
+(T) → Hp(D) est un isomor-

phisme pour 1 6 p 6 ∞.

Démonstration. 1. Supposons que 1 < p 6 ∞. Ce cas est trivial, car on sait déjà que P est continue
(inégalité de Young) et injective (comme solution du problème de Dirichlet). Il suffit de démontrer que quel
que soit f ∈ Hp(D), il existe g ∈ Lp

+(T) tel que g = Pg. On peut prendre ri → 1−, tel que fri → g ∈ Lp
+(T)

faiblement dans Lp. Alors, Pg = f .
2. Pour p = 1, par la même méthode, il suffit d’observer que L1

+ = V MO∗.
�

Remarque. 1. Le cas p = ∞ est le théorème original de Fatou. Il peut se formuler comme suit : toute
fonction holomorphe bornée sur D admet une unique extension radicalement continue à D̄.

2. Rappelons le théorème de F.Riesz et M.Riesz : on peut remplacer Lp
+ par l’espace des mesures dont

tous les coefficients de Fourier sont positifs.
3. Après une petite modification, ce théorème est aussi vrai pour hp(D). En particulier, on a le théorème

de Herglotz : une fonction harmonique positive u sur D correspond à une unique mesure positive finie de
Borel µ sur T, au sens de

u = P(µ)

4. On abandonne dorénavant la notation Lp
+.

5. Un théorème associé est le théorème de Carleson ([6]).

Théorème 1.2 (Factorisation intérieure-extérieure). Pour f ∈ H1 non nulle, f admet une unique factori-
sation (à une constante multiplicative de module 1 près) f = BS u, où B est le produit de Blaschke, S est
intérieure singulière et u est extérieure.

Remarque. Il se démontre en combinant les théorèmes de Beurling, Szegő et F.Riesz.

Corollaire (Factorisation de Riesz). Soit f ∈ D, alors pour que ‖ f ‖H1 6 1 il faut et il suffit qu’il existe
g, h ∈ H2(D) tel que f = gh, et que ‖g‖H1 , ‖h‖H1 6 1.

Démonstration. Supposons que ‖ f ‖H1 6 1, avec les notations du théorème 1.2, g =
√

S u, h = Bg. �
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1.2 Opérateur de Hankel
On rappelle que pour une fonction α : N → C, l’opérateur de Hankel Γ : l2(N) → l2(N) associé à α est

l’opérateur de matrice (αi+ j)i, j>0, relativement à la base naturelle.

Théorème 1.3 (Nehari, [16]). Γ est de type (2,2) ssi ∃ψ ∈ L∞(T), tel que αm = ψ̂(m) quel que soit m > 0.
De plus, dans ce cas là, on a ‖Γ‖(2,2) = inf{‖ψ‖∞ : ψ̂(m),∀m > 0}. Autrement dit, l’espace des opérateurs de
Hankel de type (2,2) est isomorphe à BMOA = BMO ∩ H1.

1.3 Analyse fonctionnelle basique
Nous avons besoin des théorèmes d’injection de Sobolev.

Théorème 1.4. Sur Rn ou une variété compacte avec une frontière C1 de dimension n, on a
1.[Gagliardo–Nirenberg–Sobolev] Wk,p ⊂ W l,q si k > l, 1 6 p < q < ∞, 1

q −
l
n = 1

p −
k
n .

2. [Morrey] Wk,p ⊂ Cr,α, où k
n −

1
p = r+α

n .
3.[Rellich–Kondrachov] Dans le cas de la variété compacte, et dans le cas où les inégalités dans 1 ou

2 sont strictes, l’inclusion est compacte.

On va généraliser ce résultat plus tard.

Théorème 1.5 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Soit q =
pn

n−αp , 0 < α < n, 1 < p < q < ∞, f ∈ Lp(Rn), alors

‖(−∆)α/2‖Lq �p ‖ f ‖p

1.4 Espace de Hardy sur Rn

On rappelle la définition de Hs(Rn) dans le cas s > 1.

Définition 1.3. L’espace Hs(Rn) (s > 1) est l’espace des fonctions f ∈ Ls(Rn × R>0), étant l’intégrale de
Poisson d’une fonction sur Rn et telles que ‖ f ‖sHs

:= supy>0

∫
| f (x, y)|sdx < ∞.

Cette définition est naturelle mais peu utile pour généraliser les espaces de Hardy. En fait, on peut
démontrer que cette définition est équivalente à plusieurs autres définitions. On donne la seule que l’on va
utiliser.

Définition 1.4. Une fonction f ∈ Ls(Rn) (s > 1) est dans Hs [](s > (n − 1)/n) ssi R j( f ) ∈ Ls(Rn) pour tout
j.

Ici R désigne les transformations de Riesz. On rappelle que R j est borné Lp → Lp. Elle est bornée entre
espaces de Besov par interpolation.

2 Espaces de Besov

2.1 Notations
R+ = [0,∞). B(x, r) est la boulé centrée en x d rayon r. T (a, b) = {x : a 6 |x| 6 b}, e j désigne la base

standard de l2. lp
s (1 6 p 6 ∞, s ∈ R) désigne l’espace de Banach des suites ξ = {ξ j} telles que la norme

‖ξ‖
p
lp
s

=
∑

j

2 jsp|ξ j|
p

soit finie.

2.2 Théorie des distributions
Pour cette partie, voir [19].
Dans cette section, on rappelle quelques notions de théorie des distributions. Le but est de fixer les

notations. Soit Ω un ouvert dans Rn. On adopte la convention suivante : quand Ω est omis, Ω = Rn.
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2.2.1 Espaces des fonctions généralisées

D(Ω) = C∞c (Ω) est l’espace des fonctions complexes lisses surRn à support compact contenu dans Ω. La
topologie est la topologie de Fréchet usuelle.D′(Ω) est son dual muni de la topologie faible-*, c’est-à-dire,
l’espace des distributions.

Remarque. Il y a une action continue naturelle de C∞(Ω)[∂1, . . . , ∂n] sur D′(Ω). Notons que les distribu-
tions forment un faisceau à valeur dans la catégorie des espaces vectoriels complexes. En particulier, on a
une notion de support d’une distribution.

S est l’espace des fonctions de Schwartz muni de la topologie de Fréchet. S′ est son dual muni de la
topologie forte, c’est-à-dire, l’espace des distributions tempérées. On a l’inclusion S′ → D′. Notons que
S′ n’est pas un sous-espace topologique deD′.

Remarque. S[x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n] agit continûment sur S′.

E = C∞(Ω) est l’espace des fonctions lisses sur Ω. La topologie est la topologie usuelle de Fréchet. E′

est son dual muni de la topologie faible-*, c’est-à-dire, l’espace des distributions à support compact. On a
les inclusions E′ → S′ et E′(Ω)→ D′(Ω).

Enfin, on a
E′ → S′ → D′

et
E′(Ω)→ D′(Ω)

On rappelle que l’ordre d’une distribution Λ ∈ D(Ω) est défini comme le minimum de N ∈ N ∪ {∞}
tel que quel que soit K ⊂ Ω, il existe une inégalité de la forme |Λφ| � ‖φ‖N , ∀φ ∈ DK . Ici ‖φ‖N =∑
|α|6N ‖Dαφ‖L∞ .

Théorème 2.1. 1. D(Ω) est complet.

2. Si um → 0 dansD(Ω), il existe un sous-ensemble compact K ⊂ Ω, tel que Supp um ∈ K, ∀m.

3. Les distributions dont le support est vide ou = {0} sont exactement C[∂1, . . . , ∂n]δ, où δ est le Dirac
en 0.

2.2.2 Convolutions et transformée de Fourier

On peut définir la convolution dans les cas suivants :

1. D×D′ → C∞

2. E′ ×D′ → D′

3. S × S′ → C∞

La convolution des distributions obéit aux règles usuels, en particulier

Proposition. Quand u ∗ v est définie, on a

Supp u ∗ v ⊂ Supp u + Supp v

La convolution est donc une fonction :

E′ × E′ → E′

E′ ×C∞ → C∞

E′ ×D → D

En particulier, E′ est un anneau commutatif.
Rappelons que la transformée de Fourier est définie comme suit :

1. S → S

2. S′ → S′

Dans les deux cas, la transformée de Fourier est continue et d’ordre 4 pour la composition.
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2.3 Analyse harmonique
2.3.1 Inégalités pour les fonctions maximales

On va étudier les inégalité associées aux fonctions maximales de Fefferman et Stein.

Théorème 2.2. Soit f : Rn → l1 une fonction mesurable. 1 < p, r < ∞, α > 0. Alors,

1.
‖(M fk)‖Lp(lr) �r,p ‖( fk)‖Lp(lr)

2.
‖(M fk)‖L1,w(lr) �r ‖( fk)‖L1(lr)

3. Pour ( fk) ∈ L∞(lr),
‖(M fk)‖lr ∈ exp(Lr)

Démonstration. On observe que le cas p = 1 dans 1. est le cas analogue au cas scalaire. Pour 2., on utilise
une décomposition de Calderón-Zygmund relativement à α > 0 et ‖( fk)‖lr . Soient Qk, Ω, F de manière
usuelle. Soient bk = fk1F , gk = fk − bk. Il suffit de traiter les deux parties séparément. Pour bk, en utilisant
l’inégalité de Chebyshev et le cas p = 1, on se ramène à estimer

‖(bk)‖rLr(lr) 6 ‖(bk)‖L1(lr)‖(bk)‖r−1
L∞ 6 α

r−1‖( fk)‖L1(lr)

Pour l’autre partie, on peut supposer que les gk sont constantes sur chaque Q j, en prenant la valeur moyenne.
On a

‖(gk)‖rLr(lr) 6 |Ω|‖(gk)‖rL∞(lr) 6 |Ω|

?
Q j

‖( fk(y))‖lr dy
r

� |Ω|αr � |Ω|αr−1‖( fk)‖L1(lr)

Le cas p 6 r s’en déduit, et un argument de dualité entraı̂ne 1..
On n’a pas besoin de 3, pour une démonstration voir [10]

�

2.3.2 Intégrales singulières et multiplicateur de Fourier

Pour cette partie, voir [21].
Dans cette partie, on rappelle quelques résultats de la théorie de C-Z. Soient H, H1, H2 des espaces de

Hilbert séparables. K : Rn → B(H1,H2) un noyau mesurable (au sens faible). On a K̂ : Rn → B(H1,H2)
lorsque c’est bien défini.

Pour une fonction mesurable (au sens faible) f : Rn → H1. K ∗ f : Rn → H2 lorsque c’est bien défini .
K est appelé le noyau de Calderón-Zygmund s’il existe B > 0 tel que

1. K est localement intégrable.

2. |K(x)| 6 B|x|−n

3. (Condition de Hömander) supy,0

∫
|x|>2|y| |K(x − y) − K(x)|dx 6 B

4.
∫

r16|x|6r2
K(x)dx = 0, ∀0 < r1 < r2 < ∞.

Dans ce cas-là, on appelle opérateur d’intégrale singulière un opérateur de C-Z.

Théorème 2.3. Un opérateur de C-Z est de type (p, p) pour 1 < p < ∞ et de type faible (1, 1).

Remarque. Dans le cas scalaire, l’opérateur de C-Z envoie L∞ → BMO de manière continue.

On dispose d’un autre théorème bien connu :

Théorème 2.4. Soit K de carré intégrable. S’il existe B > 0 tel que

1. ‖K̂‖L∞ 6 B

2. (Condition de Hömander) supy,0

∫
|x|>2|y| |K(x − y) − K(x)|dx 6 B

alors l’opérateur d’intégrale singulière correspondant est de type (p, p) pour 1 < p < ∞ et de type faible
(1, 1).
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On va démontrer un théorème moins connu. En fait, au lieu de l’hypothèse sur K, on peut également
utiliser des propriétés de multiplicateur de Fourier. On va supposer que K est tempéré au sens faible de sorte
que la transformée de Fourier ait du sens.

Théorème 2.5. Soit K tempérée et régulière (i.e. localement L1). Supposons que K̂ est régulière et de
dérivée classique jusqu’à l’ordre [ n

2 ] + 1 sur Rn − {0}. De plus, on suppose qu’il existe une constante B > 0
tel que ∀R > 0, et pour tout multi-indice α d’ordre inférieur ou égal à [ n

2 ] + 1,∫
R
2 6|ξ|6R

| ‖DαK̂‖HS(ξ)|2dξ 6 B2Rn−2|α|

Alors l’opérateur d’intégrale singulière correspondant est de type (p, p) pour 1 < p < ∞.

Remarque. Le cas scalaire est connu comme le théorème du multiplicateur de Hörmander–Mikhlin. ( [20]).

Démonstration. Il est idoine de traiter ce problème en fixant une base, donc l’équation devient∫
R
2 6|ξ|6R

∑
i, j

|DαK̂i j(ξ)|2dξ 6 B2Rn−2|α|

Soit Ki j =
∑

l Ki j,l la décomposition de L-P de Ki j. Alors∫
Rn

(1 + 22l|x|2)[ n
2 ]+1

∑
i, j

|Ki j,l|
2dx 6 cB22ln

Définissons Ki j;N =
∑N

r=−N Ki j,r.
On va démontrer que cela vérifie les conditions du lemme qui suit dans le cas q = 1. Pour cela, il faut

estimer la norme d’opérateur de Ki j;N . On le fait par une estimation de la norme d’une matrice.∫
|x|>t

(
∑
i, j

|Ki j,l(x)|2)1/2dx 6 cB(2lt)
n
2−[ n

2 ]−1

Ce n’est pas suffisant car cela n’est pas homogène en t. En supposant 2lt 6 1, on a∫
Rn

∑
i, j

|Dα[(1 − e−iy·ξ)Ki j,l](ξ)|2dξ 6 cB22l(n − 2|α|)22lt2

Mettons les deux estimations ensemble, on a∫
|x|>2t
‖KN(x − y) − KN(x)‖dx 6 cB

∑
l

min ((2lt)
n
2−[ n

2 ]−1, 2lt) 6 cB

De plus, l’opérateur d’intégrale singulière est de type (2, 2) grâce à l’identité de Parseval et sa norme (2, 2)
est même dans L1. On conclut par le lemme suivant et un passage à la limite. �

Pour q ∈ R>0, (p, r) ∈ R2 est appelée q-admissible si 1 < p, r < ∞ et 1
p −

1
r = 1 − 1

q .

Lemme. Soit Ai un espace de Banach réflexif, K : Rn → B(A1, A2) un noyau dans L1
loc. Supposons qu’on a

1 6 q < ∞, B,C > 0, tel que ∀t > 0, |y| < B−1,∫
|x|>B
‖K(t(x − y)) − K(tx)‖qdx 6 Cqt−n

On suppose que l’opérateur d’intégrale singulière correspondant à K est de type (p, r) pour une paire q-
admissible (p, r). Alors, la même chose est vraie pour toute partie q-admissible. De plus, les normes sont
deux à deux équivalentes par une borné dépendant seulement des indices, n and B.

Finalement,
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Théorème 2.6. Soit K : Rn → l1(Z) tempérée et régulière. Soit K j les coordonnée de K par rapport à
la base canonique. Supposons que K̂ est régulière et a une dérivée classique jusqu’à l’ordre [ n

2 ] + 1 sur
Rn − {0}. S’il existe B > 0 tel que ∀R > 0 et α de l’ordre 6 [ n

2 ] + 1,∑
j

∫
R
2 6|ξ|6R

|DαK̂ j(ξ)|2dξ 6 B2Rn−2|α|

alors l’opérateur d’intégrale singulière est borné Lp(Rn, lr)→ Lp(Rn, lr) pour 1 < r, p < ∞.

La preuve suit les mêmes lignes que la précédente. Le fait que K est diagonal assure qu’on peut estimer
sa norme en tant qu’opérateur lr → lr en utilisant la norme sup des éléments diagonaux, donc ils sont encore
majorés par la norme l2 des éléments de la matrice.

Remarque. Le cas Lp(l2) peux être démontré par une technique d’intégrale singulière (voir les notes de J.
Peyrière).

Remarque. Dans toutes les situations précédentes, la norme de l’opérateur d’intégrale singulière ne dépend
que de B, n, r, p (si cela a un sens).

2.3.3 Théorie de Paley-Wiener

Soit R > 0, pour 0 6 p 6 ∞, on définit

Pp
R =

{
f ∈ S′ ∩ Lp : Supp f̂ ∈ B(0,R)

}
On prend la convention suivante : L0 est l’espace des fonctions mesurables.

On rappelle le théorème classique de Paley-Wiener-Schwartz.

Théorème 2.7. P0
R est l’espace des fonctions entières f (restreintes à Rn) telles qu’il existe N ∈ N, tel que

| f (z)| � (1 + |z|)Ner| Im z|

De plus, le plus petit tel N est égale à l’ordre de f̂ .

Théorème 2.8. Soient f ∈ Pp
R, 0 < p 6 ∞,

1. Pour κ > 0 assez petit (indépendant de R),∑
k∈Zn

| f (κk)|p
1/p

∼ ‖ f ‖Lp

2. Pour∞ > q > p, et tout α,
‖Dα f ‖Lq � ‖ f ‖Lp

3. Pour κ > 0,

sup
z

|∇ f (x − z)|
1 + |z|n/κ

� sup
z

| f (x − z)|
1 + |z|n/κ

� (M| f |κ)1/κ(x)

2.3.4 Théorie de Littlewood-Paley

Soit γ : Rn → [0, 1] une fonction lisse telle que

1. Supp γ ⊂ B(0, 1).

2. γ(x) = 1, ∀x ∈ B(0, 1/2).

Soit φ j(x) = γ(2− jx) − γ(2− j+1x), ∀ j ∈ Z. Observons que

1. φ j ∈ C∞(Rn).

2. Supp φ j ⊂ T(2 j−2, 2 j).

3.
∑

j φ j(x) = 1, ∀x , 1.
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On pose alors φ := φ1.
On aura parfois besoin de fonctions φ, ψ, tel que ψ = 1 sur Supp φ. Dans ce cas-là, on utilisera les

notations f φj , f ψj .

Définition 2.1. Pour f ∈ Lp(1 < p < ∞), on définit la projection de Littlewood-Paley par

fk = φ̂k ∗ f

Notons que fk ∈ C∞(Rn) et f =
∑

k fk sont dans Lp et convergent presque-partout.
Plus généralement, on peut faire la même chose pour tout distribution tempérée, mais la convergence se

fait désormais au sens des distributions tempérées.
L’opérateur de L-P S : Lp(Rn)→ (C∞(Rn))Z est défini par (S f )k = fk.
On verra bientôt que S f ∈ Lp(Rn, l2(Z)).

Le théorème majeur est alors le suivant :

Théorème 2.9. For 1 < p < ∞, f ∈ Lp(Rn),

‖S f ‖Lp(Rn,l2(Z)) ∼ ‖ f ‖p

Démonstration. Définissons K : Rn → l2(Z) par K(x) =
∑
φ̂ je j. On observe que l’estimation souhaitée est

la suivante : ‖K ∗ f ‖l2(Z) ∼ ‖ f ‖Lp . On note en premier lieu que K est un noyau de Carderon-Zygmund. Donc
une des implications est immédiate.

Regardons désormais la convolution avec K comme un opérateur T : Lp(Rn,CN) → Lp(Rn, (l2(N))N)
pour un N ∈ Z+. Il est aisé de voir que l’adjoint de T est donné par∑

f je j →
∑

f j ∗ φ̂ j

en supposant qu’on somme un nombre fini de termes. On obtient une borne de la forme

‖
∑

f j ∗ φ̂ j‖p �p ‖( f j)‖Lp(Rn,l2(Z))

si RHS est fini.
En particulier, en prenant f j comme f ∗ φ̂ j, en remplaçant φ1 par une fonction ψ1 à support plus grand

que celui de φ1, égale à 1 sur le support de φ1, et en posant ψi de manière adéquate, on obtient le résultat
souhaité. �

Remarque. On évoque une petite variante de la théorie, qui sera utile. On garde fk invariante pour k > 0
mais on rassemble tous les autres termes en un nouvel f−1. Le théorème légèrement modifié est alors encore
vérifié.

2.4 Espaces de Besov
2.4.1 Espaces de Sobolev dans la théorie L-P

Pour cette partie, voir [1].
Dans cette partie on adoptera le point de vue de la remarque 2.3.4. On prend pour la suite la notation

suivante : S n( f ) =
∑n−1

j=−1 f j. On supposera désormais p = 2.

Lemme. 1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout multi-indice α, j > −1, pour tout f ∈ L2(Rn),

‖∂α fk‖2 6 C2k|α|‖ f ‖2, ‖∂αS k( f )‖2 6 C2k|α|‖ f ‖2 (8)

2. Pour s ∈ R, k > 0,
‖ fk‖Hs ∼ 2ks‖ fk‖2 (9)

pour tout f ∈ L2(Rn).

Démonstration. Cela tombe directement de

‖ fk‖2Hs = (2π)−n
∫

(1 + |ξ|2)sφ2(2−kξ)| f̂ (ξ)|2dξ

�
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On a un lemme similaire :

Lemme. 1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout multi-indice α, j > −1, pour tout f ∈ L2(Rn),

‖∂α fk‖∞ 6 C2k|α|‖ f ‖∞, ‖∂αS k( f )‖∞ 6 C2k|α|‖ f ‖∞ (10)

2. Pour k ∈ N, l > 0, ∑
|α|=k

‖∂α fl‖∞ ∼ 2kl‖ fl‖∞ (11)

pour tout f ∈ L2(Rn).

Démonstration. Grâce à la propriété immédiate d’invariance de la transformée de Fourier des noyaux en
questions, la seule chose à démontrer est l’inégalité de la seconde partie. Soit χ une fonction test égale à 1
au voisinage de Supp φ. Alors

φ(ξ) =
∑
|α|=k

ξαχα(ξ)φ(ξ)

où
χα(ξ) =

ξαχ(ξ)∑
|α|=k(ξα)2

Donc
f̂l(ξ) = 2−lk

∑
|α|=k

χ̂α(2−lξ)∂̂α fl(ξ)

i.e.
2lk fl(x) =

∑
|α|=k

2lnχα(−2lx) ∗ ∂α fl

L’inégalité de Young permet de conclure la preuve. �

Théorème 2.10. Pour s ∈ R, 1 < p < ∞,

1.
‖ f ‖Hs,p ∼ ‖( f j)‖Lp(l2s )

2.
‖ f ‖W s,2 ∼ ‖( f j)‖l2s (L2) ∼ ‖ f ‖Hs

Ici Hs,p est l’espace du potentiel de Bessel. W s,p est l’espace de Sobolev-Slobodeckij.

Démonstration. 1. C’est une application directe du théorème de Mekhlin-Hörmander. Soit f ∈ Hs,p. Alors

‖ f ‖Lp(l2s ) � ‖(2
s j 〈D〉−s φ j ∗ 〈D〉s f )‖Lp(l2) � ‖ 〈D〉

s f ‖Lp = ‖ f ‖Hs,p

La réciproque se démontre de manière analogue.
2. est similaire. �

Pour appliquer ce résultat, on prouve le théorème suivant

Théorème 2.11. Si u, v ∈ Hs(Rn) ∩ L∞(Rn) (s > 0), il en est de même de uv, de plus,

‖uv‖Hs � ‖u‖L∞‖v‖Hs + ‖v‖L∞‖u‖Hs

Lemme. Soit s,C > 0, (ak)k>1 une suite de fonctions L2, telles que

Supp âk ⊂ B(0, 2kC)

et que
‖ak‖22ks 6 ck

avec (ck) ∈ l2. Set u =
∑

k>−1 ak, alors u ∈ Hs, ‖u‖Hs � C‖(ck)‖l2 .

32



Démonstration. Avec la condition sur les supports,on a clairement qu’il existe N tel que

uk =
∑

l>k−N

(al)k

Donc

‖uk‖2 �
∑

l>k−N

‖al‖2 6
∑

l>k−N

cl2−ls

=
∑

l>k−N

cl2−(l+k)s/22−(l−k)s/2 � 2−ks
∑

l>k−N

c2
l 2−(l−k)s

Une simple addition conclut la preuve. �

Preuve du théorème. Notons
uv =

∑
k,l

ukvl = Σ1 + Σ2

Cela dépend de la position de k par rapport à 1. D’après le lemme et la symétrie évidente, il suffit d’estimer

‖S k(u)vk‖2 6 ‖S k(u)‖∞‖vk‖2 � ‖u‖∞‖v‖Hs 2−ksck

avec ck ∈ l2. �

Remarque. Par la méthode classique du potentiel de Bessel, on déduit aisément que, si s > n/2,

‖uv‖Hs � ‖u‖Hs‖v‖Hs

Cette remarque est évidemment moins forte que le théorème.

2.4.2 Espaces de Besov et espaces de Triebel-Lizorkin

Pour cette partie, voir [4] et [23].
On adopte un point de vue L-P pour les espaces de Besov.

Définition 2.2. Pour s ∈ R, 1 6 q 6 ∞

1. Pour 1 6 p 6 ∞, posons
Bs

pq =
{
f ∈ S′ : ‖ f ‖Bs

pq = ‖ f j‖lqs (Lp) < ∞
}

C’est un espace de Banach appelé espace de Besov.

2. Pour 1 < p < ∞, posons
F s

pq =
{
f ∈ S′ : ‖ f ‖F s

pq = ‖ f j‖Lp(lqs ) < ∞
}

C’est un espace de Banach appelé espace de Triebel-Lizorkin.

Remarque. En fait, tous les cas 0 < p 6 ∞, 0 < q 6 ∞ peuvent être traités. On ne le fera pas ici, ceci étant
très technique.

On doit montre que la définition est indépendante de la décomposition spectrale choisie φ j.

Théorème 2.12. 1. Dans le cas s > 0 1 < p < ∞, la définition de l’espace de Besov coı̈ncide avec la
définition classique.

2. Dans le cas s > 0, C s
Z = Bs

∞∞.
3. F s

p2 = Hsp.
4. F s

pp = Bs
pp.

C s
Z désigne ici l’espace de Zygmund. Bs

pp sont les espaces de Sobolev-Slobodeckij.

Démonstration. 1. Voir [17].
2. Voir [23].
3. On l’a vu plus tôt.
4. Trivial. �
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Mentionnons également que F0
p2 = h0

p (espace local de Hardy) pour tout p > 0. Voir à cet effet [5].
On a une caractérisation simple de F s

p,q :

Lemme.
‖ f ‖F s

p,q ∼ ‖ f−1‖Lp + ‖(|D|s fk)‖Lp(lq)

Ce lemme facile n’est pas démontré.

2.4.3 Prolongements de Besov

L’avantage fondamentale de l’approche L-P pour les espaces de fonctions est qu’il transforme un
problème concernant un espace abstrait en un problème familier concernant une fonction entière d’ordre
fini. Un corollaire simple est le suivant :

Théorème 2.13. Supposons 1 < p 6 q < ∞, −∞ < t 6 s < ∞, 1 6 r 6 ∞, s − n/p = t − n/q
1.

Bs
p,r ⊂ Bt

q,r

2. Supposons de plus 1 < r < ∞ , alors
F s

p,r ⊂ F t
q,r

Démonstration. 1. provient de

‖ fk‖Lq 6 ‖ψk‖Lσ‖ f ∗ φk‖Lp � 2kn(1−1/σ)‖ fk‖Lp

où 1/σ + 1/p − 1 = 1/q.
2. On peut supposer p < q. Par le lemme 2.4.2, il suffit d’estimer ‖D‖t fk, ce qui est simple dans le cas

de fonctions de Schwarz :
|D|t fk � ‖x‖n−n(1/p−1/q) ∗ |D|s fk

Donc ‖(|D|t fk)‖lr � ‖x‖n−n(1/p−1/q) ∗ ‖(|D|s fk)‖lr . Le résultat provient de l’inégalité de Hardy-Littlewood-
Sobolev.

De manière générale, cela provient du fait que les fonctions de Schwarz sont denses dans les espaces de
Triebel-Lizorkin, ce que l’on ne prouve pas ici. �

Théorème 2.14. Supposons 1 < p < ∞, t > 0, alors
1.

Bn/p+t
p,1 ⊂ Ct

2. Pour un nombre non-entier t et 1 6 r 6 ∞,

Bn/p+t
p,r ⊂ Ct

3. Pour un nombre non entier t et 1 < r < ∞,

Fn/p+t
p,r ⊂ Ct

Démonstration. 1. Le cas t ∈ N se prouve de la même manière que 1 dans le théorème précédent. Les autres
cas se déduisent par interpolation.

2. Cela se déduit par interpolation de 1.
3. On applique le prolongement des espaces de Triebel-Lizorkin dans les espaces de Besov. �

Remarque. Ces deux théorèmes peuvent être vus comme une généralisation des inégalités classiques de
Gagliardo-Nirenberg-Sobolev et de Morrey.

On énonce encore quelques résultats qu’on utilisera sans prouver :

Théorème 2.15. ([23]) Pour s ∈ R, ε > 0, 1 < p < ∞, 1 6 q1 6 q2 6 ∞, on a

Bs+ε
p,∞ ⊂ Bs

p,1 ⊂ Bs
p,q1
⊂ Bs

p,q2
⊂ Bs

p,∞ ⊂ Bs−ε
p,1
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Théorème 2.16. ([23]) Pour s ∈ R, 1 < p < ∞, on a

Bs
p,q ⊂ F s

p,q ⊂ Bs
p,p, 1 < q 6 p < ∞

Bs
p,p ⊂ F s

p,q ⊂ Bs
p,q, 1 < p 6 q < ∞

De plus, Bs
p,p = F s

p,p.

Théorème 2.17. ([4]) For s > 0, p > 1
Bs

p,1 ⊂ Lp1

où s − n
p = − n

p1
.

2.5 Espaces d’interpolation
Théorème 2.18. ([4])

Soient

0 < θ < 1, 1 ≤ p, p0, p1, q, q0, q1 ≤ ∞, s, s0, s1 ∈ R (12)
1
pθ

=
1 − θ

p0
+

θ

p1
,

1
qθ

=
1 − θ

q0
+
θ

q1
, sθ = (1 − θ)s0 + θs1 (13)

Alors,

(
Hs0

p0
,Hs1

p1

)
θ

= Hsθ
pθ , s0 , s1, 1 < p0, p1 < ∞ (14)(

Bs0
p0,q0

, Bs1
p1,q1

)
θ

= Bsθ
pθ ,qθ , s0 , s1, 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ (15)(

Hs
p0
,Hs

p1

)
θ,pθ

= Hs
pθ , 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞ (16)(

Hs0
p ,H

s1
p

)
θ,q

= Bsθ
p,q, s0 , s1, 1 ≤ p, q ≤ ∞ (17)(

Bs0
p,q0
, Bs1

p,q1

)
θ,q

= Bsθ
p,q, s0 , s1, 1 ≤ p, q, q0, q1 ≤ ∞ (18)(

Bs
p,q0
, Bs

p,q1

)
θ,q

= Bs
p,qθ , 1 ≤ p, q0, q1 ≤ ∞ (19)(

Bs0
p0,q0

, Bs1
p1,q1

)
θ,qθ

= Bsθ
pθ ,qθ , s0 , s1, pθ = qθ, 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ (20)

3 Équation de Szegő généralisée
On donne dans cette partie une solution locale du problème de Cauchy pour une version généralisée de

l’équation de Szegő.

3.1 L’équation de Szegő cubique
Gérard a considéré l’équation suivante sur le cercle unité([12]) :

i∂tu = Π(|u|2u)

où Π : L2 → H2 est la projection orthogonale sur l’espace de Hardy. On cherche à la généraliser à la dimen-
sion finie quelconque. Comme dans [9], le point de vue correct à adopter est celui de l’analyse harmonique,
la théorie de l’intégrale singulière et la théorie du potentiel, au lieu des méthodes complexes plus classiques.
On peut facilement réécrire l’équation comme suit

∂ta = a2Ha + (Ha)3 + H(a3) + H((Ha)2a)

où u = a + iHa, H désigne la transformée de Hilbert sur le cercle unité. La généralisation est facile :

∂tu = aiu2Riu + bi jkRiuR juRku + ciRi(u3) + diRi(uR juR ju)
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où on a utilisé la convention d’Einstein. Ri désigne la i-ème transformé de Riesz, u est une fonction réelle
sur Rn. On impose la condition de Cauchy

u(0, ·) = u0

Il y a plusieurs restrictions possibles sur les coefficients. Les cas les plus faciles consistent à prendre
des fonctions localement constantes (au sens dyadique) ou des fonctions de Hs(s > n/2). Le fait que cette
équation est localement bien posée dans Hs(s > n/2) est triviale dans le premier cas et facile en utilisant
un théorème classique de Sobolev dans le second. Donc, une intuition de type John-Nirenberg nous invite
à penser que le problème est aussi facile pour les coefficients de type BMO ou au de type L∞. Mais l’on ne
possède aucune estimation de la norme de Sobolev inhomogène de produits de la forme aiu2Riu si aucune
condition sur l’intégrabilité de ai n’est faite (comme dans le cas constant). On ne possède de plus aucune
loi de conservation a priori.

On travaillera par la suite exclusivement dans les espaces de Besov.

3.2 Estimations
La seule difficulté est de donner une estimation de la partie non-linéaire. Cela nous permettra de résoudre

le problème de Cauchy localement de manière usuelle.
Les estimations sont assez complexes, nous n’expliciterons que la première en détail, les autres se

traitant de manière analogue.
Supposons que ai ∈ L∞ et que Dεai ∈ Hs−ε pour un ε > 0 à spécifier plus tard. Cette condition est plus

faible que les deux cas introduits précédemment. On suppose aussi que s > 1 et que s > n
p , p > 2. Soit m

un entier > s.
En utilisant le lemme 3.3 de [7] et les notations associées, on déduit que

∆m
l (aiu2Riu, x) �m

m∧4∑
k=1

m∑
j=0

(|ai(x + jl)|4−k + |u(x + jl)|4−k + |Riu(x + jl)|4−k)

∑
j1 + · · · jk = m

ji ∈ Z+

k∏
q=1

(D jq (ai(x), ai(x + l), · · · , ai(x + ml)) + D jq (u(x), u(x + l), · · · , u(x + ml))

+ D jq (Riu(x),Riu(x + l), · · · ,Riu(x + ml)))
(21)

La somme se décompose en

S 1 =

 m∑
j=0

|ai(x + jl)|3 + |u(x + jl)|3 + |Riu(x + jl)|3
 (Dm(ai) + Dm(u) + Dm(Riu))

S 2 =

 m∑
j=0

|ai(x + jl)|2 + |u(x + jl)|2 + |Riu(x + jl)|2
 m−1∑

j=1

(D j(ai) + D j(u) + D j(Riu))(Dm− j(ai) + Dm− j(u) + Dm− j(Riu))

S 3 =

 m∑
j=0

|ai(x + jl)| + |u(x + jl)| + |Riu(x + jl)|

 m−1∑
j=1

m−1− j∑
r=1

(D j(ai) + D j(u) + D j(Riu))

(Dr(ai) + Dr(u) + Dr(Riu))(Dm− j−r(ai) + Dm− j−r(u) + Dm− j−r(Riu))

S 4 =

m−1∑
j=1

m−1− j∑
r=1

m−1− j−r∑
v=1

(D j(ai) + D j(u) + D j(Riu))(Dr(ai) + Dr(u) + Dr(Riu))

(Dv(ai) + Ds(u) + Dv(Riu))(Dm− j−r−v(ai) + Dm− j−r−v(u) + Dm− j−r−v(Riu))

Donc

‖aiu2Riu‖2Ḃs
p,2
�

∫ ∞

0

{
t−s sup

|l|6t
‖S 1 + S 2 + S 3 + S 4‖Lp

}2

t−1dt (22)

où 0 < s < m.
On pose

Ii =

∫ ∞

0

{
t−s sup

|l|6t
‖S i‖Lp

}2

t−1dt


1
2
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Estimons S i.
Terme S 1 : Décomposons S 1 en 9 termes S 1

1, . . . , S
9
1,

S 1
1 =

m∑
j=0

|ai(x + jl)|3Dm(ai)

Les autres cas sont similaires. On décompose I1 en neuf termes I1
1 , . . . , I

9
1 . Alors

I1
1 =

∫ ∞

0
t−2s−1‖

∑
j

|ai(x + jl)|3Dm(ai)‖2p


1
2

dt

Pour γ1, γ2 positives telles que
1
γ1

+
1
γ2

=
1
p

on a

I1
1 �

(∫ ∞

0
t−2s−1‖ai‖

6
3γ1

sup
|l|6t
‖Dm(ai)‖2γ2

dt
) 1

2

� ‖ai‖
3
3γ1
‖ai‖Ḃs

γ2 ,2

Posons
1
p∗

=
1
p
−

1
2
.

En particulier,
I1
1 � ‖ai‖

3
∞‖ai‖Ḃs

p,2

Les estimations similaires sont encore valables pour I2
1 , . . . , I

9
1 .

De manière similaire, I2 se décompose en 27 termes, disons

S 1
2 =

∑
j

|ai(x + jl)|2
∑

j

D j(ai)Dm− j(ai)

L’intégrale correspondante est majorée par

I1
2 � ‖ai‖

2
2γ3

∫ ∞

0

∑
j

t−2s−1 sup
|l|6t
‖D jai‖

2
γ4
‖Dn− jai‖

2
γ5

dt


1
2

� ‖ai‖
2
2γ3

∑
j

(∫ ∞

0
t−2s−1 sup

|l|6t
‖D jai‖

γ6
γ4 dt

)1/γ6
(∫ ∞

0
t−2s−1 sup

|l|6t
‖D jai‖

γ†6
γ5 dt

)1/γ†6

�
∑

j

‖ai‖
2
2γ3
‖ai‖Ḃ

2s/γ6
γ4 ,γ6
‖ai‖

Ḃ
2s/γ†6

γ5 ,γ
†

6

où 1
γ†6

+ 1
γ6

= 1
2 .

Les paramètres sont tous positifs, et on leur impose les restrictions suivantes :

1
γ3

+
1
γ4

+
1
γ5

=
1
p

(23)

2 < γ6 (24)

j >
2s
γ6

(25)

m − j >
2s
γ∗6

(26)

On permet à γ6 de dépendre de j. Notons qu’une solution γ6 existe toujours.
De manière similaire, I3 se décompose en 81 termes. On a

I1
3 � ‖ai‖L∞ max

j,r
‖ai‖Ḃ2s/γ10

γ7 ,γ10
‖ai‖Ḃ2s/γ11

γ8 ,γ11
‖ai‖Ḃ2s/γ12

γ9 ,γ12
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où on a fait les restrictions suivantes sur les paramètres :

γ7, γ8, γ9 > p (27)
γ10, γ11, γ12 > 2 (28)

1
γ7

+
1
γ8

+
1
γ9

=
1
p

(29)

1
γ10

+
1
γ11

+
1
γ12

=
1
2

(30)

j >
2s
γ10

(31)

r >
2s
γ11

(32)

m − j − r >
2s
γ12

(33)

Finalement, I4 se décompose en 81 termes et on dérive

I1
4 � max

j,r,v
‖ai‖Ḃ2s/γ13

p,γ13
‖ai‖Ḃ2s/γ14

p,γ14
‖ai‖Ḃ

2s/γ15
p,γ15
‖ai‖Ḃ

2s/γ16
p,γ16

où on a fait les restrictions suivantes sur les paramètres :

1
γ13

+
1
γ14

+
1
γ15

+
1
γ16

=
1
2

(34)

j >
2s
γ13

(35)

r >
2s
γ14

(36)

v >
2s
γ15

(37)

m − j − r − v >
2s
γ16

(38)

Reformulons certaines estimations faites plus haut pour les appliquer à notre problème de Cauchy.
Remarquons que les restrictions faites de γ13 à γ16 ont toujours une solution, comme on a supposé que

0 < s < m.
En utilisant les prolongements classiques de Sobolev/Besov

Ḣ2s/γ3−ε−
n
p + n

2 ⊂ Ẇ2s/γ13−ε,p ⊂ Ḃ2s/γ13
p,2

on trouve I1
4 � 1, où la constante O dépend de ai.

Les termes de la forme Ik
4 (k > 2) comprennent la norme de Besov de u ou de Riu. Avec le prolongement

de Besov
Ḃs

p,2 ⊂ Ḃs+ε
p,γ14

et les théorèmes de bornes sur les transformées de Riesz. On conclut finalement que

I4 � 1 + ‖u‖4Ḃs
p,2

Des estimations similaires valent pour I1, I2, I3, donc on conclut que

‖aiu2Riu‖Ḃs
p,2
6 C1(1 + ‖u‖4Ḃs

p,2
)

3.3 Le problème de Cauchy
On peut enfin s’intéresser au problème de Cauchy dans le cas sous-critique, à savoir

s −
n
p
> 0

Dans ce cas, il s’agit de se souvenir que l’on a un prolongement de Besov Bs
p,2 ⊂ L∞.
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Théorème 3.1. Supposons que toutes les restrictions faites sur les coefficients dans la section précédente
sont encore vrais.

Dans le cas sous-critique, l’équation de Szegő cubique est localement bien posée dans Bs
p,2. En partic-

ulier si s > n
2 , l’équation de Szegő cubique est localement bien posée dans Hs.

Démonstration. On utilise la méthode usuelle de point fixes. L’espace considéré est

X = {u ∈ L∞(0,T ; Bs
p,2) : ‖u‖L∞(0,T ;Ḃs

p,26M)}

avec la métrique de L∞(t, x).
En utilisant l’astuce usuelle d’analyse fonctionnelle, il est aisé de voir que X est non vide et est un

espace métrique complet. Puis, la méthode classique permet de conclure en utilisant les estimations faites
dans la section précédente. �
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Normale Supérieure, pages 761–773, 2010.

[14] Patrick Gérard and Sandrine Grellier. Inverse spectral problems for compact Hankel operators. Journal
of the Institute of Mathematics of Jussieu, 13(02) :273–301, 2014.
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