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Résumé

Dans cet exposé on résout d’abord le dix-septiéme probleme de Hilbert, c’est-a-dire qu’un po-
lynéme & coefficients réels qui prend toujours des valeurs positives peut s’écrire comme somme de
carrés de fonctions rationnelles, mais pas forcément comme somme de carrés de polynémes (ce qui
était la conjecture originale de Hilbert). On va passer par le ”principe de transfert de Tarski”, comme
la preuve originale due & Artin, mais on va le montrer de fagon plus moderne avec des outils de théorie
des modeles. En plus, on va obtenir ces résultats pour les corps réels clos (c’est-a-dire qui se com-
portent comme (R, +, —, -, <) au premier ordre) dont R est 'exemple plus important. Ensuite on
va aborder une surprenante version sans dénominateurs du méme théoréeme, due & Schmiidgen, qui
est valable seulement dans le cas des variétés semi-algébriques compactes pour les corps réels clos

archimédiens.



Introduction

En 1880, Hilbert voulut savoir quels polynémes a coefficients réels sont toujours > 0. Evidemment
les sommes de carrés de polynémes ne peuvent jamais étre négatifs, il est donc naturel de se demander
s’il y en a d’autres. Déja en 1888 Hilbert avait compris que nécessairement il y en avait d’autres [4]
, mais il ne connaissait pas d’exemples explicites.

Maintenant on connait un exemple tres facile en deux variables, dit & Motzkin [10] :

fz,y) = a'y® + 2?y" = 3a%y® +1

A cause de I'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique (c. a. d. a+b+c > 3V abe
pour tout a, b, ¢ réels positifs), on peut treés facilement voir, en posant a = zty?, b=yt e =1,
que f n’est jamais négatif.

On peut aussi voir a la main que f n’est pas somme de carrés de polynoémes :

Si f(x,y) =3 fi(x,y)? alors les f; seraient des polynémes de degré au maximum 3, qui ne peuvent
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pas avoir de termes 22 ou ¥2, ni 22 ou y2, ni  ou y, donc

f(z,y) = Y (ai + bizy + cia’y + dizy®)?

Mais cela entraine —3 = 3" b7, qui est absurde.

A cause de ca, en 1900, Hilbert essaya avec une autre question, le dix-septieme probleme de Hilbert
[3] :

est-ce que un polyndéme qui est toujours positif est somme de carrés de fonctions rationnelles ?

On peut s’amuser a vérifier qu’en fait le polynéme de Motzkin n’est pas un contre-exemple a cette

nouvelle formulation :

® —y° 2+ ay(@® +y2 —2)17 | [2y@® +y2 - 2) 2+ ey?(z® +y° —2)]
m2_’_y2 I2+y2 $2+y2 x2+y2

flz,y) = {
La conjecture fut démontrée en 1927 par Artin [1]. Son outil principal était un résultat qui est
aujourd’hui connu comme le principe de transfert de Tarski. Déja a I’époque, il avait compris que le
fait de travailler sur les réels n’a aucune importance, mais au contraire la démonstration est valable
pour n’importe quel corps réel clos.
La preuve qu’on propose n’est pas celle de Artin, mais une preuve plus moderne qui utilise la théorie

des modeles de Tarski. Apres on va arriver & des résultats plus récents. D’abord le Positvstellensatz

de Krivine [6], qui étudie les polyndmes strictement positifs sur des variétés semi-algébriques : des



ensembles définis comme lieu de points ol un nombre fini de polynémes fixés (f1,..., fn) est plus
grand ou égal a zéro. La la situation est différente, parce que il est clair que il n’y a pas seulement
les somme de carrés qui sont évidemment positives, mais aussi les somme de carrés fois des produits
finis des f;

Le Positivstellensatz de Krivine est un outil important pour prouver le dernier résultat qu’on obtient
dans cet exposé : le Positivstellensatz de Schmiidgen [13]. Il s’agit d’une version sans dénominateurs
du probleme de Hilbert, sur les variétés semi-algébriques bornées. En fait on va voir que ” la variété

semi-algébrique associée & f1,..., fn est bornée ”

équivaut a une condition sur les polynémes : 7 le
préordre engendré par fi,..., fn est archimédien ”.

Le Positivstellensatz de Schmiidgen , a la différence du dix-septiéme probléeme de Hilbert et du
Positivstellensatz de Krivine, n’est valable sur les corps réel clos en général. On va montrer un

exemple de corps réel clos non archimédien, c’est-a-dire ou la copie de N qu’on peut trouver la-

dedans est bornée, ou il y a des contre-exemples.



1 Ordres et préordres

Définition 1.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. Un sous-ensemble T' C A est un préordre
si:T+TCT, T-TCTetVac Aa®?cT. Un préordre T est propre si —1 ¢ T.

Remarque 1.2. Tl existe un plus petit préordre appelé ST A% = {af + -+ a2 | n € N,a; € A}. A
admet des préordres propres si et seulement si —1 ¢ > A2,

Proposition 1.3. Si T est un préordre, a € A alors T + aT est un préordre. Si T est propre, A est

un corps et —a & T alors T + aT est propre.

Démonstration. (T +aT)+ (T'+aT)=T+T+a(T+T) C T+ aT. On proceéde de la méme facon
pour les autres propriété. Pour la deuxieéme partie, si par I’absurde —1 = s + at avec s,t € T alors

—az(ljizs)teT(t;éOCMSinon—1:36T).

Définition 1.4. Un ordre est un préordre propre maximal par rapport a l'inclusion.

Remarque 1.5. Gréace au lemme de Zorn, il est clair que tout préordre propre est contenu dans un

ordre.

Proposition 1.6. Si T est un ordre, alors T U —T = A.

Démonstration. Supposons que a € T et —a ¢ T. Alors T C T +aT et T C T — aT donc, comme T
est maximal, —1 € T+ aT et —1 € T — aT. On peut écrire —1 = q + ar = s — at avec q,r,s,t € T.

Ona(s+1)(g+1)=—a’rt € —T donc 1l =sq+s+q+1—s—q—qgs € =T absurde.

Proposition 1.7. Si T est un ordre, alors T N =T est un idéal premier.

Démonstration. Si a,b € T N =T alors clairement a +b € TN-T.Sia€e TN-Tetbec A, ona
beT ou—beT. Dans les deux cas ab € TN —T. Donc T'N —T est un idéal.

Supposons maintenant ab € T N =T mais a,b ¢ T' N —T. Sans perte de généralité a,b ¢ T (quitte
a changer de signe), donc, par maximalité de T il existe ¢,7,s,t € T tels que —1 =aqg+r =bs+t
donc agbs = (1 +r)(1+t) € =T donc 1 € —T, absurde.

O

Corollaire 1.8. Donner un ordre sur un anneau A permet de préordonner ’anneau, c. a. d. définir

un symbole de relation binaire qui respecte les axiomes de la section suivante sauf " a < b et b < a



implique a = b 7 (anti-symétrie). Pour avoir l’anti-symétrie il faut quotienter par l’idéal premier
Tn-T

Exemple 1.9. L’anneau R[z] avec f(z) € T ssi pour x suffisamment grand f(z) > 0 est un anneu
avec un ordre, qui est contenu dans son corps de fractions R(z) toujours avec 'ordre de la comparaison

asymptotique.



2 Les corps réels clos

Dans cette section on veut décrire la théorie au premier ordre des corps ordonnés (avec un ordre
total) et des corps réels clos.
Le langage des corps ordonnés est le langage des corps (c’est a dire 0,1, +, —, -, =) avec en plus le
symbole de relation binaire < (mais on utilisera aussi >, qui est défini par : a > b ssi b < a).
Les axiomes sont les axiomes de corps avec en plus, pour tout a,b,c :
a<a
a<betb<cimplique a <c
a<betb<aimplique a =1>b
a<boub<a
si a,b> 0 alors ab >0

sia<balorsa+c<b+c

Remarque 2.1. Un corps ordonné a caractéristique 0, parce que 1 +---+1 >0

Proposition 2.2. Il y a une bijection entre les modéles de cette théorie et les corps avec un ordre,

obtenue en disant que a > b ssia—beT

Démonstration. Soit K un corps, T un ordre. On définit : a > bsia—b & T. Alors 0 = 0? € T donc
a<a.Sia<betb<conac—a=(c—b)+(b—a) €T donc a < c. En outre a < b ou b < a parce
queTU-T=A,donca—beToub—aeT.Sia<betb<aalorsa—beTN-T maisTN-T
est un idéal premier de K, donc il n’y a que zéro. Si a, b sont positifs, alors aussi le produit, comme
T>CT.Sia<balors (b+c)—(a+c)=b—a€Tdonca+c<b+e.

Vice versa, soit A un anneau préordonné. On définit T := A>o. Si a,b > 0 alors ab > 0 et aussi
aZO:>a+beZO:>a+b20doncT2QTetT—i—TQT.aQ:(—a)QetsoitaZOsoit
—a > 0, dans les deux cas a® > 0, donc ZA2 CT.Si—1€&T on aurait —1 > 0, mais 1 = 12 > 0,
donc —1 = 0, absurde. Il est aussi clair que T est maximale : soit S un ordre qui prolonge T. S’il
existait s € S — T, comme T"U —-T = K, on aurait s ¢ T' =€ —T = s € =5, donc s € SN —=S et
s # 0 (sinon il serait dans T) mais cela n’est pas possible parce qu’on a vu dans la premiére partie

de la preuve que S N —S = {0} pour tout ordre S. O

On peut maintenant se demander quels corps peuvent étre ordonnés et comment. La réponse est



une simple traduction des résultats de la section précédente :

Proposition 2.3. Un corps K peut étre ordonné ssi -1 n’est pas somme de carrés. Sia € K, il existe

un ordre ot a > 0 ssi —a n’est pas somme de carrés.

Démonstration. Pour la premieére partie, il suffit d’appliquer la remarque 1.5 avec, comme préordre
de départ, 3" A% Pour la deuxieme partie, on peut voir que 3. A% + a > A% est un préordre propre

par la proposition 1.3 et est donc contenu dans un ordre par la remarque 1.5. O

Définition 2.4. Un corps ordonné est réel clos s’il n’admet pas d’extensions finies de corps ordonnés.

Exemple 2.5. R est réel clos comme sa seule extension finie de corps est C qui n’est pas

ordonnable.

Maintenant on va montrer quelques propriétés des corps réels clos pour pouvoir en donner une
caractérisation avec des énoncés du premier ordre.

Dans la suite K est un corps réel clos.

Proposition 2.6. Sia > 0 alors il existe b tel que a = b>

Démonstration. Supposons le contraire. Soit F = K[v/a]. T = {>_ ci(dirv/a + e,-)2|ci,d,-, e € K,¢c; >
0} est un préordre propre. En fait si —1 = 3" ¢;(div/a +e;)> ona —1 = 3" ¢;(d?a+€?) > 0, absurde.

Donc T peut étre prolongé & un ordre et on trouve une extension finie de corps ordonnés de K.

Proposition 2.7. Tout polynéme non constant de degré impair a au moins une racine.

Démonstration. Raisonnons par 1’absurde. Soit f le plus petit contrexemple (donc il est irréductible).
Posons F = K[z]/(f(x)). T = {3 ci[g:)*(®)|c; > 0} C F est un préordre propre. En fait si —1 =
S cilgi]*(z) (avec, sans perte de généralité deg(g;) < deg(f)) on a —1 + h(z)f(z) =3 cigi(z), avec
deg(h) impair (les coefficient dominants des c;g7(z) sont strictement positifs, donc leur somme est
non nulle) et deg(h) < deg(f). Soit p(z) un facteur irréductible de degré impair de h(z). Il admet
une racine @ € K, par minimalité de f, donc —1 = 3" ¢;97(a) > 0, absurde.

Or, il suffit de prolonger T & un ordre pour trouver une extension finie de corps ordonnés de K, ce

qui serait absurde.



Théoréme 2.8. Soit K un corps ordonné ou les éléments positifs ont une racine carrée et les
polyndmes de degré impair ont au moins une racine. Alors K(v/—1) est la seule extension finie de

corps de K et est donc algébriquement clos.

Démonstration. Soit K C L une extension propre finie de corps. Soit H un 2-Sylow de Gal (L/K).
Par la correspondance de Galois, il est associé a son corps fixe, E, de degré impair sur K. Soit a € E :
« est la racine d’un polyndme irréductible dans K de degré impair (comme [E : K] est impair), donc
de degré 1 par la remarque précédente. Comme « était quelconque, on a E=K, donc H = Gal (L/K).
On sait que les p-groupes sont résolubles et que le seul p-groupe simple est Z/pZ, donc on peut écrire :
{e} =Gy CG1 C - CGr=HouG;/Gi—1 2 Z/2Z, qui correspond & une tour d’extensions de
corps K = Fj, C --- C Fy = L ou chaque extension est de degré 2.

Or K(y/—1) est la seule extension de degré 2 de K, comme il contient les racines carrées de tous les
éléments de K, donc Fy_1 = K(\/TD Fi_o devrait donc correspondre a une extension de degré 2
de K(1v/—1), mais ce corps contient les racines carrés de ses éléments :

a+ib=(a*+ 1) (a+if) = [VaT+ 07 (/152 +i\/§)]2.

Donc on a que forcément k=1 et L = K(v/—1) O

Définition 2.9. Un corps ordonné respecte le principe des valeurs intermédiaires si : Vp € K|[z] 8'il

existe a < b € K tel que p(a) < 0 e p(b) > 0 alors il existe ¢ €]a, b] tel que p(c) =0

Maintenant on a les outils pour montrer ’équivalence entre différentes notions de ”réel clos”.

Théoréme 2.10. Soit K un corps ordonné. Les conditions suivantes sont équivalentes :

-K est réel clos

-les polyndomes de degré impair admettent une racine dans K et les éléments positifs de K ont une
racine carrée

-K(v/=1) est algébriquement clos.

-K respecte le principe des valeurs intermédiaires.

Démonstration. On a déja montré 1 = 2 = 3
3 = 4 il suffit d’écrire un polynéme p comme [(z —a;) [][(z —b;)? +¢;] avec ai, b;,¢; € K et ¢; > 0.

Or, si f change de signe entre a et b, alors il y a forcément un nombre impair de a; entre a et b, donc



au moins un.

4 = 2 si K respecte le principe des valeurs intermédiaires, alors les polynémes de degré impair ont
une racine et les éléments positifs ont une racine carrée. En fait si p a degré impair et est unitaire,
pour z << 0 on a p(z) < 0 et pour x >> 0 on a p(x) > 0 donc il doit s’annuler quelque part. De la
méme fagon x? — a si a > 0 est négatif en 0 et positif pour z trés grand, donc il a une racine.

3 = 1 est évident : la seule extension de K est K (v/—1) qui ne peut pas étre ordonnée parce que -1

est un carré. O

Définition 2.11. Soit F un corps ordonné. On dit que F' C F est une cloture réelle de F si :
- F C F est une extension algébrique de corps ordonné.

- F est réel clos.

Proposition 2.12. Tout corps ordonné a une cloture réelle.

Démonstration. Soit F un corps ordonnés et F* une cloture algébrique. Par le lemme de Zorn, on
peut trouver, parmi les extensions ordonnés de F (qui prolongent l'ordre de F) contenues dans F*,
avec la relation K < K’ si K C K’ et I'ordre de K’ prolonge I’ordre de K, une, qu’on appelle I,
qui est maximale. Clairement F' n’admet pas d’extensions finies ordonnées et il est algébrique sur F,

étant contenu dans sa cloture algébrique. (]

Lemme 2.13. Soit F un corps ordonné et K, K’ deux clotures réelles. Soit f un polynéme irréductible
unitaire a coefficients dans F. Alors le nombre de racines de f dans K est égal au nombre de racines

de f dans K’.

Démonstration. Soit f(x) = [[(z—at) = [],cicpn(@=8t) [11<oci(x—7s) (2—7,) avec vs = as++/—1bs
une décomposition de f dans K(v/—1). f a degré n = m + 2[. Définissons la forme quadratique

P=D1cien ( o a:_le)Q. Or, étant symétrique dans les a¢, p est a coefficients dans F. On a :

> (iﬁ?%) + > (n vglxr> + > (iﬂ%) -

1<t<m \r=1 1<s<l \r=1 1<s<l \r=1
n 1 2 n ,_yr—l _"_Wr—l 2 n ’YT_I_WT_l 2
r— £l s S S —
S a ] s () Y 2 (] =
1<t<m \r=1 1<s<l r=1 1<s<l r=1
DT ovi+ Y 2Umire1 — Ymsas) =1 0
1<t<m 1<s<l

N n —1 n Al l4An !t A
j— —_ S S —_— S S
ou Yyt = E :7.:1 /Bt Try Ym+2s—1 = E r—1 2 Ty et Ymyos = E — 3 Tr



Donc p est conjuguée a p’ par I'application linéaire qui envoie les x dans les y. p n’est pas dégénérée,
parce que si on définit z, = > _, oszlxr on a que p est la forme quadratique standard dans les z.
Or, les z; sont une base parce que la matrice de changement de base est la matrice de Vandermonde
des ai, qui sont dinstincts, donc est inversible.

Donc p et p’ sont inversibles et conjuguées par une application lindaire qui est donc inversible, donc
elles ont la méme signature (qui est 'indice de positivité moins l'indice de négativité), donc p a
signature m.

Cela nous dit que m (le nombre de racines de f dans une cloture réelle), ne dépend pas du choix
de la cloture réelle, parce que p est une forme quadratique a coefficients dans F et donc on peut en

calculer la signature sans sortir de F. O
Proposition 2.14. La cloture réelle est unique, a isomorphisme pres.

Démonstration. Soit F un corps ordonné. Soient K et K’ deux clotures réelles. Soit L et L’ deux
sous-corps ordonné de K et K’ respectivement, et ¢ un isomorphisme entre eux, de facon que tel
isomorphisme ne puisse pas étre prolongé. On peut trouver L, L, ¢ grace au lemme de Zorn. Soit p
un polynéme a coefficient dans L, irréductible, qui admet au moins une racine dans K. Soit a € K la
plus petite racine de ce polynéme et o’ € K’ la plus petite racine de p’ := ¢(p). Or, il est clair qu’on
peut prolonger ¢ & un isomorphisme ¢ de L(a) & L'(a’). 1l reste & vérifier que ¢ préserve Pordre.
Supposons que f(a) > 0, avec f a coefficients dans L. Alors, par le théoréme de 1’élément primitif, il
existe 5 € K tel que m € L(pB) est pour tout v racine de p, /7y — «a € L(3). Soit f le polynéme
minimal de 8 sur L. Par le lemme 2.13 ¢(f) admet au moins une racine dans K’. On en choisit
une au hasard et on lappelle 3'. Soit n : L(8) — L’(8’) l'isomorphisme qui envoie 8 sur 8’ et qui
prolonge ¢. na est une racine de n(p) = ¢(p) et elle est la plus petite, parce que les autres sont du
type 1(7) = n(v7 = a)* + n(a) > n(a).

Comme 7 coincide avec é sur a, il prolonge ¢. Donc (;Aﬁf(a) =n(f(a)) = 77(\/m)2 > 0, donc ¢
préserve 'ordre.

Comme on avait supposé ¢ maximal on a une absurdité, donc L = K et L' = K’ et les deux clotures

sont isomorphes.
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Corollaire 2.15. Soit F' C K une extension de corps ordonnés (ot l'ordre de K prolonge l’ordre de
F) avec K réel clos. Soit F C F une cléture réelle de F. Alors F peut étre immergé dans K par un

morphisme qui fize F.

Démonstration. Par le théoreme précédent, il suffit de montrer qu’on peut trouver une cléture réelle
de F incluse dans K. On considere ’ensemble des éléments de K qui sont algébrique sur F, on
l'appelle F. Or, F est un corps, il est ordonné par 'ordre de K et il respecte le principe des valeurs
intermédiaires : soit p € Flz], avec p(a) < 0, p(b) > 0 et a < b. Alors il existe ¢ € K avec a < ¢ < b

et p(c) =0, donc c¢ est algébrique sur F, donc sur F, donc appartient & F' O
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3 Elimination des quantificateurs

Le but de cette section c’est de prouver ’élimination des quantificateurs dans la théorie des corps
réels clos, c’est-a-dire la théorie des corps ordonnés avec en plus le principe des valeurs intermédiaires,

qui peut étre écrit comme un schéma d’énoncés du premier ordre.

Définition 3.1. Une théorie 7 admet 1’élimination des quantificateurs si, pour tout ¢(z1,...,zn)
formule du premier ordre, il existe ¥(x1,...,%,) formule sans quantificateurs, telle que

TEYVz, ... zn ¢(21,. .., 20) S Y(T1,. .., Tn)

Pour parvenir & notre but, on rappelle le résultat suivant :

Théoréme 3.2. Soit ¢(x1,...,%n) une formule du premier ordre. Il existe (z1,...,Tn) formule
sans quantificateurs tel que T FVx1,...,zn ¢(x1,...,2n) < P(T1,...,2n) st el seulement si, pour
toute paire M, N de modéles de T avec une sous-structure O en commun, on a Vao,...,an € O que

M E d(ao,...,an) & NE d(ao,...,an)

Soit ¢(z1, ..., xn) une formule de longueur minimale qui n’est pas équivalente & une formule sans
quantificateurs. On a: ¢(x1,...,2,) = Jy g%(y, Z1,...,Tn)oubien =g(x1,...,Ts) = Jy g%(y, T1yenvyTn)
avec qg une formule plus courte. Quitte & changer ¢ avec sa négation, on peut supposer qu’on est dans
le premier cas. Comme (f) est plus courte, elle est équivalente & une formule q~5 sans quantificateurs,
donc ¢ équivaut a Jy ¢~> Par conséquent il suffit de montrer les hypotheses du théoréeme pour les
formules du type : Jy (;;(y, Z1,...,Tpn), OU ¢ est sans quantificateurs.

En plus, comme O est une sous-structure d’un corps ordonné, il doit étre un anneau intégre, donc il
aura, a isomorphisme prés, une unique cloture réelle de son corps des fractions, qu’on appelle £ et
qu’on peut considérer comme une sous-structure commune de I et de N.

Donc, en conclusion, il nous suffit de montrer que, si L et M sont deux corps réels clos avec L C M
et ai,...an € L alors Iy € L Q;(y,ah co,an) ssidy e M (f)(y,al, ...,ay) (une fois qu’'on a fait cela,
la formule est vraie dans M ssi elle est vraie dans L ssi elle est vraie dans N et on a terminé).

Cela veut dire, concréetement, que si L est réel clos, et un systéme d’inégalités a une variable n’admet
pas de solution dans L, alors on va pas en trouver dans des extensions de L.

On peut écrire ¢ = \/ ¢, ol chaque ¢, est une formule du type /\f:1 fily) = 0A /\é:1 g;(y) > 0, ou
les variables libres ao, .. ., an jouent le role des coefficients des f; et des g;. Supposons d’avoir prouvé
le résultat pour chaque ¢~),«. Alors, si il existe y € M tel que q;(y, ai,...,an) on peut trouver r tel que

Jy e M ¢.(y,ai1,...,a,) donc Iy € L ¢,(y,a1,...,an) et donc
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JyeLo(ya,... an)

Par conséquent, on doit seulement prouver le lemme suivant :

Lemme 3.3. Soit L C M deuz corps réels clos, fi,g; € L[y]

Si le systéme suivant admet une solution y dans M, alors il admet une solution dans L :

fily) >0

fe(y) >0

g1(y) >0

gi(y) >0

Démonstration. D’abord on peut supposer que les f; ne sont pas identiquement nuls. Or, soit z1 <
-++ < zpn Pensemble des points de L ol au moins un parmi ces polynémes vaut zéro. Siy € {z1,...,2n}
on a terminé. Sinon, on a § €]z;, z;+1[ pour quelque i, ou bien § €] — 00, z1[ ou bien y €]z, co[. En
tout cas, si on prend x € L qui est dans le méme intervalle que 7, il satisfait toutes les inégalités. En
fait, les polynomes qu’on considére sont de signe constant dans les intervalles, sinon il y aurait des

autres zéros par le principe des valeurs intermédiaires. O

On a donc montré I’élimination des quantificateurs dans la théorie des corps réel clos. Les résultats

suivants en découlent immédiatement :

Définition 3.4. Un systéeme d’inégalités larges est un systeme du type :

fl(ml,...,wn) 2 0

fk($17~~~755n) Z 0

Par contre, en général, un systeme d’inégalités est un systeme du type :
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fl(xl,---,xn) 2 0

fk(Il,...,CL‘n) 2 0

gl(xl,...,xn) >0

gi(z1,...,2n) >0

Théoréme 3.5. Principe de transfert de Tarski
Soit M C K avec M un corps réel clos et K un corps ordonné qui prolonge l’ordre de M. Un systéeme
d’inégalités a coefficients dans M admet une solution dans M si et seulement si il admet une solution

dans K.

Démonstration. Supposons qu’il y ait une solution dans K. Alors il y a aussi une solution dans la
cloture réelle de K, qu'on appelle N. Le fait qu'un systeme ait une solution s’exprime au premier
ordre, donc équivaut & une formule sans quantificateurs qui est vraie dans M si et seulement si elle

vraie dans N. O

Théoréme 3.6. Principe de transfert de Tarski généralisé
Soit F, K, L trois corps ordonnés. On suppose que K et L sont deuz extensions de F' (qui prolongent
Uordre) et que L est réel clos. Si un systéme d’inégalité o coefficients dans F admet une solution dans

K, alors il admet une solution dans L.

Démonstration. S'il y a une solution dans K, évidemment il y a aussi une solution dans K. Le fait
. . . , . . N

qu’il y ait une solution s’exprime comme une formule du premier ordre ¢(ao,...,a,) ol les a; sont

les coefficients du systéme d’inégalités. Par I’élimination des quantificateurs, on peut choisir ¢ sans

quantificateurs, donc elle est vraie dans K ssi elle est vrai dans L. O

Corollaire 3.7. Soit M C A avec M un corps réel clos et A un anneau ordonné qui prolonge l’ordre
de M. Un systéeme d’inégalités larges a coefficients dans M admet une solution dans M si et seulement

si il admet une solution dans A.

Démonstration. Comme T'N —T est un idéal premier de A (lemme 1.3) on a que D := A/T' N —-T
est un anneau intégre ordonné ou 0 est le seul élément positif est négatif a la fois. Soit K le corps de
fractions de D. On peut définir un ordre sur K de la facon suivante :

$>0ssia>0etb>00ua<0etbd<O.
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Sile systeme d’inégalités a une solution dans A, alors il a une solution dans D (parce que les inégalités,
étant larges, restent vraies aprés avoir quotienté) donc dans K, donc dans M par le principe de

transfert de Tarski. O
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4 Le dix-septieme probleme de Hilbert

Donc on 1900 Hilbert posa le probléme suivant, résolu en 1927 par Artin :

Théoréme 4.1. Dix-septieéme probleme de Hilbert
Soit f € R[z1,...,zn] un polynome tel que Vai,...,an € R f(a1,...,an) > 0. Alors f peut s’expri-

mer comme somme de carrés de fonctions rationnelles a coefficients réels.

Démonstration. On va montrer le résultat pour n’importe quel R corps réel clos.
Supposons que f ne s’exprime pas comme somme de carrés de fonctions rationnelles. Alors, par la pro-
position 2.2, on peut ordonner R(zx1,...,Z») de fagon que f < 0 (cet ordre prolonge ordre des réels,

parce que les éléments de R>¢ admettent une racine carré). Cela veut dire que f, considéré comme po-

lynéme dans R(z1,...,Zn)[t1,...,ts] prend une valeurs négatives si on lui donne comme arguments
le n-uplet (z1,...,z,) donc le systéme & une inégalité f < 0 a une solution dans R(z1,...,%n),
donc aussi dans R, par le principe de transfert de Tarski, donc il existe ai,...,a, € R tel que
flai,...,an) <0. O

Corollaire 4.2. Soit f € Q[z1,...,zn] un polynéme tel que Vai,...,an € Q f(ai,...,an) > 0.

Alors f peut s’exprimer comme somme de carrés de fonctions rationnelles a coefficients rationnels.

Démonstration. On procede comme dans le théoréeme précédent : si f ne s’écrivait pas comme somme
de carrés, on pourrait trouver un ordre sur Q(x1,...,2») ou f < 0, donc il y aurait une solution &
f < 0dans K := Q(z1,...,2z»). Donc il y a aussi une solution dans n’importe quel corps réel clos
qui prolonge F' (théoréme 3.6), par exemple R. Mais alors, comme f prend des valeurs négatives sur

R, il doit prendre des valeurs négatives sur Q par densité. O

Apres avoir prouvé I'existence d’une décomposition comme somme de carrés de fonctions ration-
nelles, il est intéressant de voir combien de carrés il faut additionner. En général, lorsqu’on choisi un
corps K on peut se demander quel est le nombre minimal de carrés nécessaires pour écrire un élément
qui peut s’écrire comme somme de carrés. On appelle ce nombre-1a le "nombre de Pythagore” et on
le note p(K). Nous sommes intéressé a 1’étude des t(n) := p(R(x1,...,2n)).

Dans l'introduction on a trouvé une écriture du polynéme de Motzkin comme somme de quatre
carrés. En fait, on ne peut pas faire mieux : trois carrés ne sont pas suffisants, comme Cassels, Elli-
son et Pfister ont démontré en 1971 [2]. Par contre, en deux variables quatre carrés suffisent toujours,

d’apres Hilbert [5] et Landau [8]. Plus en général, Pfister a prouvé que t(n) < 2™ [11], mais la valeur
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exacte est inconnue, méme pour n=3.

Avec les mémes outils on peut prouver un autre théoréme important, qui, historiquement, a été

trouvé beaucoup plus tard : le Positivstellensatz.

Définition 4.3. Soit I = {fi,..., fx} un sous-ensemble fini de R[z1,..., 2] (ot R est un corps réel

clos). On appelle
T = {ZJCIQ?JH'LEin | g5 € R[z1,...,zn]} et Wi ={(a1,...,an) | fi(a,...,an) > 0Vi}
Il est facile de voir que T est le plus petit préordre qui contient I.

Théoréme 4.4. Positivstellensatz
Soir R un corps réel clos. Si on a f € R[x1,...,zn] tel que f(x) > 0Vx € Wi, alors il existe s,t € Ty

tel que sf =t+1

Démonstration. On dénote Th1 =T — fT. Si T} est un préordre propre, alors il existe un ordre P qui

contient 7. On munit R[z1,...,z,] de I'ordre P. On considéré le systéme suivant :
—f(x) =0
fi(z) =0
Il admet une solution dans R[z1,...,xn]. D’apres le corollaire 3.7, il admet un solution dans

R. On a une contradiction. Donc il faut que —1 € T1, cela veut dire qu’il existe s,t € 17 tel que

sf=t+1.

17



5 Préordres archimédiens et le théoreme de Schmiidgen

Définition 5.1. Un préordre P de R[z1,...,zs] est appelé archimédien si Vf € R[zx1,...,z,] il

existe un entier N tel que N + f € P.
On a I’équivalence suivante :

Proposition 5.2. Wi est borné ssi It est archimédien.

Démonstration. D’abord on suppose que 17 soit archimédien. Alors il existe un entier N tel que
h=N-3%._., . z2 € Tr. Alors Ya € Wi on a h(a) > 0, donc W7 est borné.

Supposons maintenant que Wr soit borné. Alors il existe un entier N tel que h=N—-3%"._, z2
est toujours positif sur W;. D’apres le Positivstellensatz, il existe s,t € T7 tel que sh =1 +t.

On peut construire un préordre 71y =71 4+ hT. On a :

Lemme 5.3. Si Q est un préordre qui contient N — > ._, z2 pour un entier N, alors Q est un

préordre archimédien.

Démonstration. Ona N + 1 ta; = (N — diclim )+ (i £ 3)* + D i z3, donc N+1—z; € Q.

Si pour fi, fa, il existe des entiers N1, N2 tel que N; & f; € Q. Alors on a (N1 + N2) £+ (f1 + f2) € Q.
NiNz + fifo = %((Nl + f1) (N2 + f2) + (N1 — fi) (N2 — f2)) € Q et

NiNz — fifa = 5((N1 = f1)(Na + f2) + (N1 + f1)(N2 — f2)) € Q

En raisonnant par récurrence sur la complexité du polynéme, on peut montrer que @ est un

préordre archimédien.

O

D’apres le lemme ci-dessus, T est un préordre archimédien. Alors il existe un entier m tel que
m —t € T, c’est-a-dire il existe u,v € T, tel que (m — t) = u + vh.
Alors on a (m —t)(1+t) = (u+vh)(1 +t) = u + ut + vsh® € Tr, mais
(m—t)(14+t)=m—t+mt—t* =m—t+m72—(% — 1), doncm—i—mTz—teT], donc pour tout
entier ¢ > m + mTZ on a c—1t € Tr. De la méme facon, il existe [ tel que [ + h € T3, c’est-a-dire, il
existe p,q, tel que I +h =p+ gh, alors on a (I + h)(1+1t) = (p+ ¢h)(1 +t) = p(1 + t) + ¢gsh® € Tr,
doncl+h+t(l+h)=l+h+({+N)t—t>, ,  a?€Trdoncl+h+(l+N)(t—c+c)€ T donc
l+h+(+N)ceT.

D’apres le lemme ci-dessus, on en déduit que T est archimédien.
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Maintenant on peut montrer un théoréme tres important :

Théoréme 5.4 (Schmiidgen). On suppose que Wi est borné. Si f € Rlz1,...,xn] est strictement

positif sur Wi, alors f € Tt

Démonstration. Comme Wp est borne, d’aprés la proposition ci-dessus, 77 est un préordre ar-
chimédien. Comme f est strictement positif sur Wi, d’apres le Positivstellensatz, il existe s,t € Tt
tel que sf =t + 1.

Si on prend k suffisamment grand, on a 2k — 1 — s%f € T et 2k — s € T;. 1l existe un entier r tel que
f+reTr.Sir<0,ona féeTr. Donc on peut supposer que r > 0. Alors

B f4+k*r—1=(k—8)2(f4+r)+2ks(f+r)—s*(f+r)—1

=(k—8)2(f4+7r)+2k(sf —1)+2k(1+sr) —s*(f+71) -1

=(k—98)2(f4+7)+2k(sf —1)+7rs(2k —s) + (2k — 1 — s*f) € Tr (*)

donc f+ 1 — 1712 € Tr. k ne dépend que de s. Si r — k% > 0, on peut remplacer r par r — k% dans
(M) kB f+Er—2=(k—s)>(f+r— %) +2k(sf — 1)+ (r — %)s(2k — s) + (2k — 1 — s> f) comme
r— 1%2 >0et f+7r— k% € Tr, on a encore une fois que f +r — % € Ty. il existe un entier a, tel
que r — % > 0, mais r — % < 0, alors par récurrence, on peut montrer que f +r — ;% € T7, donc
feTr

O

Remarque 5.5. 11 est facile de voir que la méme conclusion est vraie et toute la preuve marche sans
rien changer si on remplace R par un corps F' réel clos archimédien, c’est-a-dire, pour Va € F, il
existe un entier N tel que N > a.

Remarque 5.6. 11 est nécessaire que f soit strictement positif, sinon on peut prendre f(z,y,z) =
zty? +a?y* —322y? 224 2% (Phomogénéisé du polynéme de Motzkin) sur R?. Soit I = {1—2%—y*—27}.
Si lon avait f(z,y,2) = 3 fA(+(1 — 2> —y> = 22) g7 = 3 f7 + X(g95/1 — 22 — y2 — 22)? alors
on aurait f(z,y,2) = Y. appr(fi)? + S appr(gi/1 — x2 — y2 — 22)% on appr(p(z,y,z)) est Pap-
proximation au troisieme ordre pour x,y,z — 0. En fait, en général, si on a f = Ehf avec

les h; des fonctions C°° et f un polynéme homogeéne de degré 6, on a, pour x,y,z — 0, que

[hil

lim sup W

. h? . N
< \/hmsup<z2+yf;zz)2 < lim supm = 0. Donc les h; sont 0 a 'ordre
constant, premier et deuxieéme, donc le terme d’ordre six de 3 h? est la somme des carrés des termes

d’ordre trois.

Mais maintenant, si on pose z = 1 dans f(z,y,2) = S appr(fi)? + 3. appr(g;/1 — 22 — y2 — 22)?
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on trouve un absurde, parce qu’on avait prouvé que le polynéme de Motzkin n’est pas somme de
carrés de polynomes.

Remarque 5.7 (un autre contre-exemple ). On peut prendre f(z) = (1—x)% et h(z) = (1 —x2)®, alors
Wih} =[-1,1]. Siona f =3 f7 + (1 —2%)> 3 g7, alors on a f;(1) = 0 pour tout i. On considéré
P'ordre en x = 1 : on a ordre 3 a gauche, mais a droite on a ordre pair ou au moins de 5. C’est une
contradiction.

Remarque 5.8. Dans cette section, les théorémes qu’on a montrés pour R ne sont pas valable pour
un corps réel clos quelconque, qui a priori n’est pas archimédien. Pour trouver un contre-exemple on
peut prendre N, le corps des réels non-standard, c. a. d. une extension de R qui respecte la théorie
de R au premier ordre et sur laquelle on peut définir la partie standard : & tout élément fini (c. a.
d. plus petit en valeur absolue que au moins un entier) s € N on peut associer un réel, qu’on note
std(s) tel que s — std(s) est infinitésimal.

Soit f le contrexemple de la remarque 5.6. Soit € un infinitésimal > 0. f + ¢ est strictement positif.
Donc on devrait avoir

fre=f+1—2>—y>—2%)> g} avec les f; et les g; & coefficients dans N.

Mais tous les f; et les g; sont finis pour tout (x,y,z) tels que 2° + y* + 2> < 1. Or si un polynome
p(t) a coefficient dans N est fini pour infini valeurs réels distincts de t, alors les coéfficient sont finis.
11 suffit de choisir n + 1 parmi ces valeurs : ag, ..., an, ol n est le degré, et écrire p(t) = > Aiqi(¢)
ot ¢i(t) = [, (z — a;). Il est clair que les A; sont finis et donc aussi les coefficients de p.

Si on applique ce fait trois fois on peut prouver que les coefficients des f; et des g; sont finis.

Donc, si on prend la partie standard, on obtient : f = 3 std(f:)? + (1 — 2% — y? — 2%) 3 std(g;)? qui
est une contradiction.

Remarque 5.9 (un autre contre-exemple). Notons F' la cloture réelle de R((¢)). D’apres le théoréme
de Puiseux, on a F' =, R((t%)). Encore une fois, on considére f = (1 —z)3 4+t et h = (1 — z*)5.

Alors, on a Wy = {x : h(z) > 0}. Si on note z = ) Cjt% avec cn, # 0 pour © € Wj, alors on a

j=mno
1> 22, Clest équivalent & no = 0 et lco| <1, ou ng > 0. Alors W, est borné.

Siona f=3,f+(1—-2%° > g3, si on écrire f; comme > k>no ag)t% , ol a,(f) € Rix], et gs
comme ), ., b;ﬁt% ,ol b,(f) € R[z]. On peut supposer que au moins un des a&f& bgljo) est non-nul.

Alors en comparant le term de degré plus bas, on aurait ), (a,(fg)Q + (1 —z?)° > (bng ()% =0ou

(1 — x)3. Tous les deux sont impossible.
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