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Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1 — Soit n > 1, constuire dans R un sous-groupe isomorphe a Z".

Exercice 2 — Soit G = Z", oun > 1 est un entier. Montrer que tout systeme libre maximal
est de cardinal n. Donner un exemple ou un tel systeme n’est pas une base.

Exercice 3 —Soit G un groupe abélien de type fini.
1. Montrer que tout quotient de G est de type fini.

2. En utilisant que tout sous-groupe d’un groupe abélien libre de rang fini est libre de
rang fini, montrer que tout sous-groupe de G est de type fini.

Exercice 4 — Soit G un groupe fini. Montrer qu’il existe dans G un élément d’ordre
'exposant de G (ie, d’ordre le ppcm des ordres des éléments de G).

Exercice 5 — Décomposer le groupe G = (Z/187Z)* sous la forme donnée par le théoréme
de structure des groupes abéliens de type fini.

Exercice 6 — Soit e; = (ay,...,a,) € Z" un vecteur tel que le pged de ses coordonnées
vaut 1. Montrer que 'on peut compléter e; en une base (ey,...,e,) de Z".

Exercice 7 — Soit G un groupe abélien de type fini, et soit f : G — G un morphisme
surjectif. Montrer que G est un isomorphisme. Ceci est-il nécessairement vrai si 1'on
remplace surjectif par injectif ?

Exercice 8 ~Déterminer le groupe dérivé de GLy(Fs) = SLo(FFy).

Exercice 9 —Soit n > 1. On note Int(S,) le sous-groupe des automorphismes intérieurs
de Aut(S,,).

1. Soit ¢ € Aut(S,) tel que ¢ transforme toute transposition en une transposition.
Montrer que ¢ est intérieur.

2. Soit o € S,,. Déterminer le cardinal du commutant Z(o) := {s € S, | sos™! =0 }.
de o.

3. En déduire que si n # 6 alors Int(S,,) = Aut(S,,).



. Soit n > 5 tel que Int(S,,) = Aut(S,). Montrer que tous les sous-groupes d’indice n

de S, sont conjugués.

En utilisant les 5-Sylow de S5, montrer qu’il existe un sous-groupe H d’indice 6 de
S¢ opérant transitivement sur {1,...,6}.

En déduire que Aut(Sg) # Int(Se).

Exercice 10 — Soient GG un groupe et H un sous-groupe de G

1.

2.

Montrer que S3 et D4 sont résolubles.
Montrer que si G est résoluble, alors H 'est aussi.

On suppose désormais dans la suite que H est distingué dans G. Montrer que si G
est résoluble, alors G/H est résoluble.

Montrer que si H et G/H sont résolubles, alors G est résoluble.

Si G est résoluble et simple, montrer que G est cyclique de cardinal un nombre
premier.

Montrer que S, n’est pas résoluble si n > 5

Soit p un nombre premier. Montrer que tout p-groupe est résoluble.



