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1 Notations et probléme

Soit (X )n>1 une suite de variables aléatoires & valeurs dans R?, indépendantes et de
méme loi u. Dans le cadre de notre travail, p n’est pas connue et on cherche & en obtenir
une estimation. On définit pour cela la mesure empirique par :

1 n
pn(A) = - Z; 1x,ea

On constate qu’il s’agit d’une mesure aléatoire en ce sens que u,(A) dépend des réalisa-
tions des variables X;. Pour comprendre I'intérét de la mesure empirique, on peut penser
aux sondages : on souhaite mesurer un certain parameétre (par exemple I'intention de
vote en fonction de 'age). pu(A) représente la proportion d’individus dans la population
dont le paramétre est dans A. Si on s’intéresse & une population dont la taille N est de
l'ordre de la population frangaise, il est hors de question de calculer exactement p(A), et
on s’intéresse a un échantillon de taille n, petite devant N. pu,(A) représente alors la pro-
portion d’individus parmi I’échantillon. On peut alors espérer que, pour n assez grand,
tn(A) soit assez proche de p(A) pour A dans une certaine classe d’ensembles. Rappelons
que ps la mesure empirique converge étroitement vers p (c¢’est une conséquence de la loi
forte des grands nombres).



Dans le cas ol p a une densité f, une estimation de densité est une densité aléa-
toire f, vue comme une approximation de la loi 4 (donnée par exemple par un institut
de sondage) a travers un modeéle de la densité (gaussienne, exponentielle, histogramme
etc...) et ne dépendant que de X1, ... , X,,.

Les problémes auxquels on s’intéresse concernent la qualité de ’approximation de p
par des estimations de densités. Connaissant deux estimations de densités f, et gy, on
va chercher & savoir quelle est la meilleure estimation, c’est a dire celle qui minimise dans
L' 1a distance & f. Plus précisément, nous allons essayer de construire une troisiéme es-
timation de densité, ®,,, a partir de I’étalon u,,, qui sera proche de la meilleure des deux

au sens suivant :
J1oa = simmin ( [15,- 71 1o, - 11)

En pratique, on n’arrive pas & obtenir exactement ce qu’on voudrait (ce qui se comprend
car il faudrait pour cela connaitre p). Il reste notamment un terme d’erreur qu’il nous
faudra estimer. La mesure empirique est ici indispensable : on ne connait pas p et il faut
un point de départ pour convenir si une certaine estimation de densité est un meilleur
candidat que 'autre.

La partie 2 présente quelques résultats sur les inégalités de concentration.

Des méthodes combinatoires nous permettront alors d’obtenir des résultats utiles pour
controler ce terme d’erreur, ces résultats feront 'objet de la partie 3.

La partie 4 concerne la construction d’une meilleure estimation de densité, & partir de
deux ou plusieurs estimations de densité.

2 Inégalités de concentration

2.1 Inégalité de Hoeflding

Théoréme 2.1 (Inégalité de Hoeffding). Soit X1, ..., X,, n variables aléatoires réelles
indépendantes, telles que ps X; € [a;, b;]. On note S, = > | X;.
On a alors :

n
Ve >0 P(|S, — E(Sn)| > t) < 2exp(—2t2/ Y (b — a;)?)
i=1
Démonstration. On a, pour toute variable aléatoire X positive et pour tout s > 0 :
P(X >t) = ]P’(eSX > ) < E(e®X) /e

Puis en utilisant le fait que les variables sont indépendantes on obtient :
P(Sy —E(Sp) 2 ) < e E(e® 2im (7B — oot TTR(es(XimE(X0))
i=1

Il s’agit maintenant de montrer que, si X est une variable aléatoire telle que E(X) = 0
et ps a < X < b, alors : E(e5%) < s’ (b—a)?/8
xfaesb

Ceci provient de I'inégalité de convexité, pour a <z < b:e® < 7=2e® +

(=

—T ,sa
e
—a

f=a



On a donc en posant p = ;—%

b a
X\ « sa sb _ o s(b—a)\,—ps(b—a) _ ,o(u)
E(e )_b—ae I (I —p+pe )e e

Avec u=s(b—a) et ¢(u) =—pu+log(l—p+ pe*)

Ona ¢(0) = ¢/(0) =0 et ¢"(u) = AT < 1/4

Puis, avec le théoréeme de Taylor, il existe 6 € [0, u] tel que :

d(u) = ¢(0) + ug'(0) + u?/2¢"(0) < u?/8 = s*(b— a)?/8

D’ou le résultat. Puis, en reprenant les inégalités :

(S E(S —st H bi—a;)? /8 e—st(e52 Z?:l(bi—aiﬁ/s) _ exp(—2t2/ Z(bi_ai)Q)

i=1
. . o At . L. 2 n ) N2
Ol OIL & PIi§ § = s=m— — -y qui minimise s > (bi —a;)?/8 — st.
Par symétrie, on en déduit 'inégalité voulue. O
2.2 Généralisation

Nous allons maintenant voir une généralisation de ce théoréme qui nous sera utile
par la suite.

Définition 2.1. On dit que g : A™ — R satisfait la condition de vartations bornées si

Vi sup | g(@1, ey ) — G(T1, ooy T, T Tty )| <
T, Tn,TLEA
Théoréme 2.2. Soit X1,..., X, n variables aléatoires indépendantes & valeurs dans A.
Soit g : A" — R satisfaisant la condition de variations bornées. Alors pour tout t > 0,
on a :

P(lg(X1, .o Xn) — E(g(X1, ..., Xp)| > 1) < 202/ Eima el
Pour montrer ce théoréme, nous aurons besoin du :

Lemme 2.1. Soit V et Z deuz variables aléatoires réelles telles que E(V|Z) =0 ps, et
s’il existe h mesurable et ¢ > 0 tels que :

hZ) <V < h(Z)+c

Alors, )
Vs > 0 E(e?V|Z) < e ¢ /8

Démonstration. Ce lemme est une généralisation du résultat vu dans la preuve de I'in-
égalité de Hoeffding, et la démonstration est similaire.

Pour le théoréme :
On notera simplement g = g(X1, ..., X;,). Onpose V = g—E(g) et V; = E(V | (X1, ..., Xi))—
E(V | g(X1,...,Xi—1)). On a: V = 3", V;. Notre but est de trouver un encadrement



de V;. Pour ce faire, on introduit la variable aléatoire H;(Xy,..., X;) = E(g|Xq, ...

On a alors :
‘/%:Hi(Xl,..., /H Xl,... i—1, T )le(dl')

On définit de plus les variables aléatoires :

Wi:SHB(HZ(Xl,... i—1,U /H Xl,... i—1, T )IP’XZ(dx))
ue

ZZ’: Helf( (Xl,... i—1,0 /H Xl,... i—1, L )le(dl‘))

On a clairement : Z; < V; < W; ps, et W; — Z; < ¢; par hypothése sur g.
D’apreés le lemme, on a pour tout 7 :

E(QSVi|X1, veey Xifl) S 882612/8

On a alors, pour tout s > 0, avec 'inégalité de Markov :

P(g—E(g) > t) = P(e"~9) > ¢*)
< ( sy iy ) —st
= E(e*Zi5 ViE(e Y| Xy, ..., Xpoy))e
<et Cn/SE( 521‘:1 i)e*St
< o5t 3221 1¢2/8
En posant s = ﬁ, le résultat suit.
i=1S;

O

En prenant g(Xi,...,X,) = > ;- X;, avec X; a valeurs dans [a;, b;] ps, on retrouve

I'inégalité de Hoeffding.

On utilise ce résultat dans le cas particulier suivant :

AeA

ol A est une certaine classe d’ensembles mesurables. La fonction g ainsi définie satisfait

a la condition de variations bornées, avec pour tout i, ¢; = 1/n.

En effet, si on fixe A € A, il est alors clair que u,(A) ne peut varier qu’au plus de 1/n

si on fixe tous les z; sauf un. Il en va alors de méme pour g.

Cette quantité nous intéresse car elle représente l'erreur maximale qu’on peut faire
sur p(A) a partir de la mesure empirique. A est en pratique déterminée par la nature
de la modélisation proposée dans les estimations de densités. Il est alors trés utile de
controler suEl |pen(A) — p(A)|, car ainsi on controle ’écart maximum qui peut séparer la

Ac

mesure empirique de u. Comme application du théoréme 2, on obtient alors le résultat

suivant :



Théoréme 2.3 (Inégalité de concentration).

"l

sup |/‘Ln(A) - M(A)| — E(Sup |,u,n(A) — M(A)’)‘ > t) < 26—2nt2
cA AcA

En posant z = 2nt? on obtient :

*(l

sup [1n(A) — j(A)] — E(sup jun(4) — u(A)D\ > ) <20
cA AeA

On a donc une déviation en 1//n.

On constate alors que si E(sup |un(A) — u(A)|) est petit (par exemple de l'ordre de
AeA
1/y/n) alors u,(A) est proche de p(A) pour tout A € A.

3 Outils combinatoires en statistique
3.1 Coefficient de pulvérisation et théorémes de Vapnik-Chervonenkis
Dans toute cette partie, nous nous intéressons a la quantité E(sup |un(A) — u(A)|).
AcA

Définition 3.1. Soit A une classe d’ensembles de R%. On définit le coefficient de pulvé-
risation de Vapnik-Chervonenkis par :

Sa(n) = max i H{{z1,...,zn} N A A€ A}

T15,Tn€

C’est donc le nombre mazimum de sous ensembles qu’on peut former en intersectant les
éléments de A avec une partie o n éléments de R?.

On peut maintenant énoncer deux théorémes de Vapnik-Chervonenkis.

Théoréme 3.1. Soit A une classe d’ensembles de R%. On a alors :

E(sup ljn (4) = p(A)]) < 2 bg@f@

Pour le prochain théoréme, nous avons besoin de définir quelques notions. On munit
{0,1}™ de la distance euclidienne renormalisée :

Puis pour B C {0,1}" et r > 0, on dit que I’ensemble B, est un recouvrement de rayon
r de ’ensemble B si :
Vbe B 3ce B, p(b,c)<r

On désigne alors par N(r, B) le cardinal du plus petit recouvrement de rayon r de B.
On remarque en passant que pour r < 1/y/n on a N(r,B) = |B|.



On définit enfin, pour A C R? et 27 = {x1,...,2,} C R? le sous-ensemble de {0,1}"
suivant :

A@@) = {b=(br,....by) € {0,1}", JA€ AVi € {1,...,n} b; = 1g,ca}

On peut voir A(z}) comme une copie de l'ensemble des parties que 'on forme en inter-
sectant les éléments de A par {z1,...z,}. On a alors :

Sa(n) = max [A(z])]

7017---7$7L6Rd

Théoréme 3.2.

1
E(sup iin(4) — p(A))) € 2= max /\/log(2N(n«4(x?)))dr

AcA \/ﬁﬁl,...,anRd 0

Les preuves des deux théorémes reposent essentiellement sur des raisonnements pro-
babilistes.

Le théoréme 3.1 ne permet a priori pas de dire que E(sup |un(A) — pu(A)|) tend vers
AcA
0. En effet, si par exemple S4(n) = 2" pour tout n, alors on obtient :
n+1)log2
Blsup lin(4) — n(4))) < 21/ T2 2 Tog
€

De méme le théoréme 3.2 fournit une majoration dont on ne peut a priori rien dire dans
le cas général. Dans le cas o d = 1 et A est 'ensemble des intervalles de la forme
A = (—o0, 7], ces deux théorémes offrent cependant des résultats. En effet, on a alors :

p(A) = F(z) = P(X < )

1 n
pn(4) =~ Z 1xi<a
=1
C’est avec le théoréme 3.2 qu’on a le résultat le plus précis :

Théoréme 3.3 (Inégalité de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz).

E(22§|F”(x) - F(z)]) <

Sie

ot ¢ est une constante universelle.

Démonstration. Soit x1,...,xn, € R. On peut supposer sans nuire & la généralité que
1 < mg <, ..., < z,. Compte tenu de la forme des éléments de A, on sait que |A(z])| <
n+ 1 et qu'un élément de A(z}) est le forme (1,...,1,0,...,0). Ainsi, a r > 1/y/n fixe,
on obtient une couverture de rayon r en ne considérant que les éléments de A dont les
i Lm’ZJ premiéres composantes valent 1, et les suivantes 0, avec ¢ = 1,2, ..., Lﬁj On

a alors :

N(r,A@r?))q n Jg n

|nr2] nr? —1



Pour 72 > 2/n, on obtient méme 2n/(nr? — 1) < 4/r%. Puis :

1 V2/n 1 4
[ VioweNt Ay < [V gzt i s /ﬁ@d

< /21082 +1)+/1,/1o (2
<4/ > log2(n | \los(z)dr

2
<V2m+ 4/ —log2(n+1)
n
<V2m+V2
L’avant derniére inégalité vient du changement de variable : r = 2¢=%/2, et en utilisant :
IS Vue Mdu =/ /4. O
Un résultat di & Massart permet de remplacer la constante ¢ = 24(v/27 4 v/2) par
1. C’est cette constante qu’on utilisera dans la suite, car elle est beaucoup plus efficace
en pratique.

3.2 Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Les théorémes précédents aménent donc & chercher des majorations des quantités
Sa(n) et N(r, A(z})), ce que nous allons faire dans un cas particulier. Pour cela, nous
devons définir une notion clef : la dimension de Vapnik-Chervonenkis.

Définition 3.2. Soit A une classe d’ensembles. On appelle dimension de Vapnik-Chervonenkis
de A le plus grand entier n, que l'on notera V, vérifiant :

Sa(n)=2"
Avec la convention que V = oo si pour tout n Sa(n) = 2.

Quelques remarques : tout d’abord, il est clair que S4(n) < 2™ car on ne peut évi-
demment obtenir qu’au plus 2" ensembles en intersectant les éléments de A avec une
partie & n éléments.

Puis, en observant que S4(n +m) < S4(n)Sa(m), on constate que si, pour un certain
n, Sa(n) < 2", alors pour tout m > n on a Sy(m) < 2™.
La définition précédente a donc un sens.

Les théorémes suivants donnent des majorations intéressantes dans le cas ot V' < o0.

Théoréme 3.4 (Lemme de Sauer). Soit A une classe d’ensembles dont la dimension de
Vapnik-Chervonenkis V est finie. On a alors :

;
Vn Sa(n) <> Ck
k=0

Démonstration. On dit que B C {0,1}" pulvérise S = {s1,...,Sm} C {1,2,...,n} si

{(bsys s bs. ), (b1, ., bn) € BY = {0,1}™



C’est a dire si la restriction de B aux composantes données par S est {0,1}™ tout entier.
On fixe maintenant x1, ..., z,, tels que [A(z])| = Sa(n), et on pose By = A(x7).

Pour montrer le résultat, on constate tout d’abord que By ne peut par définition de
V pulvériser aucun ensemble de taille m > V. En effet, dans le cas contraire, on aurait
Sa(m) =2m.

On va maintenant effectuer une transformation sur By en conservant le cardinal, qu’on
pourra ensuite majorer.

Pour b = (b1, ...b,) € By, on appelle b’ I’élément suivant :

Si by =1, on pose b’ = (0, b, ..., by,) si ce vecteur n’est pas déja dans By et b’ = b sinon.
Si by =0, on pose b’ = b.

On définit ainsi un ensemble By constitué des éléments b’ qui est alors clairement de méme
cardinal que By. On remarque alors que si By pulvérise S = {s1,...,sm} C {1,...,n} alors
il en est de méme de By.

En effet, c’est clair si 1 ¢ S. Si maintenant 1 € S, on suppose que s; = 1. Alors, quel que
soit v € {0,1}™1 il existe b € By tel que by = 1 et (bs,, ..., bs, ) = v. Par construction
de By, onabe Byet (0,b,...,b,) € By. Donc By pulvérise aussi S.

On recommence cette transformation en agissant maintenant sur les deuxiémes coordon-
nées des éléments de By. On obtient ainsi B, puis on réitére le procédé pour arriver a B,,.
Clairement, si B, pulvérise un ensemble de taille m > V', alors By aussi. Comme on I’a
vu pour By, cela revient a dire que si b € B,, alors les vecteurs de la forme ¢ = (cy, ..., ¢y),
oll ¢; = b; ou 0 sont aussi dans B, ce qui implique que tout élément de B, a au plus V
coordonnées valant 1 (sinon B,, pulvérise un trop gros ensemble). Ainsi :

v
|Bo| = [Ba| <) Cp
k=0

Ce qui termine la preuve. O

Corollaire 3.1. Soit A une classe d’ensembles de dimension de Vapnik-Chervonenkis
finie. Alors pour tout n, on a :

Sa(n) < (n+1)V
Lt pour tout n >V
ne\V
Sam < (57)

Ces résultats découlent directement du théoréme précédent et de la formule du bi-
noéme de Newton.

En combinant le lemme de Sauer avec le théoréme 3.1, on voit alors que, pour A une
classe d’ensembles de dimension de Vapnik-Chervonenkis finie V', on a :

Vlog(n + 1) + log?2
n

E(sup s (4) — 1(4)]) < 2J

La derniére quantité tend vers 0 a la vitesse O(y/logn/n). Le résultat suivant permet
de donner une amélioration pour cette convergence.



Théoréme 3.5 (Théoréme de Dudley). Soit A une classe d’ensembles dont la dimension
de Vapnik-Chervonenkis V est finie. Alors pour x1,...,x, € R% et pour 0 <r <1 :

e\ V/(=1/¢)
N AaD) < ()

Démonstration. Soit By = A(z1, ... xy) et soit B, un recouvrement de By de rayon r et
de cardinal minimal, c¢’est-a-dire tel que |B,| = N(r, By).

Il existe alors C,. C By tel que |B,| < |C,| et C, r-séparé, c’est-a-dire vérifiant, pour tout
b,c € Cy, p(b,c) > r. Pour le voir, il suffit de prendre C, C By, sous-ensemble r-séparé de
cardinal maximal. C, est alors un recouvrement de rayon r de By, sinon il existe b € By
tel que pour tout ¢ € C, on ait p(b,c) < r, et alors C, U {b} est un sous-ensemble de By
qui est r-séparé et de cardinal strictement supérieur & celui de C,., ce qui est absurde.
On pose C, = {c!,...,c™} et pour tous 4,j < m :

Aij={l<k<n:d #q}

On remarque que la condition sur C, impose que deux éléments de C, différent par au
moins nr? composantes. Ainsi |A; ;| > nr?.

Soit maintenant K un entier et Y7, ..., Yx des variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur {1,...,n}. Alors, pour tous i,j < M, i # j et tout k < K,

]P)(Yk S A@j) > 7”2

Par indépendance, la probabilité qu’aucun des Yj ne tombe dans I'ensemble A;; est
inférieure a (1 — r?)X. Or, les A4; ; sont moins de m? ensembles, donc :

P(Vi # j,3k, Yy, € Aij) <1—m?(1—r?)K <1 - m2e K7

En choisissant K = (2 log m/rQ] + 1, la probabilité précédente est strictement positive.
Ainsi, il existe K indices yi,...,yx € {1,...,n} tels que chaque A; ; compte au moins un
yr- Cecl assure que la restrictions des éléments de C, aux composantes yi, ..., yx donne
toujours |C,| éléments différents. De plus, C, C By ne peut pulvériser d’ensemble de
taille plus grande que V. Le lemme de Sauer assure donc que pour K >V :

eK v
= < [ —

Pour montrer le résultat, on constate déja que celui-ci est évident si logm < V. Si
maintenant logm >V, alors K >V et :

e([2logm/r?| + 1))
\%4
logm

V)

logm < V'log(

4
< V(log —; + log
T

de 1
< Vlogr—2€+ osm

e

La derniére ligne provient de I'inégalité de convexité, pour z > 0 : logx < z/e.

Ainsi : log(N(r, By)) < logm < 17L1/€10g% O



Corollaire 3.2. En combinant le résultat précédent avec le théoréme 3.2, on obtient
alors :

E(zgg ln(A) — p(A)]) <c %

ot ¢ est une constante universelle.

Ainsi, nous avons montré au cours de cette partie qu’on pouvait controler la quantité
E(sup |pn(A) — 1(A)|) dans deux cas intéressants : d’une part si A est 'ensemble des
AcA

intervalles de la forme (—o0, x|, et d’autre part si S4(n) est fini. Nous allons voir quelques
exemples pour lesquels on peut majorer la dimension de Vapnik-Chervonenkis.

Le premier exemple qui nous intéresse est celui o A = {(—o0, x], € R}. Alors pour
tout n, Sa(n) =n+1 et donc V = 1. Ici, le lemme de Sauer et le théoréme de Dudley
ne nous sont pas trés utiles, car les résultats vus dans la partie 2 sont aussi preécis (voir
plus, car alors on connaissait la constante universelle).

Si A est ’ensemble des boréliens, alors V = cc.

Propriété 3.1. Si A est I'ensemble des pavés dans R? alors V = 2d.
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension n de l'ensemble des fonctions définies sur

RY ¢ valeurs dans R. Si A= {{x: f(z) >0}: f € F}, alors V < n.
Démonstration. Pour le premier exemple, on remarque tout d’abord que S4(2d) = 224,
en considérant les 2d vecteurs dont chaque composante vaut 0 sauf une, valant 4+ ou
—1. En effet, il est clair qu’on peut former tous les ensembles possibles en intersectant
I’ensemble de ces vecteurs avec des pavés. Ainsi : V' > 2d.

D’autre part, si on fixe 2d + 1 points dans R%, on peut choisir 2d points, possédant la
propriété de contenir un point avec la plus grande premiére coordonnée, un point avec
la plus petite premiére coordonnée, et ainsi de suite pour chaque coordonnée. Alors le
dernier point est nécessairement dans le pavé contenant les 2d points. On en déduit que :
Sa(2d +1) < 2%+ ie V = 2d.

Pour le second exemple, il suffit de voir qu’un ensemble de taille n + 1 ne peut étre
pulvérisé par les ensembles de la forme {z : f(z) > 0}. Soit 1, ..., 7,41 € R%. On définit
¢: F — R" par:

¢(f) = (f(l'l)7 ) f(xn-i-l))

L’image de ¢ est un sous-espace vectoriel de R"*! contenu dans un hyperplan, donc il
existe un vecteur non nul a = (ay, ..., an+1) tel que :

VfeF alf(;rl) —+ ...+ an+1f($n+1) =0

Si tous les a; sont positifs, alors il est clair que les ensembles de la forme {z : f(x) > 0}
ne peuvent pulvériser {1, ..., Tp+1}, sinon on choisit f € F telle que f(z;) < 0 pour tout
i, et alors ay f(x1) + ... + apt1f(znt1) <O.

On regarde alors :
o aif(@) = —aif(x)

i,a; >0 4,a;<0

10



Supposons qu’il existe f tel que {x : f(x) > 0} contienne exactement les z; tels que
a; > 0. Alors, tous les termes de droites sont strictement négatifs, et les termes de
droites positifs, d’ou la contradiction. O

On utilisera ce dernier exemple dans une application.

4 Estimation de densité

4.1 Cas de deux densités

Le but de cette partie est le suivant : étant données deux estimations de densité f,
et gn, on veut savoir quelle est la meilleure des deux. Pour cela, on voudrait construire
une troisiéme estimation de densité ®,, telle que :

/|<I>n—fwmin(/rfn—fr,/gn—ﬂ)

En fait, on ne sait pas quelle est alors la meilleure estimation de densité, mais ce qui
importe, c’est que ®,, se comporte comme la meilleure. En pratique, on ne connait pas
f, c’est pourquoi on utilise la mesure empirique comme étalon.

Définition 4.1. Soit [ et g deur densités. On définit I’ensemble de Scheffé par :
A=A(f,g9) ={z, f(z) > g(x)}

Lemme 4.1 (Lemme de Scheffé). Soient f et g deux fonctions de densité sur R%. Soit
B lensemble des boréliens de RY. Alors

[¢-a =/A(fg)f—g=/|f—g!

Définition 4.2. On définit Uestimation de Scheffé par :

2 sup
BeB

= fasi I/Afn—un(A)l < |/Agn—un<A>|
= gp sinon

On remarque que cette définition n’est pas symétrique. f est la meilleure approzimation
de la mesure empirique entre les deux estimations de densité.

Le résultat essentiel de cette partie, qui sera généralisé par la suite, est le :

Théoréme 4.1. Soient f, et g, deuz estimations de densité.
On note A= {{fn > gn},{fn < gn}t}. On a alors le résultat suivant sur l’estimation de
Scheffé :

J gz = st <swin (15,71 [loa = 1)+ amae] [ 7ot

Démonstration. On note ¢, la meilleure estimation de densité, définie par :

b= tusil [fa=s1<| fan1]

= gn sinon
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¢ est en fait exactement ’estimation recherchée, mais ne connaissant par f, elle est en
pratique inaccessible. C’est ce qui a motivé la définition de f. On a alors :

[z [1on=11+ 16012

= / | — f1+ / | fr = 9l Lo, =fn.fr=gn + / |frn = 9nlLg=gn,fi=Ffn
— T+ IT+1III

Intéressons nous a II. On pose E = {¢,, = fn, [ = gn} et A U'ensemble de Scheffé relatif
a fp et gp. On a alors :

H:/|fn—gn|1E
:2(/Afn—9n)1E

—2(/Afn—un<A>)1E—2(/Agn—un<A>) 1
<a( [ g ) 1

Justifions la derniére inégalité. On a, sur F :

|/Agn — pnl4)] < /Afn — u(4)

Reprenons :

II§4<A¢nf>1E+4([4fun<A>) 1
<2 [lon—f1+41 [ 1)

Cette derniére inégalité provient du lemme de Scheffé. On a de méme, pour III :

111 < 2/ lon — f| +4] /A(gmfn) f = 1n(Algn, fa))|

D’oti le résultat. O

On obtient donc un résultat proche de celui qu’on voulait. Deux remarques, tout
d’abord le facteur 3 est trés génant dans le cas ou la meilleure des deux estimations
fn et g, reste assez éloignée de f. Si par contre on "sait" qu’au moins 'une des deux
estimations est proche de f sans savoir laquelle, ce facteur 3 n’est pas vraiment un
probléme. L’idéal serait d’obtenir une majoration avec un facteur 1, ce qui n’est pas
possible avec nos hypothéses. De plus, on constate qu’il reste un terme d’erreur par
rapport a notre objectif initial. On pose :

E, = — (A
glgjgl/Af pn(A)|
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E,, ne dépend de f, et g, que par A. Nous allons maintenant nous intéresser a des cas
particuliers pour pouvoir appliquer les résultats de la partie 3 et majorer le terme d’er-
reur.

Application 1 :
Si f, et g, sont deux densités normales, les éléments de A sont de la forme (a,b) ou
[a, b]¢. Donc, appelant By 'ensemble constitué des réunions de deux intervalles, on obtient
finalement que :

En < sup | [ f— pn(A)] < dsup |F(z) — Fu(2)]
A€eBe A x

ou F), est la fonction de répartition de la mesure empirique, et F' celle de p. Ceci provient
simplement de 'inégalité triangulaire.
D’aprés Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz, on a, avec la constante ddonnée par Massart, :

E(sup [Fy(z) — F(x)]) <

Si-

On en déduit que :

B (f15-n1-smin ([ 10,11, [0 1)) < 22

De plus, avec I'inégalité de concentration, on obtient que pour tout € :
P <sup |Fo(2) — F(2)| — E(sup |y (z) — F(a)]) > e) < e e
x x
En choisissant € = k/+/n avec k fixé, on aura :

P (sgp F(a) = Fla)| — E(sup |Fo(w) — F@)]) = fﬁ) <e

2 B P N — 2
On a donc, avec probabilité supérieure & 1 — e™2F" -

J15i- < amin( 1551 [l 1) + 548

On choisit alors k pour obtenir la précision qu’on veut. Par exemple, pour une probabilité
supérieure a 0,95, on choisit k =~ 1,5. Puis, on sait que pour "n grand devant k2", avec
une forte probabilité, on contréle bien le terme d’erreur.

Application 2 :
Choisissons maintenant f,, une densité normale, et g, un histogramme avec k paliers.
En pratique, k grandit avec n puisqu’on gagne en précision. Alors A(fn, gn) et A(gn, fn)
sont tous les deux des unions d’au plus k£ + 2 ensembles disjoints. On note, par analogie
avec I'application précédente, pour k > 0, By1o la classe constitué des unions d’au plus
k + 2 intervalles disjoints. Alors, on obtient :

sup | / f — im(A)] < 2(k + 2) sup | F(x) — Fo(2)|
AEBH+€ A x
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Comme précédemment, on a avec l'inégalité de Massart :

B ( [15z = s -swin (15,11 [lo. - 11) ) < 222

On peut alors pousuivre I’étude de fagon similaire & "application 1. On peut de méme
traiter d’autres exemples (duel entre densités normales et exponentielles, etc...). Nous
n’avons rien sur la croissance de k avec n qui peut poser un probléme.

Application 3 :

On se place cette fois-ci dans R? (dans RY, les choses se passeraient de la méme maniére).
Soit N7, Na, N3 trois gaussiennes dans R? de covariance Id. On note F le sous-espace
engendré par les trois gaussiennes dans ’espace des fonctions continues. Chaque gaus-
sienne correspond a un vecteur gaussien X;. On construit ainsi f, et g, : pour f, on
tire au hasard avec probabilité 1/2 X; ou Xa, pour g, on tire au hasard avec probabi-
lite 1/2 X2 ou X3. Ainsi les ensembles de Scheffé associés a f,, et g, sont inclus dans
A={{z: f(z) >0}: f € F} qui est dimension de Vapnik-Chervonenkis inférieure &
3, comme on I’a vu dans la partie précédente. On a donc, en utilisant le corollaire du
théoréme de Dudley :
Lo

=V

Avec l'inégalité de concentration, on a encore des résultats similaires & I’application 1.

E(En)

4.2 Généralisation

On peut clairement généraliser le théoréeme 4.1 dans le cas de k densités par récur-
rence. Mais les coefficients 3 et 4 explosent avec k, ce qui est bien sir inacceptable. En
fait, on peut faire mieux comme on va le voir maintenant, en proposant deux générali-
sations différentes.

Soit k densités f,; pour ¢ € {1,...,k}. On note A;; 'ensemble de Scheffé associé a
(fnis fnj)- On dit que f,; gagne sur fp; si:

| /A Ayl < | /A gl

Attention, la notation est & nouveau non symeétrique.

On pose A = sup | [u f — 1n(A)].
Ae{Aij,Aji, 1<i<j<k}

On définit le tournoi de Scheffé ainsi : pour ¢ < j on regarde si fy; gagne sur f,;, ce qui
nous donne k(k — 1)/2 matchs. On comptabilise le nombre de victoire pour chaque fy;
et on choisit pour f; celui qui en compte le plus.

Théoréme 4.2. Avec les définitions précédentes, on obtient :

[ 152 s1<9min [ 15— 1+ 16
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Démonstration. Notons m = min [ |fn; — f|. On va regrouper les estimations de densités
7

en 4 groupes :
Go = {fni, f | fni — fl =m}
G1 = {fni» m < [|fni — | <3m+4A}
Gy = {fm, 3m+4A < f |fm - f‘ <9m + 16A}
G3 = {fnir [ |fni — [| > 9Im + 16A}
On note n; = |G;|. D’apreés le théoréme 4.1, tout élément de Gy gagne contre n’importe
quel élément de G2 ou G3 "par construction", donc gagne au moins ns + nz matchs.
De méme, tout élément de G perd contre n’importe quel élément de Gg ou Gy, donc le
nombre de victoires associé & un élément de G'g est inférieur & ny +ng — 1. On en déduit
que le vainqueur du tournoi de Scheffé ne peut pas venir du groupe 3, d’ou finalement le
résultat.

O

Ce théoréme ressemble au précédent. On remarque qu’on perd en précision (les
constantes sont plus grandes que dans le théoréme 4.1).

On peut définir un autre tournoi, a fortiori un autre vainqueur, qui - en un sens -
améliore le théoréme qu’on vient de voir.

On pose : A; = sup | [ 4 fri — pn(A)].
146{14”'714]'7',7 1§Z<]§k}

Puis on définit : v, = fp; ol 7 est le plus petit entier minimisant les A;.

Théoréme 4.3. On obtient, pour le vainqueur qu’on vient de définir, le résultat suivant :

/Iwn—f\ §3miin/|fm—f|+4A

Les constantes sont effectivement plus petites que dans le théoréme précédent. Re-
marquons cependant que le calcul effectif de A; requiert k(k-1)/2 opérations, donc celui
de 1, en requiert k%(k — 1)/2. En pratique, pour choisir entre les deux méthodes, il
s’agit de faire un compromis entre la précision voulue et le temps de calcul nécessaire
pour construire la nouvelle densité d’estimation.

La preuve de ce dernier théoréme repose sur des idées similaires a celle du théoréme 4.1.

Les exemples sont similaires au cas de deux densités.
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