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Lors du congres international des mathématiciens de 1900, le mathématicien David Hilbert propose une
liste de 24 problémes qui résistent alors encore aux mathématiciens, et qui devront, d’apres lui, marquer
le XXeme siecle.

Nous allons dans ce document nous intéresser au dixiéme probleme de Hilbert, défini ainsi par Hilbert :

10. Entscheidung der Losbarkeit einer Diophantischen Gleichung.
Eine Diophantische Gleichung mit irgend welchen Unbekannten und mit ganzen rationalen
Zahlencoefficienten sei vorgelegt : man soll ein Verfahren angeben, nach welchem sich mittelst
einer endlichen Anzahl von Operationen entscheiden 1a83t, ob die Gleichung in ganzen rationalen
Zahlen losbar ist.

Ce qui se traduit par :

10. De la possibilité de résoudre une équation de Diophante.
On donne une équation de Diophante & un nombre quelconque d’inconnues et a coefficients
entiers rationnels : On demande de trouver une méthode par laquelle, au moyen d’un nombre
fini d’opérations, on pourra distinguer si I’équation est résoluble en nombre entiers rationnels.

Nous allons montrer dans la premiére partie, & partir de larticle [1], que la réponse & ce probléme est non.
Puis nous étendrons ce résultat, a d’autres structures que Z, grice a [2].

Dans tout ce document, quand un nombre n’est pas défini a priori, il est par défaut entier positif non-nul.

1 Exposé du probléeme et définitions

Cette partie va permettre de formaliser la notion d’équations diophantiennes, et la notion de "nombre
fini d’opérations" (qu’on appelle aujourd’hui algorithme).
1.1 Ensembles diophantiens

Définition. Soit p un entier non-nul. Soit £ C (N*)”. On dit que F est diophantien si et seulement si il
existe m € N, il existe P un polynéme a p + m indéterminées, a coefficients entiers, tel que :

E={(z1,..,xp) € (N’ |3(y1, s Um) € (N*)" P(T1, ey Tpy Y1y ooy Ym) = O}

1.1.1 Exemples
— L’ensemble des nombres entiers non-nuls qui ne sont pas une puissance de 2 est diophantien. En effet,
avec P(X,)Y,Z2)=Y(2Z+1) - X,
E={z e N3y, 2) € (N*)?, P(z,y,2) = 0}.

— Le graphe de la relation d’ordre stricte est diophantien. En effet, le polynéme P(X,Y,Z) =z +2—y
convient.

— Le graphe de la relation de divisibilité est diophantien. En effet, le polynéme P(X,Y,Z) = xz —y
convient.

1.1.2 Premiéres propriétés

Proposition 1.1. Soient E et F' deux ensembles diophantiens, alors E N F' et E U F sont diophantiens.

dem Soient Py et Pr des polyndmes définissant respectivement les ensembles E et F'.
— Le polyndome P% + P2 définit 'ensemble E N F.
— Le polynéme Pg Pr définit ’ensemble £ U F.

Exemple L'ensemble E = {(z,y,2) € (N*)°, (z|y) A (z < 2)} est diophantien, car P(X,Y, Z,U,V) =
(Y — XU)? +(Z — (X +V))? le définit.



1.1.3 Fonctions diophantiennes

Définition. Soit p € N*, soit f : (N*)” — N*. On dit que f est diophantienne si et seulement si 'ensemble
{(x1, .0y p,y) € (N*)erl ly = f(x1,...,2p)} est diophantien, id est, son graphe est diophantien.

1.2 Fonctions récursives

Définition. L’ensemble des fonctions récursives, noté fRec, est la plus petite classe de fonctions contenant :
) . (NP — N*
— Pour tout p € N*| la fonction constante “» (N%) .
x — 1
. N* — N*
— La fonction successeur : v s w4l
ot . P N7 - N
— Les projections : pour tout n € N*, pour tout i € [1,n], Pi .
(T1, ey @) x5

et stable par :
— composition, i.e. : pour tout f € Rec,,, pour tout (g1, ...,gm) € Rec,', on a :
. *\71 *
h (N*) — N  Rec.
(1, ey zn) = flgr(@1, ey 2n), ooy g (@1, oy )

— récurrence primitive, i.e., pour tout f € Rec,, pour tout g € Rec, 12, la fonction h, définie par

h(Il,...,In,l) f(zla"'axn)
h(xla a3 xnvt + 1) g(tv h(xlv “wl'n)axl» 7xn)

)

est récursive.
— minimisation, i.e., pour tout (f,g) € ‘ﬁeci_,_l, si on suppose que pour tout (z1,..,z,) € (N*)
Vensemble {y € N*|f(z1, ..., 20, y) = g(z1, ..., Tn,y) } est non-vide, alors la fonction

n
)

h (N*)n — N € Rec
(21, .0yxn) +— min{y € N*|f(x1,...,Tn,y) = g1, ey Tn,y)} '

Remarque. On montrera par la suite que ’ensemble des fonctions récursives correspond aux fonctions
diophantiennes.

Remarque. La notion de fonctions récursives formalise la notion d’algorithmes (ou de nombre fini d’opé-
rations).

2 Caractere diophantien de ’exponentielle et premieres consé-
quences

2.1 L’exponentielle est diophantienne

, 2 .

foo (N7 Nk . C’est le caractere diophantien de cette
(n,k) — n

fonction qui a longuement résisté aux mathématiciens qui se sont intéressés au 10éme probleme de Hilbert,

et qui permet de faire fonctionner toute la preuve. Et c’est finalement Matiiassevitch, en 1970, qui le

démontra, au travers d’un autre résultat que nous énoncerons plus loin.

On appelle exponentielle la fonction

Pour montrer que lexponentielle est diophantienne, Particle [1] établit d’abord 24 lemmes, qui se
trouvent en annexe A, sur les solutions des équations de Pell (voir ci-dessous). Les liens entre ces lemmes
sont illustrés par le schéma ci-dessous :
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ou la fleche — signifie "sert a la démonstration de". Les lemmes entourés par un rectangle sont ceux qui
servent & montrer les théorémes 2 et 3 (voir plus loin).

2.1.1 Solution des équations de Pell

Soit @ € N*. On pose (P,) : 22 — (a® — 1)y? = 1. Cette équation est appelée équation de Pell. On note
Eo = {(x,y) € N?|2% — (a®> — 1)y? = 1}, et F, = {(z,y) € Z?|2® — (a® — 1)y* = 1}.
Les lemmes 1 & 4 de 'annexe A se résument en le théoréme suivant :
Théoréme 1. On définit, pour tout n € N, x,,(a), y,(a) (aussi notés x,, et y, siil n’y a pas d’ambuiguités)
les uniques entiers tels que x,(a) 4 y,(a)Vd = (a + v/d)™. Alors :

Eo = {(zn(a),yn(a))ln € N}.

dem Le plus simple est de passer par les 4 premiers lemmes de ’annexe A :
A.1 Soit (z,y) € F,. Onapas: 1<z +yvd<a+Vd.
Supposons par 'absurde que I'inégalité soit vraie. Puisque (z, y) est une solution & 1’équation de Pell,

on a (z + yvd)(z — yvd) = 1. Alors, 1 < < ,done —1 < —z 4+ yvVd < —a+Vd, et
(x +yvd)(z —yVd) P R— y

en additionnant avec la premiére inégalité, on obtient 0 < 2yv/d < 2v/d, donc 0 < y < 1. Or, y € N,
donc c’est absurde.

A.2 Soit (z,y) € F, et (a/,9') € F,, on définit (2, y") € Z? les uniques entiers tels que z” + y”V/d =
(z +yVd)(z' +y'\/d). Alors (z",y") € F,.

En effet, on a alors 2 — y"Vd = (x — y\/ﬁ)(x’ - y/\/g), et on a en méme temps z” + y’Vd =
1 1

r—yvd ' —y'\d .
A.3 Pour tout n € N, (z,(a),yn(a)) € E,. Cela se montre facilement par récurrence en utilisant A.2,
et en remarquant que (a,1) € E,.

A.4 Celemme-ci correspond au théoréme. Soit (x,y) € E,. Onaa++v/d > 1, donc la suite ((a + \/&)”)

diverge vers 400, donc il existe n € N tel que
(a+Vad)" <z +yVd < (a+Vad)" T,

car ou bien 2 = 1 et alors (x,y) = (zo(a), yo(a)), ou bien 2 > 1 et donc z +yvd > 1 = zo(a) +yo(a).
Si il y a égalité dans I'inégalité de gauche, alors on a fini. Sinon, en réécrivant :

xn(a) + yn(a)\/g <z+ y\/a < (xn(a) + yn(a)\/g)(a + \/&)

Donc, en multipliant (z”)? — d(y"”)? = 1.

neN



Or, (xn(a) + yn(a)Vd)(zn(a) — yn(a)Vd) = 1, donc, z,(a) — y,(a)vd > 0, donc en multipliant par
ce dernier la derniére inégalité, on obtient :

1< (@ +yVa)((wn(a) — ya(a)Vd) < a+ V.

Or, par A.1 et A.2, ceci est impossible.

2.1.2 Condition nécessaire et suffisante pour vérifier x = xy(a)

Théoréme 2. On définit le systéme d’équations suivantes :

22— (a® - 1)y = 1, (1)
u? — (a® —1)v* = 1, (2)
sSSP -1 = 1, (3)
vo= oy (4)
b = 1+4py=a+ qu, (5)
s = z+cu, (6)
t = k+4(d-1)y, (7)
y = k+e—1 (8)

Soit a € N*, soit k € N*, soit € N*. Alors : © = z,(a) si et seulement si le systeme d’équations (1) — (8)
admet des solutions pour les inconnues restantes, id est, il existe (y,u,v,s,t,b,7,p,q,c,d,e) € (N*)12
fiant (1) — (8).

véri-

dem Nous n’allons pas en faire la démonstration compléte, voir [1] pour celle-ci.
Par les trois premiéres équations, on a l'existence de (i,n,j) € (N*)3 tel que : z = z;(a), y = yi(a),
u=xzp(a), v=1yn(a), s =x;(b), t = y;(b). Puis, en combinant les lemmes et les équations, on obtient les
trois congruences suivantes :

1. j = +i [mod 4y;(a)],

2. y;j(b) =7 [mod 4y;(a)],

3. y;(b) = k [mod 4y;(a)].
Ce qui nous permet d’obtenir k = +i [4y;(a)]. Puis Péquation (8) donne k < y;(a) et le lemme 2.18 donne
i <y;(a). Donc i = k, et on a obtenu ce qu’on voulait.
La réciproque se devine apres avoir fait le sens direct, car celui-ci permet de comprendre le sens de chaque
inconnue.

[ ]
2.1.3 Condition nécessaire et suffisante pour vérifier m = n*
Théoréme 3. On adjoint au systéme d’équations (1) — (8) les équations suivantes :
(x—yla—n)—m)* = (f-1)*(2an—n*-1) (9

m+g = 2an—n?—1, (10
w=n+h = k+I, (11
a® — (w? —1)(w—1)%2% = 1. (12

Soit (n,m,k) € (N*)>. Alors : n = m" si et seulement si le systéme d’équations (1) — (12) admet des
solutions pour les inconnues restantes.
Ceci nous donne le caractére diophantien de I’exponentielle.



dem Encore une fois, nous n’en donnons pas la démonstration compléte, voir [1] pour celle-ci.
On montre d’abord, grace au théoréme précédent, que x = zx(a) et y = yx(a). Puis, nous obtenons par
(9) et le lemme A.17 que m = n* [mod 2an —n? — 1].
Puis on montre que m < 2an — n? — 1 en remarquant par (12) que a = z;(w), et (w — 1)z = y;(w), donc
par le lemme A.14 :
j =0 [mod w—1].

Donc j <w —1 car j > 0. Et alors, par 'équation (11) et le lemme A.19, on obtient :

a>wl" > nk.

Et donc, par (10), m < 2an —n? — 1. Et pour obtenir n* < 2an — n? — 1, on utilise le fait que si a > 37
(avec a, B,y > 0), alors 2a8 — 32 — 1 > 7, ce qui se démontre en étudiant la fonction 3 — 2a3 — 3% — 1.
La réciproque s’effectue en détaillant le sens direct pour comprendre le role de chaque inconnue (par
exemple, h et | ne serve qu’a dire que w > n et w > k).

2.2 Conséquences

Le but de cette partie est de montrer le caractére diophantien des fonctions suivantes :
. *\2 *
n s ’
(n,k) <I€> n — nl
ho: (N9 o N*
k
(a,b,k) H (a + bj)
On note, pour tout x € Rt |z] la partie enticre de z, i.e., Punique entier vérifiant :|z| <z < |z| + 1.

2.2.1 La binomiale est diophantienne

Lemme 2.1. Pour tout k € [1,n], et u > 2", on a :

5] 0

1=

2 ()

wr1? Zkl) => (?) wh=S+R

=0

Et donc :

dem

n
avec S = g ( _)uz_k, et R = Z ( ,)uz_k. Alors S est entier, et montrons que R < 1 :
—~ \ i , i

R < ullil (?)

i=0
n n
< Ul71 < )
£ 7
=0
_ u712n
< 1



Théoréme 4. f est diophantienne.

dem On a :
v = 2m
u > v
z=f(n, k) & Ju,v,w,{ w L(":#J
z = w [mod u]
z < U

2.2.2 La factorielle est diophantienne

Lemme 2.2. On montre de méme que si : r > (22)**!, alors
zl=[r® "
x

dem C’est évident avec le lemme précédent.

Théoréme 5. g est diophantienne.

2.2.3 Le "produit" est diophantien
Lemme 2.3. Soit (a,b,q, M) € (N*)* tel que bg = a [M]. Alors :

k
VkeN*,wa)byy!(“y) [M].

i=1 Y

k'q+k _
ou® )

dem

(q+1)

o
Ead
=

Il
_

(bg + bi)

I
zw )

&
Il
_

(a +ib) [M]

Il

s
Il
-

Théoréeme 6. h est diophantienne.

dem Dans le précédent lemme, on prend M = b(a+bk)*+1. Alors, pged(M, b) = 1, donc b est inversible

k
pour la congruence modulo M, donc il existe ¢ € N* tel que bg = a [M]. De plus, M > H(a + bi). Donc,
i=1

k
H(a + bi) est 'unique entier tel que n < M et n = b¥y! (q + y) [M]. Ce qui s’écrit :
, Yy
=1
= a+by
= ’["y
= bs+1
= a+ Mt
by
y!
M
q+
(;)

uvxr

k
z = H(a+2b) A ElM,p,q,r,s,t,u,v,w,L
i=1

g2 ncee2 82w
Al

z+ Mp



3 Constructions intermédiaires et équivalence des fonctions dio-
phantiennes et récursives

3.1 Fonctions spéciales

3.1.1 Fonction paire

Définition. On définit : L : N* - N*, R: N* - N* P (N*)2 — N* par :
v=Lz) e 2=(@+ty-2)(z+y—1)+2y,
y=R(z)edx,2z=(r+y—2)(z+y—1)+ 2y,
z=Pzy)e2z=(+y—2)(z+y—1)+ 2y.

Remarque. En fait, P correspond 4 la bijection diagonale de (N*)? dans N*

Et L et R correpondent "aux bijections réciproques" de P : L étant la partie gauche (Left en anglais), et
R étant la partie droite (Right en anglais). Donc ces fonctions sont bien définies.

Remarque. Par définition méme, ces fonctions sont diophantiennes.

Propriété. Pour tout z € N*, L(z) < z et R(z) < 2.

3.1.2 Fonction de codage des suites finies

Proposition 3.1. Il existe une fonction S : (N*)2 — N* diophantienne telle que :
- V(’L,U) € (N*)2 7S(ia U) <u
- Y(a1,...,a,) € (N*)" Ju € N* Vi € [1,n], S(i,u) = a;

Remarque. Cette fonction code toutes les suites finies. (et correspond en fait & la fonction 5 de Godel)

dem On définit S(4,u) comme le reste de la division euclidienne de L(u) par 1+ iR(u). S est diophan-
tienne. Car w = S(i,u) ssi il existe x,y, z, v tels que :

2u = (z4+y—2)(z+y—1)+2y)
x = w+ z(1 +iy))
1+iy = w+wv—1

La premiére équation permet de dire © = L(u) et y = R(u). Et cette propriété est bien diophantienne en
tant que conjonction de propriétés diophantiennes.
On voit que S(i,u) < L(u) < u.



Puis, soit (ag,...,a,) € (N*)", on choisit y plus grand que tous les a; et tel que n! | y. Alors les
1+ iy pour ¢ € [1,n] sont deux & deux premiers entre eux. En effet, si d|1 + iy et d|1 + jy, alors
d|j(1+iy) —i(1+ jy) = j —i. Donc, d < n, et ainsi, d|y, par conséquent d|1, d’ou d = 1.

Donc, d’apres le théoréme chinois, il existe x € N*, tel que

Vi e [1,n], 2 = a;[1 + iy].

On pose alors u = P(z,y) (la fonction paire), et alors © = L(u) et y = R(u), et comme a; < y = R(u) <
14+iR(u), on a a; = S(i,u).

3.2 Stabilité des ensembles diophantiens par les quantifications bornées

k
On a vu précédemment que les fonctions n — nl, (n,k) — (}) et (a,b, k) — H(a + 1b) sont diophan-

) i=1
tiennes.

Notation On écrit la quantification existentielle bornée « (Jy), ,... », qui signifie « Jy, (y < x) A ... ».
On écrit aussi la quantification universelle bornée, « (Vy)_, ,... », qui signifie « Vy, (y < z) = ... »

Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 7. Si P est un polynoéme a coeflicients entiers, les ensembles S et R définis ci-dessous sont
diophantiens.

R= {(y,xl, e p) € (NF)PT (F2) <y > Y15 s ym) € (N)™ L Py, 2,21, ooy Tpy Y1y vy Yim) = O} ,

S = {(ya X, "'a‘rp) € (N*)p+l | (VZ)Sy ) 3(3/1; eeey ym) S (N*)m ) P(ya Z,T1, "'7xp7y17 7ym) = 0} .
Remarque. Le fait que R est diophantien est trivial, car

(yvxlu "'7‘rp) cER& (Hzaylv 7ym)(2 S Yy A P(y,z7x1, ~-~793p73/m) = 0)7

et que cette condition est évidemment diophantienne (cf. premiers exemples). C’est la preuve de la deuxiéme
partie du théoreme qui va demander un peu plus d’ingéniosité et de doigté.

Lemme 3.2. Avec les mémes notations qu’avant, pour tout (1, ...,x,) € (N*)” :

(Vk)gy ) (Hyl’ "'?yTYl)7P(ya k,l‘l, ces Tpsy Y1, 7ym) =0
4
3“7 (Vk)gy ) (Elyh 7ym)§u 7P(y7 kvxh <oy Lpy Y1, "ay'ﬂl) =0.

dem La réciproque de ’équivalence est clairement vraie. Occupons nous du sens direct.
Supposons que (Vk)<y Qi ym), Py, k1, ooy p, Y1, -, Ym) = 0, alors, pour chaque k € [1,y], il existe

des nombres ygk)7 e y,(ff) tels que :

P(y7 ka zy, ~~'7xpvy§k)a 7y7(1]z€)) =0.

En posant © = max {yﬁ“ |(5,k) € [1,m] x [1, y]}, on a l'implication voulue.



Lemme 3.3. Soit Q(y,u,x1, ..., z,) un polynéme avec les propriétés suivantes :

) € ( *)p+1, QY,u, 1, ..., Tp) > u.

) € (NP Qy, w1, ) >y,

3. Pour tout y € N*, k € [1,y], (u,x1,...,2p) € (N*)pﬂ, et pour tout (yi,...,ym) € [1,u]™,

1. Pour tout (y,z1,...,zp) € (N
2. Pour tout (u,z1,...,2p) € (N

‘P(y7 k7$1, ey Tpy Y1, 7ym)| S Q(ya Uy L1y eeny mp)'

2 P . .
Pt , on a ’équivalence entre les propositions suivantes :

Alors, pour tout (y,u,z1, ..., xp) € (N*)
Lo (VK) <y s (Fyts s Ym) < s Py, K21, oo T, Y1, Ym) = 0

2. 1 existe (¢, t, a1, ..., am) € (N*)"2,

14 ct - ﬁ(1+kt)
t = Q(;,zul@l,...,wp)!

Vi€ [1,m], 1+ct | [T —24)
P(y,c,x1,...,xp,a1,...,0p,) = 0 [jn?(;d (1+ et)]

Remarque. Le point numéro 2, malgré sa complexité apparente, est sans quantification bornée, ce qui le
rend intéressant pour démontrer le théoreme.

dem

— Prouvons 2 = 1.
Pour chaque k € [[1,y], soit py un facteur premier de 1 + kt. Soit, pour tout (¢, k) € [1,m] x [1,y],
yz(k) le reste de la division euclidienne de a; par pi. On va démontrer les deux points suivants pour
tout 4, k :

a) 1< ygk) < u.
b) P(y,k, 1, ...,xp,yik), ,yﬁ,’f ) =0.

u
Pour démontrer (a), on fixe d’abord (¢,k) € [1,m] x [1,y]. Puis, on a py|1 + kt|1 + ct| H(ai — 7).
j=1
Comme py, est premier, il existe j € [1,u], tel que pgla; — j. Alors,
. k
j=a; =y [mod py.
On montre maintenant que py > w. En effet, en posant ¢ = Q(y,u, 1, ..., zp)!, alors tout diviseur
premier p de 1 + kt est tel que p > Q(y,u, 1, ..., zp)!, en particulier pour py (sinon, p|t, donc p|1).
Or, d’apres ’hypothese (1) sur le polynéme @, on sait que Q(y, u, x1, ..., £p) > u, donc py > u.
(k) (k) (k)

; _, est un reste division euclidienne par pg, ;"' < px. Donc y;’ = j € [1,u].

Comme y i

Montrons maintenant (b). Fixons k € [1,y]. On remarque :
1+ct=1+kt =0 [mod pg).
(k)

%

Donc, k + ket = ¢+ ket [mod py, i.e., k = ¢ [mod pg]. Et comme par définition y
on a:

= a; [mod pgl,

(k) (k))

P(yvkazlv"'axpayl s Ym P(y7k7xl7"'7xpaa1a"'7am) [mOd pk]

0 [mod py].

Et comme on a de plus, par 'hypothése (3) sur le polynéme Q, |P(y, k,x1, ...,xp,ygk), ...,yfq]f)) <

Q(y,u, 1, ...,Tp), et comme a on a montré précédemment que Q(y, u, 1, ...,2p) < pr. On a donc le
point (b).
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— Montrons (1) = (2). Soit, pour tout k € [1,y], (ygk), ...,y,(,]f)) € [1,u]™, tel que :

P(yvkaxlw"v‘rpvygk) (k)) =0

1ty dm
(qui existe par hypothése).
y
On pose t = Q(y,u, 1, ..., zp)!, comme H(l + kt) =1 [mod t], il existe ¢ € N* :
k=1

Y
Ltet =] +kt).
k=1

On prend (k,1) € [1,y]? avec k # [, alors on a pcgd(1l + kt,1 +It) = 1, car si p est un diviseur
commun & 1+ kt et 14 1¢, alors p|(I — k), donc p < y. Mais puisque Q(y, u, z1, ..., xp) >y, p|t, donc
p=1.

D’oti, d’apres le théoréme chinois, pour tout ¢ € [1,m], il existe a; € N, tel que, pour tout k € [1,y]

a; = yik) [mod 1+ kt].
Par définition de ¢, pour tout k € [1,y], k = ¢ [mod 1 + kt], donc :
— (k) (k)
P(y,C,T1, ey Tpy A1y ey G) = Py, K, T1, ooy Tpy Yy s ooes Yy’ ) [mod 1+ kt]
= 0 [mod 1+ kt].

Et comme les nombres 1 + kt sont deux a deux premiers entre eux, et comme chacun divise
P(y,c,x1, ..., Tp, a1, ..., A ), leur produit le divise encore, donc :

P(y,c,T1,..., Tp, A1, eey @) = 0 [mod 1+ ct].

Or, par définition des a;, (qui nous dit que a; = ygk) [mod 1 + kt]), on a, pour tout i € [1,m],

(k)

1+ktla; —y; .

Et on a alors, pour tout ¢ € [1,m], (comme 1 < ygk) <u),ona:

u
14kt ] (ai = 3) -
j=1
Puisque les 1 + kt sont encore premiers entre eux deux a deux, on a :

1+t |[J(ai—4)

Jj=

[

Ce qui conclut.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théoréme 1.
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dem
On écrit

P(y7k’x1’ < Tpy Y1, 7yn) = Zt'r )

avec ¢, un mondme de la forme :
_ arb,.q1 qp,,S1 s,
tr = c -y kxy aryrt gyt

avec ¢ € Z. Maintenant, on pose u, = |¢| ~ya+bx‘f1...zgpusl+"'+5", et on pose :

N
QY t, 1,y ) =uFy+ Y
r=1

Donc P et @ vérifient les hypotheéses du lemme 3.3. Donc :
(Vk)gy ’ Elylv ceos Ymy P(yv ka Tiyeees Tpy Y1y eeey yn) =0

équivaut a :

Y
L+et = [T +%)
k=1
= |
Elu,c,t,al,...,am, t Q(y’uu7x1’.“7xp). )
Vie[l,m], 1+4ct \ [T
j=1
P(y,c,T1, .0y Tpy A1,y @) = 0 [mod (1 + ct)]

qui équivaut & l'existence de u,c,t,aq,...,am, €, f, g1, ... Gm, A1, ..., by des entiers strictement positifs
tels que :

e = 1+ct

e = [1_,(1+ kt)

f = Q(y, u, x1, ..., Tp)

t = f!
Vie[l,m], g = a; —u—1
Vie[l,m], h, = [Tz (g +F)
Vie[l,m], e | h;

l = P(y,c, %1,y Tpy A1y ey Q)

e | l

3.3 Equivalence entre fonctions diophantiennes et fonctions récursives
Théoréme 8. Une fonction est récursive si et seulement si elle est diophantienne.

Notation On note PRec 'ensemble des fonctions récursives, et exceptionnellement, on note Dioph les fonc-
tions diophantiennes.

Remarque. C’est ce résultat que Matiiassevitch parvint a démontrer en 1970, et qui utilise le caractere
diophantien de ’exponentielle.

Rappel 1l existe une fonction S : (N*)2 — N* qui est diophantienne et récursive, telle que :
— Pour tout u € N*| pour tout ¢ € N*, S(i,u) <wu
— Pour tout (ag,...,a,) € (N*)", il existe u € N*, tel que pour tout i € [1,n], S(i,u) = a;

dem
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— Montrons d’abord @ieph C Rec. D’abord, (z,y) — z + vy, (z,y) — x -y, et pour tout k € N*, . — k
sont diophantiennes. Donc, tout polyndéme a coefficients entiers strictement positifs est récursif.
Soit f € Dioph, alors il existe un polynéme H a coefficients entiers qui définit f, et on écrit

H=P-Q,

avec P et @ des polyndmes & coefficients entiers strictement positifs, alors on a, pour tout (y, z1, ..., ) €
1
(N* )p+

(N*)m ) H(xl’ vy Ly y7t17 .
(N, P(z1, ooy Tpy Yy 1, -

,tm) = 0, par définition
Jtm) = QX1 ooy Tp, Yy b1y ooy T

s tm)

y:f<.%‘1,...,l‘p) = H(tl,..

Htm) €
= El(th...,tm)e

On a alors, pour tout (1, ...,x,) € (N*)

fx1, ., xp) = S(1,min{u € N*|P(z1, .., 2p, S(1,u), ..., S(m + 1,u)) = Q(z1, .., xp, S(1,u), ..., S(m + 1,u)) }).

Et comme P, @, S, sont récursifs, par composition et minimisation, f est récursive.

— Montrons désormais l'inclusion inverse : SRec C Dioph. Pour ce faire, nous allons montrer que les
fonctions diophantiennes vérifient les propriétés définissant la classe des fonctions récursives (cf. la
définition des fonctions récursives).

o Les fonctions z — 1, z +— x + 1 et (21, ..., zp) —> x; sont trivialement diophantiennes.
e Composition : Soit [ € Dioph,,,, soit (g1, ..., gm) € Dioph,,, soit h définie par :

h : (N*)™ — N*
(1, xn) = flg1(@1, ey Tn)y ey g (T, ooy Th)
n+1l |

€ $Rec.

Alors h est aussi diophantienne. En effet, pour tout (y,z1,...,2,) € (N*)
y=h(x1,..yzp) & T, e tm, (Vi € [1,m], 6 = gi(x1, ooy 20)) Ay = f(E1,0os tm)))-

e Récurrence primitive : Soit f € Dioph,,, soit g € Dioph,,, 5, soit h définie par :

h(x1, .oy @y, 1) = flxy, . xy)
hxy, oy, t+ 1) = gt h(x1, .y Ty, X1, ey Ty
Alors, en utilisant la fonction de codage des suites finies (pour coder (h(z1, ..., Ty, i))ie[[l,z]]), ona:
Ju, (v=S81,u) Ao = f(x1,...,25))

y=h(x1, . 2n,2) & Ju, ¢ ()., 30, ((v=50+1,u) Ag(t, St u),z1, ... 2n))
Y= S(Z,U)

Donc, en utilisant la quantification bornée, h est diophantienne.
e Minimisation Soit (f,g) € @iopbiﬂ, si on suppose que pour tout (z1,...,2,) € (N*)", I'ensemble
{y e N*|f(z1, ..., Tn,y) = g(x1,...,Tn,y)} est non-vide, alors on définit la fonction h par :

horo (N o N

. * € Rec.
(xla"'axn) = mln{yGN |f(xla"'axnay) :g(x1a~~~,$n;y)}

Alors on a :

_ 3z, ((z = f(z1, ., 0, y)) A (2 = g(@1, 0, Tny Y)))
y=h(z1,...,20) { (Vt)qu v, (u= f(2, .1..,xn,t) ANv = g(ay, ...,1xn,t) A(u<vouwv<u))

4 10éme probleme de Hilbert : preuve et conséquences

4.1 Ensemble diophantien universel

Nous allons donner une énumération explicite de tous les ensembles diophantiens inclus dans N (qui
sont évidemment en quantité dénombrable)
Pour cela, commencons par donner une énumération des polyndmes & coefficients entiers positifs.
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4.1.1 Enumeration des polynémes a coefficients entiers

On fixe A = {Xy, X1, ...} un alphabet dénombrable de variables. L’énumération est la suite de poly-
némes (P,)nen définie par :

P o= 1
P31 = X

P3; = Pru) + Pr)
P31 = Pru - Pre

(car tout polynoéme a coefficients entiers positifs peut étre obtenue a partir de 1 et des variables de A4
par additions et multiplications successives)

Pour tout ¢ € N, quand on écrira P;(Xy, ..., X,,), cela signifiera que n est assez grand pour contenir
toutes les variables de P;. Bien stir, P; ne dépendra pas de toutes ces variables.

4.1.2 Enumération des ensembles diophantiens

On pose, pour tout n € N* :
D, = {LEO e N* |E|(.’E1, ,xn) S (N*)n s PL(n) ([I,'(),"I?l, ceey (En) = PR(n) (SC(), xq, ,.’En) } .
Théoréme 9. (D, ),en+ constitue une énumération des ensembles diophantiens inclus dans N.

dem

D’abord, P, et Pr(,) ne dépendent clairement pas d’autres variables que X jusqu’a X,,. Puis, soit
un ensemble diophantien £ C N, défini par le polynéme Pg a coefficients entiers. Alors on peut trouver @
et R des polynomes a coefficients entiers positifs tels que Pr = @ — R. 1l existe alors des entiers positifs r
et ¢ tels que @ = P, et R = P,. Et alors, en posant n = P(q,r) (la fonction paire, défini en 3.1.1).
Et alors, E = D,,.

4.1.3 Théoréme de ’ensemble universel

Théoréme 10. (De l'ensemble universel) L’ensemble {(n,z)|z € D, } est diophantien.

dem On utilise encore une fois la fonction de codage des suites finies S. Montrons que

S(1,u) = 1
S(2,u) = x
z € D, & Ju € N*, (V)< » S(3i,u) = S(L(i),u) + S(R(i), u)
(Vi)ey, SBi+1u) = S(L(i),u) - S(R(i),u)
S(L(n),u) = S(R(n),u)

Et comme la partie droite de I’équivalence est clairement diophantienne, une fois que I’on aura montré
cela, on aura fini la démonstration.
Soit * € D,,. Par définition, il existe (¢1,...,t,) € (N*)", Proy(x,t1, .. ty) = Pry(x,t1,...,t,). Par
définition de S, il existe u € N*| tel que :

VJ S HLSTL-FQ]],S(],U) = Pj(l’7t1,...,tn).

En particulier, d’apres le choix de I'"énumération, S(2,u) = z et pour tout ¢ € [2,n+1], S(3i—1,u) = t;_1,
D’ou le sens direct.

Réciproquement, supposons qu’il existe u € N* vérifiant les bonnes hypothéses. Posons, pour tout ¢ € [1,n],
t; = S(3i + 2,u), alors par construction des P;, on a nécessairement :

Vj e [1,3n+2],5(j,u) = Pj(z,t1,....tp).
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Et comme S(L(n),u) = S(R(n),u), on a nécessairement :

PL(n)(xatla ~-~7tn) = PR(n)(xa t1, ---;tn)-

C’est-a-dire que : x € D,,

4.2 La diophantianité n’est pas le tout!

Théoréme 11. L’ensemble V = {n € N*|n ¢ D,,} n’est pas diophantien.

dem Il s’agit en fait d’un argument de diagonale de Cantor.

Supposons par 'absurde que V est diophantien. Alors il existe i € N* tel que V = D;. Et alors,
- SiieV,alorsi ¢ D;, donci ¢ V.
- Sii¢V,alorsi € D;,donci€V.

Absurde.

Théoréme 12. La fonction g : (N*)® — N* définie par

{1 si ¢ D,

9w} =9 5 reD,

n’est pas récursive.

dem Si elle était récursive, elle serait diophantienne (d’aprés le théoréme 8), et alors il existerait P un
polyndme a coefficients entiers définissant g, id est,

y = g(”? x) <:> 3(y17 "'7ym) 6 (N*)m b P(nﬂx’ y? yl? "'7ym) = 0'

Mais alors V = {z|3(y1, ..., ym) € (N*)™, P(x,2,1,y1,...,ym) = 0} serait diophantien, ce qui contredit le
théoreme 11.

4.3 Le 10eme probléeme de Hilbert

Théoréme 13. Le 10éme probleme de Hilbert dans N n’a pas de solutions.

dem Formellement, cela signifie qu’il n’existe pas de fonctions récursives f : N* — N* tel que pour
tout n € N*, f(n) soit 1 si Pr(,) — Pgn) admet une racine entiere, et 0 sinon.
Supposons par 'aburde qu’il existe une telle fonction récursive. En utilisant le théoréme 10, il existe P a
coefficients entiers tel que :

x € Dy, & 321, .21, P(n, @, 21, .00, 25) = 0.
Alors pour n et x fixés, cette fonction peut calculer si
P(n,xz,21,...,2k) =0

admet des solutions, id est, si oui ou non z € D,,. Cet algorithme peut alors étre utilisé pour calculer
g(n,x). Ce qui est impossible.
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4.4 Conséquence étonnante de la preuve du 10eéme probleme de Hilbert

Pour arriver au 10éme probleme de Hilbert, nous avons du passer par de nombreux théorémes, qui ont
eux-mémes des corollaires intéressants, nous avons choisi d’en exposer un ici, mais il y en a bien d’autres.

Définition. Pour un ensemble diophantien donné E C N, on appelle dimension de E (noté dim E), le
plus petit entier n € N, tel qu’il existe un polynoéme a coefficients entiers, a n + 1 variables, définissant E.

Théoréme 14. Il existe un entier m, tel que pour tout £ C N ensemble diophantien, dim £ < m.
Remarque. On a méme récemment montré, que m < 14!

dem Par le théoréme de ’ensemble universel (théoréme 10), il existe un polynéme P définissant 1’en-
semble universel. Donc,

Vn € N*, D, = {x € N*|3(y1, ., ym) € (N)" , P(z,1,91, ., Ym) = 0} .

Donc dim D,, < m. Donc, comme (D,),en est une énumération des ensembles diophantiens, on a le
résultat.

Exemple surprenant On note, pour tout ¢ € N*, S, = {z € N*|[3(y1,...,y,) € (N, 2z = (y1 +1)...(y, +
1)} (autrement dit, 'ensemble des entiers possédant au moins ¢ facteurs premiers). Une conséquence du
théoreme 14 est que les S, sont définissables avec moins de g parametres pour ¢ assez grand !

5 Définition existentielle

5.1 CasdeZ et N

Nous avons vu dans la section précédente que le 10eme probleme de Hilbert dans N n’avait pas de
solutions. Mais comment transporter ce résultat dans Z 7 En effet, a priori, dire qu’il n’existe pas d’algo-
rithme déterminant I’existence de solutions entieres positives d'un polynéme a coefficients entiers positifs
n’implique pas qu’on connaisse un algorithme déterminant si il existe ou non des solutions entiéres a un
polyndme & coefficients entiers. En effet, les racines de ce dernier polyndme pourrait étre dans Z\N.

Afin de pallier a ce probleme, le théoreme B.19 permet de définir de maniére diophantienne N dans Z,
grace au polynome Q(U, X,Y, Z,T) = U — (X% +Y? + Z2 + T?). On obtient le théoréme suivant :

Théoréme 15. Le dixieme probléme de Hilbert n’a pas de solutions.

dem Supposons qu’il existe un algorithme permettant de décider si oui ou non il existe une racine
entiére & un polynome de Z[X].
Alors, & tout polynéme P(Xy,..., Xy) de N[X7, ..., Xy], on associe

N
P*(Xh "'7XNa}/1717 ~-~7Y1,47 ------ 7YN717 ~"7YN,4) = P(Xla "'5XN)2 + Z Q(Xi’mal’}/;Q’Y;?”}/iA)Z'
i=1
On se rend compte qu’alors :
3(xla TN, Y11, "'7yN,4) € Z5N7P*(x17 s TN YL,1y ooy Y14y oeeees yYN,1, "°7yN,4) =0
équivaut a
P(zq,...,xN) =0
Q(z1,91,1,91,2,¥1,3:914) = 0
El(mla"'7xN7y1,17~"7yN,4) GZSNv : )
Q(xlvyN,layN,ZayN,?)ayNA) = 0

ce qui équivaut a :
(w1, .yzn) €ZN, Py, .yxn) =0A2 ENALAzy €N

Donc, si on sait résoudre le probleme de Hilbert sur Z, on sait le résoudre sur N. Or, on a montré que
c’était impossible. Donc, le dixieme probleme de Hilbert n’admet pas de solutions dans Z.
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Remarque. Nous avons montré que dans Z, muni de ses lois additive et multiplicative, le 10éme probleme
de Hilbert n’a pas de solutions. Donc, dans tout anneau isomorphe a Z, le 10éme probléme n’a encore pas
de solutions.

5.2 Cas général

Cette partie n’est pas nécessaire pour les démonstrations des parties qui la suivront. Néanmoins, elle
est utile a la compréhension de la méthode générale que nous allons suivre.

5.2.1 Définition diophantienne

— Pour un sous-ensemble :
Définition. Soit (A, +, X) un anneau, et B C A. On dit que B est défini diophantiennement dans
A si il existe un polynéme P € A[Xq, X1, ..., X;n] tel que :

be B a1,y xm) €A™ P(b,x1, ey Ty) = 0.4.

— Pour une simili-structure :
Définition. Soit (A, +.4, x4) et (B,+5, Xg) deux anneaux, tels que B C A. (a priori, les lois de B
ne sont pas les restrictions des lois de \A). On dit alors que 'anneau B est défini diophantiennement
dans l'anneau A si il existe trois entiers np,n4,nx, et trois polyndémes Pg € A[Xo, Y1, ..., Yol
PJr € A[Xo,Xl, Xo, Yl, ceey Yn+], et Py € A[Xo, Xl,XQ, Yl, ceey Ynx} tel que :
e Pour tout be A :
beB< E(yl, ey yTLB) € A"B, PB(b, YLy oeny ynB) =04.

e Pour tout (b1, b, b3) € B3

by = b2 +5 b3 < (Y1, ., Yn, ) € A", Pr(b1,b2,b3,91,.,Yn, ) = 0a.
e Pour tout (b, bo,b3) € B>

b1 =by xg bz < (Y1, ..., Yny ) € A", Pu(b1,b2,03,91, ..., Yn, ) = 04.

— Pour une relation :
Définition. Soit (A, +, X) et B un sous-anneau de A. On dit qu’une relation est diophantienne sur
A a coefficients dans B ssi la relation est définie sur A et si il existe un polynéme a coefficients dans
B définissant la relation.

Remarque. L’intérét de ces définitions est de pouvoir démontrer la généralisation du 10éme probléeme
de Hilbert dans une « grosse »structure (dans la définition, A), dés qu’on sait que le 10éme probléme de
Hilbert ne fonctionne pas dans la « petite »structure (dans la définition, B).

5.2.2 Meéthode générale

Théoréme 16. Soit (A, +.4,x4) et (B,+p5, xp) deux anneaux, tels que B est défini diophantienne-
ment dans A. On suppose de plus que pour tout P € A[Xy,..., X,], Q@ € A[Y1,....Y,], il existe R €
AXq, o X, Y1, 0, Y, W, L, V] tel que

(1, oo Ty Y1y ooy Y ) € AT (P21, 00y 20) = 0A QY1 ooy Ym) = 0)
=
(X1 ey Tony Y1y oves Yy W1, W) € APTHF R4, ooy Ty Y1y ooy Yy W1, wowp) = 0
Alors : si le 10eéme probléme de Hilbert n’admet pas de solutions dans B, alors il n’en admet pas dans A.

dem On procede de la méme fagon que pour N et Z. Supposons par I’absurde qu’il existe un algorithme
permettant de dire, pour chaque polynéme P € A[Zj, ..., Z;]a coefficients dans A, si il existe des k-uplets
I’annulant ou pas.
Soit un polynéme P € B[X7, ..., X,,], qu’on note

P(Xy,n Xp) = Y a.a, XX
(i1,..yin)ENT
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ol toutes les opérations sont & prendre au sens de B. On définit un polynéme P* € A[Xq, ..., X,,, Y71, ..., Y2, ]
tel que, pour tout (z1,...,2,) € A"

Hy1, oo, Ym) €A™ P (21, ooy Ty Y1y oo, Ym) = 0 (21, ..., xp) € B" A P(2q, ..., 2,) = 0).
Donc on a résolu le 10éme probleme de Hilbert dans B, ce qui est absurde.

Remarque. On va utiliser la méthode précédente pour généraliser le 10éme probléeme de Hilbert. Dans
les structures que 'on rencontrera, on va essayer de définir diophantiennement un avatar de Z. Une fois
cela fait, on aura montré que le 10éme probleme de Hilbert n’admet pas de solutions dans la structure
étudiée.

6 Cas des anneaux integres de caractéristique nulle

On fixe R un anneau inteégre de caractéristique nulle. On va chercher a montrer dans cette partie le
théoréme suivant :

Théoréme 17. Il n’existe pas d’algorithme qui détermine si un polynéme P & coefficients dans Z[T'] admet
une « racine » @ € R[T] (i.e. P(Q)(T) = 0).

Lemme 6.1. Comme dans Z, étant donné P et Q@ deux polynémes a coefficients Z[T], il existe deux
polyndmes G et H tels que : G s’annule équivaut a P s’annule et @) s’annule, et H s’annule équivaut a P
ou () s’annule.

dem On pose H = PQ car R est integre.
On pose G = P? + TQ?. En effet, si G s’annule en un point noté X (7') € R[T] (la barre signifie que ca
peut étre un n-uplet, avec n le nombre de variables de P et de Q). Alors : P? (X(T)) = -TQ? (X(T)),
et ceci est une égalité entre polyndmes! Donc, en regardant la valuation de T dans chacun de ces deux
polyndmes, on obtient qu'un pair est un impair (ce qui est absurde), sauf si P? (X(T)) = Q* (X(T)) =0,
et on conclut par intégrité de R.

Dans R[T], on définit Péquation de Pell : (E) X? — (T? —1)Y2 =1 (ott X et Y sont des inconnues).

Remarque. Comme R est de caractéristique nulle, on peut injecter Z dans R. Mais cette injection n’est
pas diophantienne. C’est pourquoi nous allons étudier 1’équation de Pell, car dans R[T] elle posséde des
solutions semblables & Z, et elle va donc nous permettre de définir Z de maniére diophantienne dans R[T].

Notation. Pour faire cette étude, nous avons besoin d’un élément U (pris dans la cloture algébrique de
R(T)) tel que U? = T? — 1. (De la méme maniére, nous utilisions v/d pour 'étude dans 7).

Notation. On définit, pour tout n € N, X,, et Y,, les uniques éléments de Z[T], tels que X,, + UY,, =
(T+U)™

Lemme 6.2. Les seules solutions de (E) dans R[T] sont les X = +X,, et Y = 4Y,,, pour n € N.

dem On remarque que :
(B)e (X -UY)(X+UY)=1.
— Or, comme on a :
X, -UY,=T-U)"=T+U)™",

les X,, et Y,, sont bien solutions de E dans R[T].
— Réciproquement, montrons que ce sont les seules. Soit (X,Y) une solution de E dans R[T], on pose

t= 1 de maniére & avoir la paramétrisation suivante :
t2+1 2t
T = i7 U=—.
t2—1 2 -1
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Premierement, on remarque que les seuls pdles possibles de X + UY et X — UY, vues comme des
fonctions de t, sont +1 et —1, car ce sont des polynémes en T et U, donc les poles ne peuvent provenir
que de la paramétrisation.

Deuxiémement, la remarque préliminaire nous dit que les zéros de X — UY sont les poles de X +UY
et réciproquement. Autrement dit, les seuls zéros possibles de X — UY et X + UY, encore une fois
vues comme des fonctions de ¢, sont —1 et 1. Donc, il existe (n, k) € Z2 et un ¢ € R* tel que :

X +UY =c(t+1)"(t—1)*, X-UY =ctt+1)™t-1)""
¢ : R({t) — R(@)
P(t) — P(—t

U sur —U. Donc, p (X +UY) = X —UY = c(—t+ 1)"(—t — 1)*.
Donc, X —UY = ¢(—1)"*#(t—1)"(t+1)*. Par identification, n = —k, et ¢c~! = ¢ (donc (c—1)(c+1) =

Troisiemement, on remarque que l'application ) laisse T" inchangé et envoie

0), donc ¢ = £1.
Finalement :

t+1\" N
CQFD

Définition. On définit la relation d’équivalence ~ sur R[T] par :
Y(P,Q) € R[T*, P~ Q & P(1) = Q(1).
Lemme 6.3. Pour tout n € N, Y,, ~ n.

dem Soit n € N. Puisque (T'+U)" = X,, + UY,,, on a :

n

Ce qui donne le résultat.

Définition. On définit la relation unaire Imt par :
Imt(Y) <Y € R[T|A3IX € R[T|, X? - (T> -1)Y?=1.

Lemme 6.4. 1. La condition Z ~ 0 est diophantienne sur R[T] & coefficients dans Z[T).
2. Imt est diophantienne sur R[T] & coefficients dans Z[T].
3. SiY satisfait Imt(Y"), alors il existe un entier m € N tel que Y ~ m.

4. Pour tout m € N il existe un polynéme Y € R[T] tel que Imt(Y") et Y ~ m.

dem
1. On définit P(H,G) =G — (T'—1)H. Alors :

VZ € R[T),Z ~ 0« 3X € R[T],P(Z,X) = 0.

2. Evident, par définition de la relation.
3. Provient directement des lemmes précédents.

4. De méme.
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 17, dont nous rappelons I’énoncé :

Théoréme. Il n’existe pas d’algorithme qui détermine si un polynéme P a coefficients dans Z[T] admet
une « racine » Q € R[T] (i.e. P(Q)(T) =0).

dem du théoreme 17.
Supposons qu'il existe un algorithme résolvant le 10éme probléme de Hilbert dans R[T] & coefficients dans
Z[T). Or, avec ce que nous avons vu précédemment, nous pouvons, & partir d'un polynome a coefficients
entiers, noté P(Xy,...,X,) € Z[X4, ..., X,;], construire un polynéme P*(Q1, ..., Q) € Z[T][ X1, ..., X1, &
coefficients dans Z[T] tel que :

3(21, ,Zn) € Zn,P(Zl, ,Zn) =0 H(Zl, . Zm) (S R[T}m,P*(Zl, . Zm) =0.
En effet, on a :
21,0y 2n) €ZL", P(21, .y 2n) = 0 (321, ..., Z) € R[T]™, Imt(Z1) A1Imt(Z2) A ... ANImt(Z,) A P(Z4, ..., Zy) ~ 0),

ce qui est prouvé en prenant Zi, ..., Z, des polynomes tels que Z; ~ z;, ce qu’on peut faire d’apres le
lemme précédent. Et comme Imt et ~ sont des relations diophantiennes sur R[T] & coefficients dans Z[T],
on peut en déduire un polynéme P* vérifiant ce qu’on veut.

Dongc, & partir d’un algorithme pour R[T] & coefficients dans Z[T], on en déduit un algorithme pour Z, ce
qui n’est pas possible.

Remarque. La méthode utilisée précédemment correspond a la méthode générale présentée dans la partie
précédente. Dans la preuve, on montre en effet que Z est définie diophantiennement dans R[T] :

7 = {P € R[T|[Imt(P)}/ ~ .

En prenant comme loi, les lois induites par le quotient. (A des fins de lisibilité, nous avons dans la preuve
précédente explicité argument)

7 Cas de certains corps de fractions rationnelles

Dans cette section, on s’intéresse au probleme diophantien de K(T') a coefficients dans Z[T], avec K un
corps formellement réel, i.e., un corps tel que —1g n’est pas une somme de carrés.

Afin d’étudier le probléme diophantien sur K(7T') & coefficients dans Z[T], nous allons passer par les courbes
elliptiques et définir Z diophantiennement & partir de celles-ci. Pour cela, soit Ey : 42 = 22 4+ ax + b une
courbe elliptique avec (a,b) € Q2, tel que j(a,b) non entier, alors Fy(Q) est sans multiplication complexe,
d’apres le théoreme C.21.

On définit E : (T3 +aT +b)Y? = X3 +aX +b.

Lemme 7.1. Soit L un corps de caractérisque 0. Soit P; = (T, 1) (point de la courbe E(L(T))). Alors Py
est d’ordre infini et génere le groupe E(K(T')) modulo les éléments d’ordre 2, i.e., pour tout P € E(K(T')),
il existe n € Z et R € E(K(T)) tel que 2R =0, tel que @ —n-P; = R.

dem Pour faire la preuve, nous allons avoir besoin de naviguer entre les fractions rationnelles (formelles)
et les fonctions rationnelles. Puisque K est de caractéristique nulle, la correspondance est valide.

On identifie la fonction rationnelle E(IO(H;)) : K a I'indéterminée T, et on appelle U I'indéterminée
qui permet de faire I'identification avec l(?;(ﬂ;)) : H; .On aalors U2 = T2 + aT + b. En effet :

Y(z,y) € Eo(K),(U* =T —aT — b)(x,y) =y* —2® —ax —b=0.
On pose F' = K(T,U). Grace a la correspondance, F' correspond a

{f : EO(K) - KEP € K(Tv U),V(x,y) € Eo(K),f(Ji,y) = P(Jj,y)}
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On définit
’L[)l : E(F) — EQ (F)
(X,Y) = (X,UY)"

Autrement dit, pour tout (z,y) € K2, pour tout (X,Y) € E(F),

¢1(X7Y)(xvy) = (X(xay)’U(xvy)Y(xay)) = (X(m,y),yY(m,y))

Puisque v est & coordonnées rationnelles et que 11 (Og(ry) = Og(r), ¥1 est un homomorphisme de groupes,
d’apres le théoreme C.22.

Désormais, on note Ratg (Fy, Ey) ’ensemble des fonctions Ey(K) — Fy(K) telles que les coordonnées soient
des fractions rationnelles de F'. On définit, la fonction 1o comme étant la fonction qui permet de faire
explicitement la correspondance entre les fractions de F et les fonctions rationnelles associées, autrement
dit :

Yo Eo(F) — Ratg (Eo, Eo)
VW) o (@)= Vi), W(z,y)

C’est clairement un morphisme. Donc, ¢ = 15 0 1)1 est un morphisme également, et il vaut :

¢ : E(F) — Ratx (Eo, Eo)
VW) = (@) = (V(z,y), yW(z,y)))

On note 1 la restriction de ¢ a E(K(T)) (vu comme un sous-ensemble de E(F)). On remarque qu’on a
alors, pour tout (X,Y) € E(K(T)) :

Toy(X,Y) = X, (13)
Uoy(X,Y) = U-Y. (14)

Donc, 1 est injective (et est encore un morphisme).
D’apres le théoreme C.22, on a :

RatK(Em Eo) = EndK (Eo) S¥ Eo(K)

Et ce, en identifiant Ey(K) aux fonctions constantes égales & un élément de FEy(K). Or, Ey est sans
[0 75 N Eo(K) — E()(K)

multiplication complexe, d’ot, en notant, pour tout m € Z, p e om.

,ona:

Ratg (Eo, Eo) = {am|m € Z} © Ey(K).

Nous allons nous intéresser successivement & ¥~" [{a,,|m € Z}] et ¢~ [Ey(K)]
— Pour le premier, on remarque que :

V((&y) € EO(K)7¢(P1)($71/) = (T(J’J,y),y) = (‘Tvy) = 051(.’)373/).

Et comme % est un morphisme, on a que pour tout m € Z, »(m- P;) = m- a1 = ;. En particulier,
P; est d’ordre infini.

— Pour le second, considérons (X,Y) € 9 ~1[Ey(K)]. En remplacant 1) par son expression, on obtient
que Y(X,Y) = [(z,y) = (X (z,v),yY (z,y))] est une fonction constante, donc :
— X est une fonction constante, et donc, il existe ¢ € K tel que X3 +aX +b=c.
— (X,Y) étant un point de la courbe elliptique E(K(T)), on a (7% +aT +b)Y? = X? +aX +b = c,

donc Y = 0, car sinon, on obtient deux fractions en T' de degrés de parité différente qui sont égales.

Et comme Y =0, (X,Y) est un point d’ordre 2 sur la courbe E(K(T)).

— Concluons. Soit Q € E(K(T)) quelconque. Alors, il existe n € Z, et r € Ey(K) tel que ¥(Q) = ap+7.
Alors, comme «,, = ¥(n - P;), et ¥ est un morphisme, ¥(Q —n - P;) = r. Donc Q —n - P; est un
élément d’ordre 2.

Notation. On note, pour tout n € N, (X,,,Y,,) = n - P;. On remarque que (X,,Y,) € Q(T)2.
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Définition. On définit la relation d’équivalence ~ par, pour tout (V, W) € K(T)2, V ~ W si et seulement
si V' — W prend la valeur 0 en l'infini. (En considérant V' et W comme des fonctions rationnelles sur la
droite projective)

Lemme 7.2. Avec toutes les notations précédentes :
X
vm € Z\{0}, — ~ m.
m \{0} Y. m

dem D’apres le théoreme C.23, on a directement :

(W) 0) =m-1g.

En définissant ¢ les mémes notations que dans la démonstration précédente, d’apres I’équation 13, on a :
X =T o(X,Ym) =T oay,, et d’aprés I’équation 14, on a :

CUop(Xp, )  Uoay

Y. = )
U U
donc,
X T o oy, _(T/U) oy
TY,, T-Uoan)/U T/U

Et le résultat s’ensuit.

Définition. On définit la relation unaire Imt par :
VZ e K(T),Imt(Z) < (Z=0V3I(X,Y) € K(T)?, ((X,Y) € 2B(K(T)) A2TY Z = X)).

Lemme 7.3. 1. La relation Imt est diophantienne dans K(T') & coefficients dans Z[T].
2. Si Z vérifie Imt(Z), alors il existe m € Z, tel que Z ~ m.
3. Pour tout entier m, il existe Z € Q(T) qui vérifie Imt(Z) et Z ~ m.

dem

1. Voir l'expression de s en termes de fractions rationnelles (théoréme C.24), ce qui permet de définir
diophantiennement notre relation.

2. Soit Z € K(T), tel que Imt(Z). Alors, ou bien Z = 0, et alors le résultat est prouvé, ou bien il existe
(X,Y) e K(T), et (X',Y’) € E(K(T)), tel que (X,Y) =2-(X',Y’) (ou - est la loi de groupe de la

be ellipti t = ——.
courbe elliptique), e Ty

D’apres le lemme 7.1, il existe n € Z et R € E(K(T)) un point d’ordre 2 tel que : (X', Y') =
n-P+R=(X,,Y,)+ R dans E(K(T)). Donc (X,Y) = (2n) - P, + 0 = (Xap, Yan). D'ol1 :

X2n
Z = ~
Yy, "

(le calcul étant fait dans K(T'))

3. Sim =0, on prend Z = 0. Sinon, on prend

_ X27n
- 2T Yo,

Remarque. Cette derniére relation permet de coder les entiers, puisqu’il suffit d’évaluer en oo les fractions
de K(T') qui vérifient la relation Imt. (en les assimilant & des fonctions de la droite projective)
Néanmoins, nous ne savons pas encore coder ’évaluation en 'infini de manieére diophantienne, ce a quoi
nous allons désormais nous atteler.
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Définition. On définit la relation unaire Com par :
Vy € K(T), Com(y) < Fox € K(T),y* = 2° — 4.
On admet le lemme suivant :

Lemme 7.4. 1. La relation Com est diophantienne sur K(7') & coefficients dans Z.
2. Soit y € K(T') tel que Com(y), alors y € K.
3. Pour tout z € Q, il existe y € Q tel que Com(y) et y > z.

Remarque. Le choix de la courbe elliptique y? = 2 — 4 pour la définition de Com s’explique par le fait
que y? = x® — 4 vérifie les deux points suivants, prouvés dans [5] :

— Elle n’admet pas de paramétrisation rationnelle.

— Le groupe de ses points rationnels est infini.
Toute autre courbe elliptique vérifiant ces deux propriétés aurait convenu.

Définition. On définit la relation unaire ~ 0 par :
VZ e K(T),Z ~ 0 < (X1, X2, X3, X4, X5,9) € K(T)®, (Com(y) Ay —T)Z> +1 = X7 + X5 + X5+ X; + X2).

Remarque. Le choix de la notation pour cette relation unaire provient du fait qu’elle va avoir de forts
liens avec ~ 0. Mais on pourrait de plus en déduire une relation binaire comparable & ~.

Lemme 7.5. 1. La relation ~ 0 est diophantienne sur K(7') & coefficients dans Z[T.

2. Si K est formellement réel, et si Z ~ 0, alors Z ~ 0.
3.851Ze€Q(T) et Z~0,alors Z ~ 0.

dem
1. est évident.

2. Soit Z € K(T) tel que Z ~ 0, et K formellement réel. 11 existe (X1, X2, X3, X4, X5,y) € K(T)° tel
que Com(y) et (y —T)Z% +1=X? + X3+ X2+ X7 + X2
Supposons par 'absurde que Z 7 0, alors deg Z > 0 (deg étant le degré d’une fonction rationnelle),
car ~ représente la limite en l'infini, et pour que cette limite soit 0, il faut que le degré soit négatif.
D’aprés le lemme précédent, y € K car y vérifie Com(y), donc (y — T)Z? + 1 est de degré positif et
impair, mais le degré de X7 + X2 + X2 + X7 + X2 est pair car le corps est formellement réel, ce qui
conduit a une contradiction.

3. Soit Z € Q(T) tel que Z ~ 0. Alors TZ? ~ 0 (il suffit de considérer le degré de T'Z?). Par définition
en l'infini, il existe M rationnel positif tel que :

Ve €R, |z| > M = |(TZ2%) ()| <

DN =

Par le lemme précédent, il existe y € Q qui vérifie Com(y) et y > M > 0. Alors, on a :
Ve eR,((y —T)Z* +1)(z) > 0.

En effet, si |2 >y, alors (=TZ2% + 1) > 0 et yZ? est positif, et sinon, (y — T)(z) > 0.

On écrit Z = %, avec (4, B) € Q[T)?. Alors, pour tout « € Q, ((y—T)A%+ B?)(x) > 0. Donc, d’aprés
le théoréme B.20, il existe (Py, Py, P3, Py, P5) € Q[T]° tel que (y—T)A?+B? = P2+ P?+Pi+ P+ P2
Donc, (y — T)Z? + 1 est somme de cinq carrés dans Q(T') (en redivisant par B2). Donc Z ~ 0.
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Théoréme 18. Le probléme diophantien dans K(7T') & coefficients dans Z[T] n’admet pas de solutions.

dem On a montré que Z est défini diophantiennement dans K(7') & coefficients dans Z[T|. A partir
d’un polynome P & coefficients dans Z, on peut former un polynéme P* & coefficients dans Z[T] tel que :

3(2’17 ,Zn) € Zn,P(Zl, ,Zn) =0 E'(Zl, 7Zm) € K(T)m,P*(Zl, ceey Zm) =0.
Pour prouver cela, on remarque que :
21, 2n) €L, P21,y 2n) = 0 (21, ..., Zyn) € K(T)™, (Imt(Z1) A ... ATmt(Zy,) A P(Z1, ..., Zp) ~ 0).

Et puisque toutes les relations sont diophantiennes dans K(T') & coefficients dans Z[T], et que A se
comporte correctement avec le caractére diophantien des relations (car K(7') est un anneau integre), le
théoreme est démontré.

Conclusion

Dans la premiere partie du mémoire, nous avons traité le cas de Z et de N du 10eme probleme de

Hilbert. A cette fin, nous avons étudié les équations de Pell, qui nous ont permis de démontrer le point clé,
qui est que le graphe de I’exponentielle est diophantien. Nous avons également pu coder les suites finies de
maniere diophantienne, et donc, & partir de la, démontrer I’équivalence entre fonctions récursives totales
et fonctions diophantiennes, nous permettant de conclure avec des résultats de logique.
Puis, dans une seconde partie, nous avons généralisé le résultat a d’autres structures, a 'intérieur desquelles
nous avons cherché a définir Z de telle maniére a ce que le résultat sur ces structures découle du résultat
de la premiere partie. Pour ce faire, nous avons utilisé une équation de Pell et des courbes elliptiques
(méthode qui est souvent utilisée dans le cadre de I’étude du 10éme probléme de Hilbert).
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A

Les 24 lemmes

Soit a € N*, soit d = a? — 1, tel que v/d ne soit pas entier. On note E, = {(x,y) € N? ’x2 —dy* =1},
et Fy ={(z,y) € Z*|2® — dy* = 1}.

1.
2.

© X N ok

10.

11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.
24.

Pour tout (z,y) € F,, on ne peut pas avoir 1 < z 4+ yvd < a + Vd.

Pour tous (z,y) € F, et (2/,y') € F,, on définit (2”/,y") € Z? les uniques entiers tels que " +y"v/d =
(z +yVd)(z' +y'V/d). Alors (z",y") € F,.

On définit, pour tout n € N, z,(a),yn(a) (aussi notés x, et y, si il n’y a pas d’ambuiguités) les
uniques entiers tels que z,(a) + yn(a)vd = (a ++/d)". Alors, pour tout n € N, (z,,,yn) € E,.

Fu = {(@n(), yn(@))In € N}.

Pour tout (m,n) € N2, &ptn = TonTn = dYnYm €t Ymtn = TnYm = TmYn-
Pour tout m € N, x,,41 = axp + dym, €t Yma1 = QY £ Ty

Pour tout n € N, pged(zy,,yn) = 1.

Pour tout (n, k) € N2, y,, |y

Pour tout (n,t) € N2, y,|y; < nlt.

Pour tout (n, k) € N2, y,i, = kak~1y, [mod (yn)g}

Pour tout n € N, 42|y, -

Pour tout (n,t) € N2, si y2|y,, alors y,|t.

Pour tout n € N, 1102, — Tp—1 €t Yny1 = aYn — Yn—1.
Pour tout n € N, y, =n [mod a — 1].

Pour tout (a,b,c) € N3, si a = b [mod c] alors pour tout n € N, x,(a) = x,(b) [mod ¢] et y,(a) =
Yn(b) [mod ¢].

Pour tout n € N, 2|n < 2|y,

Pour tout n € N, ,,(a) — yn(a)(a —y) = y" [mod 2ay — y* — 1].

Pour tout n € N, yp41 >y, > n.

Pour tout n € N, z,,41(a) > z,(a) > a”, et z,,(a) < (2a)".

Pour tout (n, j) € N2, 29,4 = —x; [mod z,,).

Pour tout (n,j) € N2, 24,4, = x; [mod z,].

Soit (i,7,n) € N3 tel que z; = x; [mod z,] et i <j <2netn >0. Alors,i=jou(a=2etn=1
eti=0etj=2).

Soit (7, j,n) € N3 tel que z; = x; [mod x,] etn >0et0<i<net0<j<4n. Alorsj € {i,dn—i}.

Si0<i<mnetax; =x; modux,|alors j ==+i [mod 4n].
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B Les sommes de carrés

Nous allons ici démontrer le théoreme de Lagrange, et mentionner un autre théoreme important de dé-
composition en somme de carrés.

Théoréme 19. Soit n € Z.
n €N & J(a,b,c,d) € Z*,n = a® + b + A + d%
Pour ce faire nous avons besoin de trois lemmes.
Lemme B.1. Pour tout (z1, 2, y1,ye, 21, 22,t1,t2) € N8 :

(T1y2 — Y12 + t129 — 21t9)?
(w1ty — t1m2 + 21y2 — Y122)°.

(T122 + Y1Y2 + 2122 + t1l2)?

(@ +yf + 28+ 8) (a3 + 5 +25+13) =
+ (2122 — 2129 + y1te — t1yo)?

-

dem On développe tout.

Lemme B.2. Pour tout nombre premier p impair, il existe (a,b) € N2 tel que p|1 + a® + b%.

dem Tous les éléments de ’ensemble {a2 5

-1
a € HO, p]] } sont incrongus deux a deux modulo p, et de

-1
méme pour tous les éléments de I’ensemble {b2 -1 ‘b € HO, pzﬂ } Donc, par le principe des tiroirs, il

-1
existe (a,b) € |0, pT tel que a? = —b*>—1 [mod p]. Donc, il existe n € N tel que a®+b*+12+4-02 = np,

et d’apres l’encadrement sur a et b, on a que 0 < n < p.

Lemme B.3. Tout nombre premier impair p est somme de quatre carrés.

dem Soit p un nombre premier impair. Soit m le plus petit entier positif tel que mp est une somme de
carrés. (D’apres la démonstration précédente, m < p) On note mp = 2% + 2% + 23 + x3. Supposons par
I’absurde que m > 1.

-m+1 m
Pour tout ¢ € [1,4], il existe un unique y; € [{;, 2]]. On a alors qu'il existe r € [0,m] tel que
Y3 +y3+y3+y3 = rm. Montrons que r < m. Supposons par 'absurde que r = m, donc pour tout i € [1,4],
m . . . m
vi=5- Alors, pour tout i € [1,4], il existe k; € Z tel que z; = ) + k;m, alors

=yl +2x %kim—kk?mz

Donc, mp = m? + (k1 + ko + ks + ka)m? + (k% + k3 + k3 + k3)m?, d’ott m|p ce qui n’est pas possible car p
premier et p > m > 1 par hypothese.
Finalement, on obtient mp x mr = 2% + 23 + 23 + 27 en utilisant I'identité des quatre carrés, avec chaque

”
z; divisible par m d’aprés la formule, et on pose alors pour tout i € [1,4], w; = —, et on obtient
m

w} + w3 + w3 + wi = rp, avec r < m, ce qui est absurde par minimalité de m.
Donc, m = 1.

dem du théoréme de Lagrange. Comme 2 = 12 + 12 + 0% + 02, Iidentité des quatre carrés nous permet
de conclure car tout nombre premier impair est somme de quatre carrés.

Théoréme 20. Tout polyndéme a coefficients rationnels a une variable positif est somme de cinq carrés
dans Q[T], voir [4].
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C Les courbes elliptiques

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et 3.

Une courbe elliptique E est une courbe de la forme : y? = 23 + az + b, avec (a,b) € K2.

Pour tout L surcorps de K, on note E(L) = {(z,y) € L? |y?> = 2® + az + b} U {oo}. (On peut aussi la
définir, directement dans le plan projectif : E(L) = {[z,y,2] € P?(L) ‘yzz =2 + axz® +b2% })

Si 4a3 + 27b% # 0, on peut définir une loi de groupe sur E(L), dont co (ou [0,1,0]) est le neutre tel
que, si P, Q et R sont trois points alignés, alors P + @ + R = 0 (0 symbolisant le neutre du groupe,
ie. 0 = o0 = [0,1,0]). Et, si R = [z,y,2], alors —R = [z,—y,z]. On note Endy, (F) 'ensemble des
endomorphismes de groupe de E(L), tels que les fonctions coordonnés sont des fraction rationnels. En
d’autres mots, c’est I'ensemble des o € E(IL)”(M) tel que o est un endomorphisme de groupe de E(L) et
tel qu'il existe (R1, Ry) € L(X,Y)? (avec L la cloture algébrique de L), tel que

V(z,y) € E(L), a((2,y)) = (Bi(2,y), Ra(2,y))

Si Endy, (E) = {P — n- Pln € Z}, on dit que E(L) est sans multiplication complexe. (on précise que
n-P=P+..+P)
—_———

n fois
Pour tous les théorémes qui suivent, voir [3] pour une démonstration.

2833 3
Théoréme 21. Soit F : y?> = 2® + ax + b, avec (a,b) € Q*. On observe que si j = 4a3+7;7b2 est non

entier, alors E(C) est sans multiplication complexe.

Théoréme 22. Soit K un corps. Soit E : y?> = 23 + ax + b, avec (a,b) € K2 Alors tout fonction
¥ : E(K) —» E(K) ayant pour fonctions coordonnées des fractions rationnelles est la translatée d'un
morphisme de groupes.

Théoréme 23. Pour toute courbe elliptique F définie sur un corps K, vue dans le plan projectif, en notant

foo BE) = K et g+ EE) = K,etennotant,pourtoutneZ, an i B(K) = E(K)
[z, y,2] — [z, y,2) — y P — n-P
ona:
(9/f) o an

T([O,LO]) =n-lg

Théoréme 24. Avec les mémes notations que précédemment, en notant a2 ((X,Y)) = (R1(X,Y), R2(X,Y)),

on a : 9
3X%2 44

Ri(XY) = — —2X
e = (25

Ro(X,Y) = (?’X;}f“) <3X - <3X22y?”‘>2> _y
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