
Contr�labilité de l'équation des ondes&Inégalités d'InghamAmi Frouvelle, Daniel Han-KwanSujet proposé par Olivier Glass30 juin 2006RésuméLes systèmes d'équations di�érentielles ou aux dérivées partielles permettent de mo-déliser e�aement l'évolution d'un grand nombre de systèmes physiques. La théorie duontr�le onsiste à se poser le problème simple suivant : supposons que l'on ait un systèmephysique dans un état donné, à un temps initial, et que l'on dispose d'un moyen pourin�uener e système. Peut-on utiliser e moyen pour qu'à un temps ultérieur préalable-ment hoisi, il soit dans un état prédéterminé ? Dans quelle mesure et dans quel sens peuton alors ontr�ler l'évolution physique ? Mathématiquement parlant, dans quel espae defontions peut-on hoisir un éventuel ontr�le ?Cet exposé de maîtrise se propose d'étudier plus spéi�quement l'équation des ondes :




u′′ − ∆u = f1ω

u = 0 sur ∂Ω
u(0) = u0, u′(0, .) = u1
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Ωoù Ω est un ouvert borné de R
N , et ω un petit ouvert inlus dans Ω. La perturbation estii modélisée par un terme supplémentaire en f , où f appartient à un espae de fontionsà préiser ultérieurement. � Physiquement � le problème peut s'interpréter omme suit :si on plae un petit haut parleur dans une salle où il y a du bruit, omment s'arrangerpour qu'au temps T , le bruit dans la salle soit exatement elui qu'on veut ? En dimension

1, on peut également interpréter e problème en imaginant une orde �xe à ses bouts, àlaquelle on peut imposer une ontrainte et dont on veut ontr�ler le mouvement.Le plan adopté est le suivant : nous étudierons pour ommener le as de la dimension�nie, 'est à dire quand le problème est dérit par un système d'équations di�érentiellesordinaires (EDO) où nous donnerons di�érents ritères de ontr�labilité. Nous nous inté-resserons ensuite au as de l'équation des ondes, et nous mettrons en évidene ertainesanalogies ave le ontr�le des EDO. Néanmoins, di�érentes notions de ontr�labilité de-vront être ii dé�nies. Pour �nir nous étudierons le as spéi�que de la dimension 1 oùnous introduirons les inégalités d'Ingham, pour pouvoir résoudre expliitement le problèmedans le as où on rajoute un terme supplémentaire dans l'équation en αu, qui représenteune fore de rappel.
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1 Contr�labilité des Équations Di�érentielles Ordinaires1.1 IntrodutionSoit n,m ∈ N
∗ et T > 0. On onsidère l'équation di�érentielle ordinaire suivante :

{
x′(t) −Ax(t) = Bu(t), t ∈]0, T [,
x(0) = x0 (1)où A ∈ Mn(R), B ∈ Mn×m(R) et x0 ∈ R

n. Le ontr�le est dans e as représenté par lafontion u ∈ L2(]0, T [,Rm). Typiquement on a m 6 n (on désire bien sûr ontr�ler l'EDO aveun entier m aussi petit que possible).Lemme 1.1 Étant donnés x ∈ R
n et u ∈ L2(]0, T [,Rm), le système (1) admet une solutionunique x ∈ H1(]0, T [,Rn) donnée par :

x(t) = etAx0 +

∫ t

0
e(t−s)ABu(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]. (2)Démonstration La solution de l'équation (1) sans seond membre s'érit t 7→ etAx0. Onpeut appliquer la méthode de variation des onstantes : on herhe une solution sous la forme

etAλ(t) ave λ ∈ H1(]0, T [,Rn) et λ(0) = 0. On herhe alors à résoudre (� ' � désigne ladérivée au sens des distributions) :
AetAλ+ etAλ′ −AetAλ = Bu(t)soit λ′(t) = e−tABu(t) ∈ L2(]0, T [,Rn). Puisque λ ∈ H1(]0, T [,Rn), on a le théorème fonda-mental du alul di�érentiel, soit : λ(t) =

∫ t

0 e
−sABu(s)ds(2) est don bien une solution de (1) ave ondition initiale x0.Si y(t) est une autre solution à e problème, alors x − y est solution de (1) sans seondmembre et ave ondition initiale nulle, d'où x = y, e qui montre l'uniité de la solution. ⋄1.2 Problèmes de ontr�labilitéOn �xe T > 0 et on pose pour x0 dans R

n,
R(T ;x0) = {états atteignables au temps T partant de x0}

= {x(T )|x solution de (1) pour u parourant L2(]0, T [,Rm)}Dé�nition 1.2.1 On donne deux notions de ontr�labilité :1. Le système (1) est dit exatement ontr�lable ssi ∀x0 ∈ R
n, R(T ;x0) = R

n2. Le système (1) est dit zéro-ontr�lable ssi ∀x0 ∈ R
n , 0 ∈ R(T ;x0)Proposition 1.2.1 (1) exatement ontr�lable ⇔ (1) zéro-ontr�lableDémonstration On a R(T ;x0) = R(T ; 0) + eTAx0 et omme eTA est inversible, on a

∀x0 ∈ R
n, R(T ;x0) = R

n ⇔ R(T ; 0) = R
n

⇔ ∀x0 ∈ R
n, −eTAx0 ∈ R(T ; 0)

⇔ ∀x0 ∈ R
n, 0 ∈ R(T ;x0),qui est l'équivalene souhaitée. ⋄ 3



1.3 La propriété d'observabilitéSoit A∗ la matrie adjointe de A. Considérons le système adjoint de (1) :
{

−ϕ′ = A∗ϕ, t ∈]0, T [,
ϕ(T ) = ϕT

(3)
∀ϕT ∈ R

m, e système peut être résolu par renversement du temps.Lemme 1.2 La solution x du système (1) est telle que x(T ) = 0 pour le ontr�le u ∈
L2(]0, T [,Rm) si et seulement si

∫ T

0
〈u,B∗ϕ〉dt + 〈x0, ϕ(0)〉 = 0 (4)pour tout ϕT ∈ R

n ave ϕ solution de (3).Démonstration On prend le produit salaire entre (1) et ϕ, puis entre (1) et x.
〈x′, ϕ〉 = 〈Ax,ϕ〉 + 〈Bu,ϕ〉 et − 〈x, ϕ′〉 = 〈A∗ϕ, x〉On a don d

dt
〈x, ϕ〉 = 〈Bu,ϕ〉 = 〈u,B∗ϕ〉, puis après intégration :

〈x(T ), ϕT 〉 = 〈x0, ϕ(0)〉 +

∫ T

0
〈u,B∗ϕ〉dtOn onlut en utilisant le fait que x(T ) = 0 ⇔ ∀ϕT ∈ R
n, 〈x(T ), ϕT 〉 = 0. ⋄On peut alors introduire la fontionnelle J : R

n → R
n dé�nie par :

J(ϕT ) =
1

2

∫ T

0
|B∗ϕ|2dt+ 〈x0, ϕ(0)〉 (5)où ϕ est la solution de (3) ave omme ondition initiale ϕT au temps T .Lemme 1.3 Supposons que J admette un minimum en ϕ̂T ∈ R

n. Soit ϕ̂ la solution du systèmeadjoint (3) ave donnée initiale ϕ̂T . Alors
u = B∗ϕ̂ (6)est un ontr�le de (1) ave donnée initiale x0.DémonstrationOn a J(ϕ̂T + hϕT ) − J(ϕ̂T )

h
=

∫ T

0
〈B∗ϕ̂, B∗ϕ〉dt+ 〈x0, ϕ(0)〉+

h

2

∫ T

0
|B∗ϕ|2dt, qui est dumême signe que h. On a don ∫ T

0
〈B∗ϕ̂, B∗ϕ〉dt+〈x0, ϕ(0)〉 = 0 et on peut appliquer le lemmepréédent ave u = B∗ϕ̂. ⋄Dé�nition 1.3.1 Le système (3) est dit observable au temps T > 0 s'il existe une onstante

c > 0 telle que
∫ T

0
|B∗ϕ|2dt > c|ϕ(0)|2 (7)pour tout ϕT ∈ R

n, où ϕ est la solution de (3).4



Remarque 1.3.1 Cette dé�nition est équivalente à la suivante : il existe une onstante c > 0telle que ∫ T

0
|B∗ϕ|2dt > c|ϕT |2 (8)pour tout ϕT ∈ R

n, où ϕ est la solution de (3).En e�et l'appliation qui à ϕT assoie ϕ(0) est linéaire et ontinue d'après l'équation (2).Remarque 1.3.2 Cette dé�nition est également équivalente au prinipe d'uniité suivant :
∀t ∈ [0, T ], B∗ϕ(t) = 0 ⇒ ϕT = 0 (9)pour tout ϕT ∈ R

n, où ϕ est la solution de (3).En e�et la semi-norme | . |∗ telle que |ϕT |∗ =

(∫ T

0
|B∗ϕ(t)|2dt

) 1

2 est alors une norme,équivalente (ar on est en dimension �nie) à la norme usuelle.La propriété d'observabilité est intimement liée à l'existene de minimum pour la fontion-nelle J préédemment dé�nie, omme le montre le théorème suivant. Le problème de ontr�-labilité est don réduit à l'étude d'une � simple � inégalité, e qui oneptuellement représenteun problème moins ardu.Théorème 1.1 Le système (1) est exatement ontr�lable au temps T si et seulement si lesystème (3) est observable au temps T .Démonstration On ommene par montrer l'impliation réiproque. On suppose que (3) estobservable au temps T . Il su�t de montrer que pour x0 ∈ R
n, la fontionnelle J dé�nie par(5) admet un minimum.On remarque que J est ontinue. La ondition d'observabilité entraîne immédiatement que

J(ϕT ) → +∞ quand |ϕT | → ∞, e qui montre que J admet un minimum.Pour l'impliation réiproque, on suppose que (1) est exatement ontr�lable au temps T .On veut montrer l'observabilité au sens de la remarque 1.3.2. Soit ϕT ∈ R
n et ϕ la solution de(3) assoiée. On suppose que pour tout t ∈ [0, T ], B∗ϕ(t) = 0 et on veut montrer que ϕT = 0.Soit x0 ∈ R

n. Il existe u ∈ L2(]0, T [,Rm), tel que x(T ) = 0, pour x la solution de (1) assoiéeà x0. D'après le lemme 1.2, on a
∫ T

0
〈u,B∗ϕ〉dt + 〈x0, ϕ(0)〉 = 0et omme ∀t ∈ [0, T ], B∗ϕ(t) = 0, on obtient que 〈x0, ϕ(0)〉 = 0. Cei étant valable quelquesoit x0 on a don ϕ(0) = 0, et don ϕ = 0 puis ϕT = 0. ⋄1.4 La ondition de KalmanLa ondition de Kalman donne un ritère algébrique pour la ontr�labilité des systèmeslinéaires de dimension �nie. En partiulier on voit que le temps T de ontr�le n'intervient pasdans la notion de ontr�labilité.
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Théorème 1.2 Le système (1) est exatement ontr�lable en un temps T > 0 si et seulementsi
rang(B,AB, ..., An−1B) = n (10)où (B,AB, ..., An−1B) est la matrie n×mn obtenue par juxtaposition de haune des matries

n×m, appelée matrie de ontr�labilité.En partiulier si le système est ontr�lable en un temps T > 0 arbitraire, il est ontr�lable entout temps.Démonstration
(⇒) Supposons que rang(B,AB, ..., An−1B) < n. Alors il existe v ∈ R

n, v 6= 0 tel que
v∗(B,AB, ..., An−1B) = 0Comme v∗(B,AB, ..., An−1B) = (v∗B, v∗B, ..., v∗An−1B), v∗B = ... = v∗An−1B = 0. D'aprèsle théorème de Cayley-Hamilton, il existe c0, ...cn−1 ∈ R tels que An = cn−1A

n−1 + ...+ c0I etdon v∗AnB = 0. Toujours d'après Cayley-Hamilton, on en déduit que v∗AkB = 0 pour tout
k ∈ N. Ainsi, on a v∗etAB = 0 pour tout t.D'après le lemme 1.1, la solution de (1) a pour expression :

x(t) = etAx0 +

∫ t

0
e(t−s)ABu(s)ds (11)On peut aluler le produit salaire de v par x(T ) :

〈v, x(T )〉 = 〈v, eTAx0〉 +

∫ T

0
v∗e(T−s)ABu(s)ds = 〈v, eTAx0〉Cela signi�e que la projetion orthogonale de la solution x au temps T sur la droite veto-rielle engendrée par v ne dépend pas du ontr�le u. Don le système n'est pas ontr�lable.

(⇐) Supposons à présent que (B,AB, ..., An−1B) = n. D'après le théorème (1.1) il su�tde véri�er la ondition d'observabilité.Supposons que B∗ϕ(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ] où ϕ(t) = e(T−t)A∗

ϕT est la solution du problèmeadjoint 3. Alors B∗e(T−t)A∗

ϕT = 0 pour tout t ∈ [0, T ]. En dérivant ette fontion et en prenantla valeur en t = T à haque fois, on obtient que :
B∗(A∗)kϕT = 0,∀k > 0. Don ϕ∗

TA
kB = 0,∀k > 0 Or, rang(B,AB, ..., An−1B) = n don ϕT = 0.La remarque (1.3.2) nous dit alors que le système est exatement ontr�lable. ⋄
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2 Contr�labilité intérieure de l'équation des ondes2.1 IntrodutionOn onsidère l'équation des ondes suivante :




u′′ − ∆u = f1ω

u = 0 sur ∂Ω
u(0) = u0, u′(0) = u1

(12)
���
���
���

���
���
���

ω

ΩLe domaine Ω est un ouvert borné de R
n, dont la frontière ∂Ω est régulière. La zone deontr�le ω est un ouvert non vide de Ω. Les états initiaux u0 et u1 sont des fontions de Ωdans R. On note � ′ � la dérivée temporelle. f est le paramètre de ontr�le. On se �xe T > 0et des états u0

T et u1
T . Le but est de pouvoir � ontr�ler � l'équation, 'est à dire trouver unefontion f telle que la solution u de (12) véri�e u(T ) = u0

T et u′(T ) = u1
T .Tout e que l'on érira par la suite se généralise simplement et de la même manière dansle as où l'on rajoute un terme dans la première équation de (12) : u′′ − ∆u+ αu = f1ω, où

α > 0 est une onstante �xée.2.2 Existene et uniité de solutionsOn rappelle les dé�nitions des espaes sur lesquels nous travaillerons, ainsi que des résultatsde déomposition spetrale. On pose H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω)|∇u ∈ L2(Ω)}. C'est un espae deHilbert, pour le produit salaire (u, v)H1 =

∫

Ω
(uv + ∇u · ∇v), on note ‖.‖H1 la norme assoiée.On pose alorsH1

0 (Ω) le omplété de C1
c (Ω) pour la norme ‖.‖H1 (il s'agit des fontions deH1(Ω)� qui sont nulles sur ∂Ω � au sens du théorème de trae). H1

0 (Ω) est aussi un espae de Hilbertpour le produit salaire induit, ou pour le produit salaire équivalent suivant, par inégalité dePoinaré, (u, v)H1

0

=

∫

Ω
∇u · ∇v. Son dual est H−1(Ω).Dans la suite (., .) désignera le produit salaire dans L2(Ω) et 〈., .〉 le produit de dualitéentre H−1(Ω) et H1

0 (Ω).On peut montrer (en utilisant le fait que � (−∆)−1 � est un opérateur autoadjoint ompat)qu'il existe une base hilbertienne (en)n∈N de L2(Ω) de veteurs propres de l'opérateur −∆,ave les en dans H1
0 (Ω). On note λn les valeurs propres assoiées (λn > 0 et lim

n→∞
λn = +∞,on peut les supposer roissantes) et on a les aratérisations suivantes :

L2(Ω) =

{
ψ =

∞∑

n=0

ψnen (limite forte dans L2(Ω)), ave ‖ψ‖2
L2 =

∞∑

n=0

ψ2
n <∞

}

H1
0 (Ω) =

{
ψ =

∞∑

n=0

ψnen (limite forte dans H1
0 (Ω)), ave ‖ψ‖2

H1

0

=

∞∑

n=0

λnψ
2
n <∞

}

H−1(Ω) =

{
ψ =

∞∑

n=0

ψnen (limite forte dans H−1(Ω)), ave ‖ψ‖2
H−1 =

∞∑

n=0

ψ2
n

λn
<∞

}On admet également des résultats de généralisation pour des distributions à valeurs dans desespaes de Banah (voir par exemple [4℄).On note L1(]0, T [, L2(Ω)) l'ensemble des fontions f de ]0, T [ dans L2(Ω) (à égalité presque7



partout près) telles que ‖f‖L1(]0,T [,L2(Ω)) =

∫ T

0
‖f(t)‖L2dt < +∞.On dé�nit de même L∞(]0, T [, L2(Ω)), L1(]0, T [,H1

0 (Ω)), et L∞(]0, T [,H−1(Ω)), on a alors :
(L1(]0, T [, L2(Ω)))′ = L∞(]0, T [, L2(Ω)) et (L1(]0, T [,H1

0 (Ω)))′ = L∞(]0, T [,H−1(Ω))On a également que D(]0, T [×Ω) est dense dans L1(]0, T [, L2(Ω)) et dans L1(]0, T [,H1
0 (Ω)).On se plae dans un as plus général (sans restreindre f) :





u′′ − ∆u = f

u = 0 sur ∂Ω
u(0) = u0, u′(0) = u1

(13)Théorème 2.1Pour f ∈ L1(]0, T [, L2(Ω)) et pour (u0, u1) dans H1
0 (Ω) × L2(Ω), on a existene et uniitéd'une solution u de (13), au sens où u ∈ C([0, T ],H1
0 (Ω)), u′ ∈ C([0, T ], L2(Ω)), u(0) = u0,

u′(0) = u1 et telle que pour tout ψ ∈ C∞([0, T ] × Ω) à support ompat en x :
∫

]0,T [×Ω
(−u′ψ′ + ∇u∇ψ) +

[∫

Ω
u′ψ

]T

0

=

∫

]0,T [×Ω
fψ. (14)Remarque 2.2.1 Par densité, on obtient alors la même relation pour ψ tel que

ψ ∈ C([0, T ],H1
0 (Ω)) et ψ′ ∈ C([0, T ], L2(Ω)).Démonstration On déompose u0 =

∞∑

n=0

u0
nen, u1 =

∞∑

n=0

u1
nen, et f(t) =

∞∑

n=0

fn(t)en (dé�nipour presque tout t ∈ [0, T ]) dans ette base et on résout � omposante par omposante � :on herhe l'unique solution du problème de Cauhy u′′n + λnun = fn ave onditions initiales
un(0) = u0

n, u
′
n(0) = u1

n.On obtient que un ∈ C1([0, T ],R) dé�nie par :
un(t) = u0

n cos
√
λnt+

u1
n√
λn

sin
√
λnt+

∫ t

0

fn(s)√
λn

sin
√
λn(t− s) dsOn pose � u(t) =

∞∑

n=0

un(t)en � (on veut montrer que 'est bien dé�ni et onvergeantuniformément dans H1
0 (Ω)).Comme (a+b+c)2 6 3a2+3b2+3c2, on a un(t)2 6 3(u0

n)2+3
(u1

n)2

λn
+

3

λn

∫

[0,T ]2
|fn(s)||fn(r)|dsdrPar Fubini et Cauhy-Shwarz, on a

∞∑

n=0

∫

[0,T ]2
|fn(s)||fn(r)|dsdr 6

∫

[0,T ]2

( ∞∑

n=0

fn(s)2

) 1

2

( ∞∑

n=0

fn(r)2

) 1

2

dsdr = ‖f‖2
L1(]0,T [,L2(Ω))On a don ∞∑

n=0

λnun(t)2 6 3(‖u0‖2
H1

0

+‖u1‖2
L2 +‖f‖2

L1(]0,T [,L2(Ω))) < +∞ et u(t) ∈ H1
0 (Ω), aveonvergene normale de la série, e qui montre la ontinuité de u de [0, T ] dans H1

0 (Ω).On pose � u′(t) =

∞∑

n=0

u′n(t)en � (on veut montrer que 'est bien dé�ni et onvergeantuniformément dans L2(Ω), 'est alors la dérivée temporelle de u).8



On a u′n(t) = −
√
λnu

0
n sin

√
λnt+ u1

n cos
√
λnt+

∫ t

0
fn(s) cos

√
λn(t− s) ds.Don ave le même type de majorations que préédemment, on obtient que ∞∑

n=0

u′n(t)2 < +∞et u′(t) ∈ L2(Ω), ave onvergene normale de la série, e qui montre la ontinuité de ladérivée (de [0, T ] dans L2(Ω)). Cela montre par la même oasion que u′ est la dérivée de u(onvergene normale d'une série de dérivées).On a bien u(0) =
∞∑

n=0

u0
nen = u0 et u′(0) =

∞∑

n=0

u1
nen = u1.On pose uN (t) =

N∑

n=0

un(t)en ∈ H1
0 (Ω) et fN (t) =

N∑

n=0

fn(t)en ∈ L2(Ω) (dé�ni pour presquetout t ∈ [0, T ]). On a, par intégration par parties, pour tout ψ ∈ C∞([0, T ] × Ω) à supportompat en x :
∫

]0,T [×Ω
(−uN ′

ψ′ + ∇uN∇ψ) +

[∫

Ω
uN ′

ψ

]T

0

=

∫

]0,T [×Ω
fNψ. (15)Cette égalité passe à la limite d'après e qu'on a fait préédemment.En�n, si v est solution de (13), si ψ ∈ D(]0, T [), on pose (vn, ψ) =

∫

]0,T [×Ω
vψen, alors vn estune distribution qui véri�e la même équation di�érentielle que un, ave les mêmes onditionsinitiales. Don u = v e qui montre l'uniité. ⋄Remarque 2.2.2 On voit que la solution dépend de manière ontinue des états initiaux u0 et

u1. Plus préisément, il existe C > 0 tel que si u est la solution assoiée à (u0, u1) et au ontr�le
f , on a pour tout t ∈ [0, T ], ‖u(t)‖H1

0

+ ‖u′(t)‖L2 6 C(‖u0‖H1

0

+ ‖u1‖L2 + ‖f‖L1(]0,T [,L2(Ω)))(voir les majorations dans la démonstration).Don si v est la solution assoiée à (v0, v1) pour le même ontr�le f , on a, par di�érene, pourtout t ∈ [0, T ], ‖u(t) − v(t)‖H1

0

+ ‖u′(t) − v′(t)‖L2 6 C(‖u0 − v0‖H1

0

+ ‖u1 − v1‖L2)Remarque 2.2.3 Comme l'équation des ondes est invariante par renversement du temps, onobtient les mêmes résultats pour le système




u′′ − ∆u = f

u = 0 sur ∂Ω
u(T ) = u0

T , u
′(T ) = u1

T

(16)En e�et si u est la solution de (13) pour les onditions initiales (u0, u1) = (v0, v1) et leontr�le f alors ũ : (t, x) 7→ u(T − t, x) est la solution de (16) pour les onditions �nales
(u0

T , u
1
T ) = (v0,−v1) et le ontr�le f̃ : (t, x) 7→ f(T − t, x).On aura aussi besoin de onsidérer dans la suite le système adjoint suivant, en s'intéressantà des solutions plus faibles, dites � de transposition �. On remarque qu'il s'agit du mêmesystème (sans le seond membre), mais en fait on l'étudie à un autre degré de régularité.





ϕ′′ − ∆ϕ = 0
ϕ = 0 sur ∂Ω
ϕ(0) = ϕ0, ϕ′(0) = ϕ1

(17)9



Théorème 2.2Pour (ϕ0, ϕ1) dans L2(Ω) × H−1(Ω), on a existene et uniité d'une solution faible de (17)dans C([0, T ], L2(Ω)) ∩ C1([0, T ],H−1(Ω)).Ii le sens de la solution doit être de nouveau préisé : l'interprétation de u = 0 sur ∂Ωpar u ∈ H1
0 (Ω) n'a plus de sens : on ne peut pas dé�nir de trae dans L2. On dit que

ϕ ∈ C([0, T ], L2(Ω))∩ C1([0, T ],H−1(Ω)) est solution faible de (17) si ϕ(0) = ϕ0, ϕ′(0) = ϕ1et
∀f ∈ D(]0, T [×Ω),

∫

]0,T [×Ω
fϕ = −(ϕ0, u′(0)) + 〈ϕ1, u(0)〉 (18)où u est la solution de (16) ave le seond membre f et les états �naux nuls (u0

T = u1
T = 0).Remarque 2.2.4 On peut noter qu'une solution au sens du théorème 2.1 est une solutionfaible au sens de e dernier théorème. Si ϕ est la solution de (17) au sens du théorème 2.1, ona ϕ ∈ C(]0, T [,H1

0 (Ω)) et d'après la remarque 2.2.1, on a :
∫

]0,T [×Ω
(−u′ϕ′ + ∇u∇ϕ− fϕ) = −

[∫

Ω
u′ϕ

]T

0

(19)Puisque ϕ est solution de (17) et u ∈ C([0, T ],H0
1 (Ω)), on a de même

∫

]0,T [×Ω
(−u′ϕ′ + ∇u∇ϕ) = −

[∫

Ω
ϕ′u

]T

0

(20)Ainsi on obtient ∫

]0,T [×Ω
fϕ =

[∫

Ω
u′ϕ

]T

0

−
[∫

Ω
ϕ′u

]T

0

(21)Or, (u0
T = u1

T = 0), d'où le résultat.Démonstration D'après la remarque 2.2.2 on sait qu'il existe C > 0 tel que pour tout
f ∈ D(]0, T [×Ω), ‖u(0)‖H1

0

+ ‖u′(0)‖L2 6 C‖f‖L1(]0,T [,L2Ω), (où u est la solution de (16) avele seond membre f et les états �naux nuls (u0
T = u1

T = 0)).On pose Φ la forme linéaire f 7→ −(ϕ0, u′(0)) + 〈ϕ1, u(0)〉 (où u est la solution de (16)ave le seond membre f ∈ D(]0, T [×Ω) et les états �naux nuls (u0
T = u1

T = 0)). Il existe don
C > 0 tel que

Φ(f) 6 C(‖ϕ0‖L2 + ‖ϕ1‖H−1)‖f‖L1(]0,T [,L2(Ω)).

Φ s'étend don en une forme linéaire ontinue sur L1(]0, T [, L2(Ω)), identi�ée ave une fontion
ϕ ∈ L∞(]0, T [, L2(Ω)), qui véri�e don (18), ave ‖ϕ‖L∞(]0,T [,L2(Ω)) 6 C(‖ϕ0‖L2 + ‖ϕ1‖H−1).Cette dernière inégalité nous permet de montrer le aratère ontinu de ϕ.En e�et soit (ϕ0

n, ϕ
1
n) tendant vers (ϕ0, ϕ1) dans L2(Ω) ×H−1(Ω), ave (ϕ0

n, ϕ
1
n) ∈ H1

0 (Ω) ×
L2(Ω). On pose ϕn la solution de (17) au sens du théorème 2.1 (don au sens faible, vé-ri�ant ette dernière inégalité) pour les onditions initiales (ϕ0

n, ϕ
1
n), alors ϕn → ϕ uni-formément dans L∞(]0, T [, L2(Ω)). Comme ϕn ∈ C([0, T ],H1

0 (Ω)) ⊂ C([0, T ], L2(Ω)), alors
ϕ ∈ C([0, T ], L2(Ω)).Il reste à montrer que ϕ′ ∈ L∞(]0, T [,H−1(Ω)), et plus préisément que l'appliationlinéaire (ϕ0, ϕ1) 7→ ϕ′ est ontinue de L2(Ω)×H−1(Ω) dans L∞(]0, T [,H−1(Ω)), et on pourraobtenir la ontinuité par le même proédé.On pose Φ′ la forme linéaire qui à f ∈ D(]0, T [×Ω) assoie −(ϕ0, v′(0)) + 〈ϕ1, v(0)〉 (où
v est la solution de (16) ave le seond membre −df

dt
et les états �naux nuls (v0

T = v1
T = 0)).10



On reprend les expressions des solutions dans la démonstration du théorème 2.1. On obtient
v(t) =

∞∑

n=0

vn(t)en ave vn(t) =
1√
λn

∫ T−t

0

(
−df
dt

)

n

(T − s) sin
√
λn((T − t) − s) ds. Comme

f ∈ D(]0, T [×Ω), on a que (df
dt

)

n

=
dfn

dt
et, après hangement de variable et intégration parparties vn(t) =

∫ T

t

fn(s) cos
√
λn(t− s) ds.On e�etue les mêmes majorations que dans la démonstration du théorème 2.1 pour vn et v′net on obtient que pour tout t ∈ [0, T ], ‖v(t)‖H1

0

+ ‖v′(t)‖L2 6 C‖f‖L1(]0,T [,H1

0
(Ω)). On a don :

Φ′(f) 6 C(‖ϕ0‖L2 + ‖ϕ1‖H−1)‖f‖L1(]0,T [,H1

0
(Ω)).La forme linéaire Φ′ s'étend don en une forme linéaire ontinue sur L1(]0, T [,H1

0 (Ω)), identi�éeave une fontion ϕ′ ∈ L∞(]0, T [,H−1(Ω)), qui véri�e don
∀f ∈ D(]0, T [×Ω),

∫

]0,T [×Ω
fϕ′ = −(ϕ0, v′(0)) + 〈ϕ1, v(0)〉(où v est la solution de (16) ave le seond membre −df

dt
et les états �naux nuls (v0

T = v1
T = 0))et don

∀f ∈ D(]0, T [×Ω),

∫

]0,T [×Ω
fϕ′ = Φ(−df

dt
) =

∫

]0,T [×Ω
−df
dt
ϕ

ϕ′ est don bien la dérivée temporelle de ϕ au sens des distributions, et on a
‖ϕ‖L∞(]0,T [,H−1(Ω)) 6 C(‖ϕ0‖L2 + ‖ϕ1‖H−1)Cei permet de montrer, omme préédemment, la ontinuité de ϕ′ de [0, T ] dans H−1(Ω), etpar onséquent, ϕ′ est bien la dérivée (au sens usuel) de ϕ. ⋄Remarque 2.2.5 On a ontinuité de la solution par rapport aux onditions initiales :

‖ϕ(t)‖L2 + ‖ϕ′(t)‖H−1 6 C(‖ϕ0‖L2 + ‖ϕ1‖H−1)(voir les majorations dans la démonstration)Remarque 2.2.6 On a le même résultat que la remarque 2.2.3, en utilisant la même trans-position :On onsidère le système adjoint suivant :




ϕ′′ − ∆ϕ = 0
ϕ = 0 sur ∂Ω
ϕ(T ) = ϕ0

T , ϕ
′(T ) = ϕ1

T

(22)Pour (ϕ0
T , ϕ

1
T ) dans L2(Ω) × H−1(Ω), on a existene et uniité d'une solution faible de (17)dans C([0, T ], L2(Ω)) ∩ C1([0, T ],H−1(Ω)), au sens où :

∀f ∈ D(]0, T [×Ω),

∫

]0,T [×Ω
fϕ = (ϕ0

T , u
′(T )) − 〈ϕ1

T , u(T )〉où u est la solution de (13) ave le seond membre f et les états initiaux nuls (u0 = u1 = 0).En e�et si ϕ est la solution de (17) pour les états initiaux (ϕ0, ϕ1), alors ϕ̃(t) = ϕ(T − t)est la solution de (22) pour les états �naux (ϕ0
T , ϕ

1
T ) = (ϕ0,−ϕ1) (on utilise les expressions dela remarque 2.2.3 pour le montrer). 11



2.3 Problèmes de ontr�labilitéOn revient au problème initial, ave un ontr�le qui n'agit que sur ω. On �xe T > 0 et onpose pour (u0, u1) dans H1
0 (Ω) × L2(Ω),

R(T ; (u0, u1)) = {états atteignables au temps T partant de (u0, u1)}
= {(u(T ), u′(T ))|u solution de (12) pour f parourant L1(]0, T [, L2(ω))}Dé�nition 2.3.1 1. Le système (12) est dit approximativement ontr�lable ssi

∀(u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω), R(T ; (u0, u1)) est dense dans H1

0 (Ω) × L2(Ω)2. Le système (12) est dit exatement ontr�lable ssi
∀(u0, u1) ∈ H1

0 (Ω) × L2(Ω), R(T ; (u0, u1)) = H1
0 (Ω) × L2(Ω)3. Le système (12) est dit zéro-ontr�lable ssi ∀(u0, u1) ∈ H1

0 (Ω)×L2(Ω), 0 ∈ R(T ; (u0, u1))Remarque 2.3.1 R(T ; (u0, u1)) est un sous espae a�ne de H1
0 (Ω) × L2(Ω). En e�et, si

(u0
T , u

1
T ) est l'état atteint au temps T ave le ontr�le identiquement nul, on a

R(T ; (u0, u1)) = R(T ; (0, 0)) + (u0
T , u

1
T ).On peut don remplaer (u0, u1) par (0, 0) dans les dé�nitions de ontr�labilité exate et ap-prohée.Dans le as de la dimension �nie, un sous-espae a�ne n'est dense que s'il vaut l'espae toutentier, don on a équivalene entre ontr�labilité exate et approhée.Proposition 2.3.1 (12) exatement ontr�lable ⇔ (12) zéro-ontr�lableDémonstration (⇒) est immédiat, et pour (⇐), si de tout état initial, on peut atteindre

(0, 0) au temps T , alors par invariane par renversement du temps, de l'état (0, 0), on peutatteindre n'importe quel état au temps T , et on utilise alors la remarque préédente. ⋄On retiendra en pratique omme dé�nition de l'exate ontr�labilité le fait que de tout étatinitial (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω), il existe f ∈ L1(]0, T [, L2(ω)) telle que la solution de (12)vaille 0 au temps T .Remarque 2.3.2 Les prinipales aratéristiques de l'équation des ondes nous permettentdéjà de faire quelques remarques.Tout d'abord, omme l'équation d'onde n'a pas d'e�et régularisant (pas de terme dissipatifpar exemple), on peut bien herher à atteindre tout l'espae (on ne � perd � pas de fontionsà ause d'un e�et régularisant...), la ontr�labilité exate a des hanes d'avoir lieu.Puis, omme la vitesse de propagation c (ii égale à un) des ondes est onstante et �nie(au sens où la valeur de la solution au temps T et au point x ne dépend que des valeurs prisessur la boule de entre x et de rayon cT au temps 0), on n'aura de résultats de ontr�labilitéque pour T assez grand (dépendant de la géométrie de Ω et de ω).2.4 Approhe variationnelle du problème : la méthode H.U.M.Dans le as de la dimension �nie, on a vu une équivalene entre ontr�labilité exate et uneertaine ondition � d'observabilité �. Ii on va dé�nir une notion analogue de ontr�labilité etmontrer qu'elle implique la ontr�labilité exate. La méthode utilisée s'appelle H.U.M. pourHilbert Uniqueness Method et est due à Jaques-Louis Lions (voir par exemple [3℄).12



Lemme 2.1 Le ontr�le f ∈ L1(]0, T [, L2(ω)) permet de passer de (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω)à 0 au temps T si et seulement si pour tout (ϕ0

T , ϕ
1
T ) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω), en notant ϕ l'uniquesolution faible de (22), on a

∫ T

0

∫

ω

ϕfdxdt = 〈ϕ′(0), u0〉 −
∫

Ω
ϕ(0)u1dx (23)DémonstrationSoit f ∈ L1(]0, T [, L2(ω)), (u0, u1) ∈ H1

0 (Ω) × L2(Ω) et u la solution de (12) assoiée.On suppose d'abord que (ϕ0
T , ϕ

1
T ) ∈ H1

0 (Ω)×L2(Ω). En reprenant les aluls de la remarque2.2.4, on obtient la même hose que (21), pour ϕ la solution (au sens du théorème 2.1) de (22) :
∫

]0,T [×ω

fϕ = −(ϕ(0), u1) + 〈ϕ′(0), u0〉 + (ϕ0
T , u

′(T )) − 〈ϕ1
T , u(T )〉Par densité, on utilise la remarque 2.2.5 de ontinuité par rapport aux onditions initiales,pour obtenir ette dernière égalité pour tout (ϕ0

T , ϕ
1
T ) ∈ L2(Ω) ×H−1(Ω), ave ϕ la solutionfaible de (22) assoiée. On a alors

u(T ) = u′(T ) = 0 ⇔ ∀(ϕ0
T , ϕ

1
T ) ∈ L2(Ω) ×H−1(Ω), (ϕ0

T , u
′(T )) − 〈ϕ1

T , u(T )〉 = 0

⇔ (23) pour tout (ϕ0
T , ϕ

1
T ) ∈ L2(Ω) ×H−1(Ω),e qui termine la démonstration ⋄On dé�nit maintenant un produit de dualité entre L2(Ω)×H−1(Ω) et H1

0 (Ω)×L2(Ω) par :
〈(ϕ0, ϕ1)|(u0, u1)〉 = 〈ϕ1, u0〉 −

∫

Ω
ϕ0u1dxOn onsidère maintenant le système adjoint ave onditions initiales (17) (et non plus�nales), pour (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω) ×H−1(Ω).On obtient la même relation :Lemme 2.2 Le ontr�le f ∈ L1(]0, T [, L2(ω)) permet de passer de (u0, u1) ∈ H1

0 (Ω) × L2(Ω)à 0 au temps T si et seulement si pour tout (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω) ×H−1(Ω)

∫ T

0

∫

ω

ϕfdxdt = 〈(ϕ0, ϕ1)|(u0, u1)〉, (24)où ϕ est l'unique solution faible de (17) pour les onditions initiales (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω).DémonstrationIl su�t de voir que si ϕ est la solution de (22) ave les états �naux (ϕ0
T , ϕ

1
T ) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω),'est aussi la solution de (17) ave les états initiaux (ϕ0 = ϕ(0), ϕ1 = ϕ′(1)) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω),et réiproquement. ⋄Cette relation peut être alors formulée de manière variationnelle, f étant vue omme un� point ritique � de la fontionnelle J : L2(Ω) ×H−1(Ω) → R, dé�nie par

J (ϕ0, ϕ1) =
1

2

∫ T

0

∫

ω

|ϕ|2dxdt − 〈(ϕ0, ϕ1)|(u0, u1)〉 (25)Théorème 2.3 Si (ϕ̃0, ϕ̃1) minimise J , on pose f(t) = ϕ̃(t)|ω et f est un ontr�le qui ramène
(u0, u1) à 0 au temps T . 13



Démonstration Soit (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω) ×H−1(Ω). On érit :
1

h

(
J ((ϕ̃0, ϕ̃1) + h(ϕ0, ϕ1)) − J ((ϕ̃0, ϕ̃1))

)
=

∫ T

0

∫

ω

ϕ̃ϕdxdt − 〈(ϕ0, ϕ1), (u0, u1)〉

+
h

2

∫ T

0

∫

ω

|ϕ|2dxdt,qui est du signe de h. On fait tendre h vers 0 pour h > 0 puis pour h < 0, pour obtenir que∫ T

0

∫

ω

ϕ̃ϕdxdt − 〈(ϕ0, ϕ1)|(u0, u1)〉 = 0, 'est à dire (24) pour f = ϕ̃|ω. ⋄On herhe maintenant des onditions su�santes pour que J atteigne un minimum. Celanous amène à poser une dé�nition importante.Dé�nition 2.4.1 L'équation (17) est dite observable au temps T s'il existe une onstante
C1 > 0 telle que pour tout (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω) × H−1(Ω) l'inégalité suivante appelée inégalitéd'observabilité est véri�ée :

C1‖(ϕ0, ϕ1)‖2
L2×H−1 6

∫ T

0

∫

ω

|ϕ|2dxdt,où ϕ est la solution de (17) assoiée aux onditions initiales (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω) ×H−1(Ω).Remarque 2.4.1 On a déjà l'inégalité dans l'autre sens (ave une autre onstante C2) parontinuité de la solution de (17) par rapport aux onditions initiales (on utilise le fait que ωest borné et la remarque 2.2.5).On herhe à montrer que ette inégalité d'observabilité est une ondition su�sante pourla ontr�labilité du système (13). On rappelle un résultat vu en ours d'analyse fontionnelle(pour la démonstration, voir par exemple [2℄).Proposition 2.4.1 Soit E un espae de Banah ré�exif, A ⊂ E un onvexe fermé non videet J : A →] −∞,+∞] une fontion onvexe, semi-ontinue inférieurement (s..i.), J 6= +∞telle que
lim

x∈A,‖x‖→∞
J(x) = +∞Alors J atteint son minimum sur A.Théorème 2.4On suppose que (17) est observable au temps T . Alors pour (u0, u1) ∈ H1

0 (Ω) × L2(Ω), lafontionnelle J dé�nie par (25) atteint son minimum en (ϕ̃0, ϕ̃1) ∈ L2(Ω) × H−1(Ω), et lesystème (12) est ontr�lable au temps T .Démonstration À l'aide de la proposition préédente, omme J est onvexe est ontinue,et que l'espae onsidéré est ré�exif (ar uniformément onvexe par exemple pour H1
0 , donpour H−1), il su�t de montrer que J tend vers l'in�ni en l'in�ni. Or ette � oerivité � estimmédiate d'après la ondition d'observabilité. ⋄
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2.5 Contr�labilité approhée2.5.1 IntrodutionDans e paragraphe, nous nous intéressons ette fois à la ontr�labilité approhée del'équation des ondes ave ontr�le intérieur. En d'autres termes, si on se �xe un ε > 0 etdes états initiaux (u0, u1) et �naux (v0, v1) dans H1
0 (Ω) × L2(Ω), on reherhe une fontion

f ∈ L1(]0, T [, L2(ω)) telle que la solution orrespondante de (12) véri�e :
‖(u(T ), u′(T )) − (v0, v1)‖H1

0
×L2 6 εOn peut supposer sans perte de généralité que (u0, u1) = (0, 0) (voir la remarque 2.3.1).Comme pour la ontr�labilité exate, on utilise une approhe variationnelle.2.5.2 Approhe variationnelleIntroduisons la fontionnelle suivante : Jε : L2(Ω) ×H−1(Ω) → R dé�nie par :

Jε(ϕ
0, ϕ1) =

1

2

∫ T

0

∫

ω

|ϕ|2dxdt− 〈(ϕ0, ϕ1), (z0, z1)〉 + ε‖(ϕ0, ϕ1)‖L2×H−1où ϕ désigne la solution du système adjoint (17) ave pour onditions initiales (ϕ0, ϕ1).Comme pour le as de la ontr�labilité exate, l'existene d'un minimum pour Jε entraînel'existene d'un ontr�le approhé.Théorème 2.5 Soit ε > 0 et (z0, z1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω) et supposons que (ϕ̃0, ϕ̃1) soit unminimiseur de Jε. Alors si ϕ̃ est la solution du système adjoint (17) orrespondante, on pose

f(t) = ϕ̃(t)|ω, et f est un ontr�le approhé qui onduit la solution d'un état initial (0, 0) à unétat �nal approhant (z0, z1) à ε près.On peut alors aratériser les systèmes approximativement ontr�lables.Théorème 2.6 Les propriétés suivantes sont équivalentes :1. L'équation des ondes est approximativement ontr�lable.2. Le prinipe � d'uniité � suivant est véri�é pour les solutions du système adjoint :
ϕ[0,T ]×ω = 0 ⇒ (ϕ0, ϕ1) = (0, 0)3 Inégalités d'Ingham et appliation à l'équation des ondes uni-dimensionnelleOn introduit ii les inégalités d'Ingham et on les utilise pour prouver la ondition d'obser-vabilité pour l'équation des ondes unidimensionnelle ave un terme supplémentaire de rappel,e qui montre a posteriori la ontr�labilité exate de l'équation.
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3.1 Inégalités d'InghamLes inégalités d'Ingham orrespondent à une généralisation de l'égalité de Parseval ; dans eparagraphe, on n'introduit que des inégalités élémentaires, sahant que bien des prolongementsont été donnés au début du sièle dernier.Théorème 3.1 (Ingham) Soit (λn)n∈Z une suite de réels et γ > 0 véri�ant :
λn+1 − λn > γ > 0Alors pour tout T > 0 tel que :

T >
π

γil existe une onstante C1 > 0 dépendant de T et γ telle que pour toute suite réelle (�nie)
(an)n∈Z,

C1

∑

n∈Z

|an|2 6

∫ T

−T

∣∣∣∣∣
∑

n∈Z

ane
iλnt

∣∣∣∣∣

2

dt (26)DémonstrationPour ommener on peut réduire le problème à l'étude du as T = π et γ > 1. En e�et si
T et γ véri�ent Tγ > π, alors :

∫ T

−T

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iλnt

∣∣∣∣∣

2

dt =
T

π

∫ π

−π

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
i Tλn

π
s

∣∣∣∣∣

2

ds =
T

π

∫ π

−π

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iµns

∣∣∣∣∣

2

dsave µn =
Tλn

π
. Il est lair que µn+1 − µn = T

λn+1 − λn

π
> γ1 :=

Tγ

π
> 1.A présent, prouvons l'existene d'une onstante C ′

1 > 0 telle que :
C

′

1

∑

n∈Z

|an|2 6

∫ π

−π

∣∣∣∣∣
∑

n∈Z

ane
iµnt

∣∣∣∣∣

2

dt.On dé�nit la fontion
h : R → R, h(t) =

{
cos t

2 si |t| 6 π

0 si |t| > πdont on peut aluler la transformée de Fourier K(ξ) :
K(ξ) =

∫ π

−π

h(t)eitξdt =
4cos πξ

1 − 4ξ2
. (27)D'autre part, omme 0 6 h(t) 6 1, on a également :

16



∫ π

−π

∣∣∣∣∣
∑

n∈Z

ane
iµnt

∣∣∣∣∣

2

dt >

∫ π

−π

h(t)

∣∣∣∣∣
∑

n∈Z

ane
iµnt

∣∣∣∣∣

2

dt

>
∑

n,m

anamK(µn − µm)

> K(0)
∑

n

|an|2 +
∑

n 6=m

anamK(µn − µm)

> 4
∑

n

|an|2 −
1

2

∑

n 6=m

(|an|2 + |am|2)|K(µn − µm)|

> 4
∑

n

|an|2 −
∑

n

|an|2
∑

m∈Z,m6=n

|K(µn − µm)|Notons également que
∑

m∈Z,m6=n

|K(µn − µm)| 6
∑

m∈Z,m6=n

4

4|µn − µm|2 − 1

6
∑

m∈Z,m6=n

4

4γ2
1 |n−m|2 − 1

6 8
∑

r>1

1

4γ2
1r

2 − 1
=
∑

r>1

4

γ2
1

(
1

2r − 1
− 1

2r + 1

)
=

4

γ2
1

.Par onséquent,
∫ π

−π

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iµnt

∣∣∣∣∣

2

dt >

(
4 − 4

γ2
1

)

︸ ︷︷ ︸
C

′

1
>0

∑

n

|an|2.On peut don prendre
C1 =

T

π
C

′

1 =
T

π

(
4 − 4

γ2
1

)
=

4

Tπ

(
T 2 − π2

γ2

)
> 0e qui permet de onlure. ⋄L'inégalité dans l'autre sens est également véri�ée et elle a ei de remarquable qu'elle estvalable pour tout T .Théorème 3.2 (Ingham) Soit (λn)n∈Z une suite de réels et γ > 0 véri�ant :

λn+1 − λn > γ > 0Alors pour tout T > 0 il existe une onstante C2 > 0 dépendant de T et γ telle que pour toutesuite réelle �nie (an)n∈Z,
∫ T

−T

∣∣∣∣∣
∑

n∈Z

ane
iλnt

∣∣∣∣∣

2

dt 6 C2

∑

n∈Z

|an|2 (28)17



DémonstrationSupposons pour ommener que Tγ >
π
2 . Comme préédemment on peut réduire le pro-blème au as T = π

2 et γ > 1.
∫ T

−T

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iλnt

∣∣∣∣∣

2

dt =
T
π
2

∫ π
2

−π
2

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iµns

∣∣∣∣∣

2

ds (29)ave µn = 2T
λn

π
, tel que µn+1 − µn = 2T

λn+1 − λn

π
> γ1 :=

2Tγ

π
> 1.Soit h la fontion dé�nie dans la preuve préédente.Comme √

2
2 6 h(t) 6 1 pour t ∈ [−π

2 ,
π
2 ] :

∫ π
2

−π
2

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iµnt

∣∣∣∣∣

2

dt 6 2

∫ π
2

−π
2

h(t)

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iµnt

∣∣∣∣∣

2

dt

6 2

∫ π

π

h(t)

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iµnt

∣∣∣∣∣

2

dt

6 2
∑

n,m

anamK(µn − µm)

6 8
∑

n

|an|2 +
∑

n 6=m

anamK(µn − µm)

6 8
∑

n

|an|2 +
∑

n 6=m

(|an|2 + |am|2)|K(µn − µm)|On a vu dans la preuve préédente que :
∑

m∈Z,m6=n

|K(µn − µm)| 6
4

γ2
1

.Par onséquent,
∫ π

2

−π
2

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iµnt

∣∣∣∣∣

2

6 8
∑

n

|an|2 +
8

γ2
1

∑

n

|an|2Or γ1 > 1, don on obtient don la onlusion souhaitée ave C2 =
2T

π
8

(
1 +

1

γ2
1

)
6

32T

π
.Dans le as Tγ < π

2
, on a :

∫ T

−T

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
iλnt

∣∣∣∣∣

2

dt =
1

γ

∫ Tγ

Tγ

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
i λn

γ
s

∣∣∣∣∣

2

ds 6
1

γ

∫ π
2

−π
2

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
i λn

γ
s

∣∣∣∣∣

2

dsOr ii on a λn+1

γ
− λn

γ
> 1, don d'après les aluls du as préédent,
∫ π

2

−π
2

∣∣∣∣∣
∑

n

ane
i λn

γ
s

∣∣∣∣∣

2

ds 6 16
∑

n

|an|218



Finalement si on prend C2 = max

(
16

γ
,
32T

π

), on obtient l'inégalité souhaitée. ⋄Il est possible d'a�ner es résultats et obtenir le théorème (3.1) pour des T dans un domaineplus grand. La preuve indutive qui suit est due au mathématiien Haraux.Théorème 3.3 (Haraux) Soit (λn)n∈Z une suite de réels et γ > 0 véri�ant :
λn+1 − λn > γ > 0Alors pour tout T > 0 véri�ant T >
π

γ∞
ave γ∞ = lim inf

|n|→∞
|λn+1 − λn| il existe deux onstantes

C1 > 0 et C2 > 0 telles que pour toute suite réelle �nie (an)n∈Z,
C1

∑

n∈Z

|an|2 6

∫ T

−T

∣∣∣∣∣
∑

n∈Z

ane
iλnt

∣∣∣∣∣

2

dt 6 C2

∑

n∈Z

|an|2 (30)DémonstrationFixons T >
π

γ∞
.L'inégalité de � droite � est une onséquene direte du théorème préédent. Il nous su�tdon de prouver l'inégalité de � gauhe � ; pour ela �xons un δ > 0 tel que T >

π

γ∞ − δ
etremarquons que par dé�nition de la limite inférieure, il existe N ∈ N tel que ∀n > N :

|λn+1 − λn| > γ∞ − δ (31)D'après l'équation préédente et les deux premières inégalités d'Ingham appliquées à lafamille (eiλnt)|n|>N , pour tout T ′ >
π

γ∞ − δ
, il existe CT ′

1 , CT ′

2 > 0 tels que pour toute famille
(bn)|n|>N :

CT ′

1

∑

|n|>N

|bn|2 6

∫ T ′

−T ′

∣∣∣∣∣∣

∑

|n|>N

bne
iλnt

∣∣∣∣∣∣

2

dt 6 CT ′

2

∑

|n|>N

|bn|2 (32)Considérons alors la fontion � �ltrée � f0(t) =
∑

|n|>N ane
iλnt. On va essayer d'ajouter lestermes manquants un par un : onsidérons pour ommener f1(t) = f0(t) + aNe

iλN t. Quitte àonsidérer f1(t)e
−iλN t à la plae de f1(t), on peut supposer que λN = 0.Soit ε > 0 tel que T ′ := T − ε >

π

γ∞ − ε
. Considérons la fontion dé�nie par :

g(t) =

∫ ε

0
(f1(t+ η) − f1(t))dη =

∑

|n|>N

an

(
eiλnε − 1

iλn
− ε

)
eiλnt (33)Par (32) appliquée à la fontion h(t), on a :

CT ′

1

∑

|n|>N

∣∣∣∣
eiλnε − 1

iλn
− ε

∣∣∣∣
2

|an|2 6

∫ T ′

−T ′

∣∣∣∣
∫ ε

0
(f1(t+ η) − f1(t))dη

∣∣∣∣
2

dt (34)
19



De plus,
|eiλnε − 1 − iλnε|2 = | cos(λnε) − 1|2 + | sin(λnε) − λnε|2

= 4 sin4

( |λn|ε
2

)
+ (sin(λnε) − λnε)

2Si |λn|ε > π, alors (sin(λnε) − λnε)
2 > (|λn|ε− 1)2 >

1
2(λnε)

2.Si |λn|ε 6 π, alors on remarque que |λn|ε
2

6
π

2
et par onavité de sin(x) sur [0, π

2

],
sin(x) >

2

π
x. Don 4 sin4

( |λn|ε
2

)
> 4

( |λn|ε
π

)4.Ainsi,
∣∣∣∣
eiλnε − 1

iλn
− ε

∣∣∣∣
2

> min

{
4
( ε
π

)4
|λn|2,

ε2

2

}De plus puisque λN = 0, |λn+1 −λn| > γ et (λn) roissante, |λn| > γ pour n 6= N et on a :
∣∣∣∣
eiλnε − 1

iλn
− ε

∣∣∣∣
2

> min

{
4
( ε
π

)4
γ2,

ε2

2

}

︸ ︷︷ ︸
CEn remplaçant ette inégalité dans l'équation (34), on en déduit que :

CT ′

1 C
∑

|n|>N

|an|2 6

∫ T ′

−T ′

∣∣∣∣
∫ ε

−ε

(f1(t+ η) − f1(t))dη

∣∣∣∣
2

dt (35)D'autre part, par l'inégalité de Cauhy-Shwarz et le théorème de Fubini-Tonelli, on obtientsuessivement :
∫ T ′

−T ′

∣∣∣∣
∫ ε

0
(f1(t+ η) − f1(t))dη

∣∣∣∣
2

dt 6

∫ T ′

−T ′

ε

∫ ε

0
|f1(t+ η) − f1(t)|2dηdt

6 2ε

∫ T ′

−T ′

ε

∫ ε

0
(|f1(t+ η)|2 + |f1(t)|2)dηdt

6 2ε2
∫ T ′

−T ′

|f1(t)|2dt + 2ε

∫ ε

0

∫ T ′

−T ′

|f1(t+ η)|2dtdη

6 2ε2
∫ T ′

−T ′

|f1(t)|2dt + 2ε

∫ ε

0

∫ T ′+η

−T ′+η

|f1(s)|2dsdη

6 2ε2
∫ T ′

−T ′

|f1(t)|2dt + 2ε

∫ ε

0

∫ T

−T

|f1(s)|2dsdη

6 4ε2
∫ T

−T

|f1(t)|2dtEn remplaçant ette inégalité dans (35), on a :
CT ′

1 C

4ε2

∑

|n|>N

|an|2 6

∫ T

−T

|f1(t)|2dt (36)20



En�n ∀t ∈ [−T, T ],
|aN |2 =

∣∣∣∣∣∣
f1(t) −

∑

|n|>N

ane
iλnt

∣∣∣∣∣∣

2En partiulier on a don :
|aN |2 =

1

2T

∫ T

−T

∣∣∣∣∣∣
f1(t) −

∑

|n|>N

ane
iλnt

∣∣∣∣∣∣

2

dt

6
1

T



∫ T

−T

|f1(t)|2dt +

∫ T

−T

∣∣∣∣∣∣

∑

|n|>N

ane
iλnt

∣∣∣∣∣∣

2

dt




6
1

T



∫ T

−T

|f1(t)|2dt + CT
2

∑

|n|>N

|aN |2



6
1

T

(
1 +

CT
2

CT
1

)∫ T

−T

|f1(t)|2dtPar (36) on en déduit :
(
CT ′

1 C

4ε2
+ T

CT
1

CT
1 + CT

2

)
 ∑

|n|>N

|an|2 + |aN |2

 6

∫ T

−T

|f1(t)|2dtD'autre part d'après le théorème d'Ingham (3.2), il existe DT
2 > 0 tel que :

∫ T

−T

|f1(t)|2dt 6 DT
2


 ∑

|n|>N

|an|2 + |aN |2

 ,e qui orrespond aux mêmes inégalités que (32), ave un terme en plus en aNe

iλN t.On peut don onsidérer la fontion f2(t) = f1(t) + aN−1e
iλN−1t et refaire de même. Enrépétant et argument pour les termes restants (n = −N, ...,N − 2), on obtient l'inégalitésouhaitée. ⋄3.2 Appliation à l'équation des ondes unidimensionnelle3.2.1 Observabilité pour la ontr�labilité intérieureLe problème de ontr�labilité des ondes unidimensionnelle ave une fore de rappel peut seformuler omme suit : étant donnés un intervalle J ⊂ [0, 1] de longueur non nulle, une onstante

α > 0, un temps T > 2 et (u0, u1) ∈ H1
0 (]0, 1[) × L2(]0, 1[), on herhe f ∈ L2(]0, T [×J) telleque la solution u du problème suivant véri�e u(T ) = u′(T ) = 0.





u
′′ − uxx + αu = f1J pour x ∈ (0, 1) et t ∈ (0, T )
u(., 0) = u(., 1) = 0

u(0, .) = u0, u
′

(0, .) = u1

(37)21



On peut montrer omme pour le théorème (2.4), que e problème a une solution si laondition d'observabilité, énonée i-dessous, est véri�ée :Pour tout ouple (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(]0, 1[)×H−1(]0, 1[) si on appelle ϕ la solution de l'équationadjointe




ϕ
′′ − ϕxx + αu = 0 pour x ∈ [0, 1] et t ∈ [0, T ]
ϕ(., 0) = ϕ(., 1) = 0

ϕ(0, .) = ϕ0, ϕ
′

(0, .) = ϕ1

(38)alors on a :
C1‖(ϕ0, ϕ1)‖2

L2×H−1 6

∫ T

0

∫

J

|ϕ(t, x)|2dxdt (39)3.2.2 Analyse spetrale de l'équation des ondes adjointeL'équation (37) peut s'érire sous la forme :
{

Φ′ +AΦ = 0
Φ(0) = Φ0 (40)ave Φ = (ϕ, z) et A un opérateur dé�ni deH1

0 (]0, 1[)×L2(]0, 1[) dans L2(]0, 1[)×H−1(]0, 1[)par :
A(ϕ, z) = (−z,−∂2

xϕ+ αϕ) (41)L'opérateur A ainsi dé�ni véri�e un ertain nombre de propriétés intéressantes.Proposition 3.2.1L'opérateur A est un isomorphisme de H1
0 (]0, 1[) × L2(]0, 1[) dans L2(]0, 1[) ×H−1(]0, 1[). Sion munit H1

0 (]0, 1[) du produit salaire
(u, v) =

∫ 1

0
∂u∂v + α

∫ 1

0
uv(équivalent au produit salaire usuel) alors A est une isométrie bijetive.Lemme 3.1 Les valeurs propres de A sont les λn = sgn(n)πi

√
n2 + α, n ∈ Z

∗ et les veteurspropres orrespondants sont les Φn = ( 1
λn

sinnπx, sinnπx)Puisque A−1 est un opérateur ompat autoadjoint, et omme les Φn forment une familleorthonormale dans H1
0 × L2, on en déduit le résultat suivant :Proposition 3.2.2 Les Φn forment une base orthonormale de H1

0 (]0, 1[) ×L2(]0, 1[). De pluson a les équivalenes suivantes :
Φ =

∑

n∈Z∗

anΦn ∈ H1
0 (]0, 1[) × L2(]0, 1[) ⇔

∑

n∈Z∗

|an|2 <∞ (42)
Φ =

∑

n∈Z∗

anΦn ∈ L2(]0, 1[) ×H−1(]0, 1[) ⇔
∑

n∈Z∗

|an|2
|λn|2

<∞ (43)22



En�n, on peut obtenir la forme générale des solutions si on a le développement de Fourierde la ondition initiale :Proposition 3.2.3 Si la donnée initiale a pour expression
Φ0 =

∑

n∈Z∗

anΦn ∈ L2(]0, 1[) ×H−1(]0, 1[)alors la solution de (40) a pour expression
Φ(t) =

∑

n∈Z∗

ane
−λntΦn (44)Nous avons à présent tous les outils pour introduire les théorèmes suivants qui donnentune réponse nette au problème de ontr�labilité.3.2.3 Cas α = 0Dans le as où il n'y a pas de fore de rappel, il n'est pas néessaire d'utiliser les inégalitésd'Ingham, omme le montrent le théorème suivant et sa démonstration.Théorème 3.4 Si T > 2 alors il existe une onstante C telle que la ondition d'observabilitéest véri�ée.Démonstration On onserve les mêmes notations que pour l'analyse spetrale de notreéquation des ondes adjointe réalisée dans le paragraphe préédent.Puisque α = 0, les valeurs propres de l'opérateur A ont pour expression λn = inπ. Notonsque si l'on érit (ϕ0, ϕ1) =

∑
n∈Z

anΦn, puisque A est une isométrie surjetive de H1
0 × L2dans L2 ×H−1 :

‖(ϕ0, ϕ1)‖2
L2×H−1 =

∥∥∥∥∥A
−1(

∑

n∈Z∗

anΦn)

∥∥∥∥∥

2

H1

0
×L2

=

∥∥∥∥∥
∑

n∈Z∗

an
1

inπ
Φn

∥∥∥∥∥

2

H1

0
×L2

=
∑

n∈Z∗

|an|2
1

n2π2
.D'après la proposition (3.2.3), ϕ solution de (38) ave pour onditions initiales (ϕ0, ϕ1) apour expression :

ϕ(t, x) =
∑

n∈Z

ane
−iπnt sinnπx.D'autre part, omme ϕ ∈ C([0, T ], L2(]0, 1[) ⊂ L2(]0, T [×]0, 1[), le théorème de Fubini-Tonelliprouve que :

∫ T

0

∫

J

|ϕ(t, x)|2dxdt =

∫

J

∫ T

0

∑

n∈Z∗

∣∣∣∣ane
−inπt 1

nπ
sinnπx

∣∣∣∣
2

dtdxConsidérons pour ommener le as T = 2. Puisque les fontions exponentielles onsidéréesforment une famille orthogonale dans L2([0, 2]), on a :23



∫

J

∫ T

0

∑

n∈Z∗

∣∣∣∣ane
−inπt 1

nπ
sinnπx

∣∣∣∣
2

dtdx =
∑

n∈Z∗

|an|2
n2π2

∫

J

sin2 nπxdx.Si T > 2 il est lair que
∫

J

∫ T

0

∑

n∈Z∗

∣∣∣∣ane
−inπt 1

nπ
sinnπx

∣∣∣∣
2

dtdx >

∫

J

∫ 2

0

∑

n∈Z∗

∣∣∣∣ane
−inπt 1

nπ
sinnπx

∣∣∣∣
2

dtdx

>
∑

n∈Z∗

|an|2
n2π2

∫

J

sin2 nπxdx.Véri�ons que :
B = inf

n∈Z∗

∫

J

sin2 nπxdx

︸ ︷︷ ︸
bn

> 0En e�et,
bn =

∫

J

sin2 nπxdx =
|J |
2

−
∫

J

cos 2nπx

2
dx >

|J |
2

− 1

2|n|π .Or 1

2|n|π →n→∞ 0, don il existe n0 > 0 tel que ∀n > n0, on ait :
bn >

|J |
4
> 0Ainsi,

B̃ = inf
n>n0

bn > 0et don B > 0 étant donné que bn > 0 pour tout entier n.Par onséquent :
B
∑

n∈Z∗

|an|2
n2π2

6

∫ T

0

∫

J

|ϕ(t, x)|2dxdte qui montre l'observabilité de l'équation. ⋄Remarque 3.2.1 On aurait pu utiliser les deux premières inégalités d'Ingham, mais la dé-monstration n'aurait fontionné que pour le as T > 2.Le résultat suivant est alors une onséquene direte du théorème préédent :Théorème 3.5 Si T > 2 alors le système est exatement ontr�lable.3.2.4 Cas α > 0La présene d'un tel terme hange tout, et la démonstration préédente n'est plus appli-able. On peut néanmoins énoner deux théorèmes en tout point semblables au préédents,mais dont la preuve néessite des outils mathématiques plus �ns, en l'ourrene les inégalitésd'Ingham. 24



Théorème 3.6 Si T > 2 alors il existe une onstantes C telle que la ondition d'observabilitéest véri�ée.DémonstrationOn rappelle que les valeurs propres de l'équation des ondes unidimensionnelle adjointe ontpour expression λn = sgn(n)πi
√
n2 + α. On pose :

γ = inf{λn+1 − λn} = inf

{
(2n+ 1)π√

(n+ 1)2 + α+
√
n2 + α

}
>

π

2
√

1 + α

γ∞ = lim inf
n→∞

(λn+1 − λn) = lim
n→∞

(λn+1 − λn) = π.Alors on a bien λn+1−λn > γ et don d'après la troisième inégalité d'Ingham, la onditiond'observabilité est véri�ée pour T >
2π

γ∞
= 2, d'où le résultat. ⋄Remarque 3.2.2 Si on utilise la première inégalité d'Ingham, on obtient un temps qui dépendde la onstante α, e qui est bien moins intéressant.On en déduit don que omme dans le as sans fore de rappel (seul le as T = 2 est� perdu �) :Théorème 3.7 Si T > 2 alors le système est exatement ontr�lable.ConlusionOn a obtenu des résultats onrets de ontr�labilité en dimension un. En dimension quel-onque, un résultat général a été énoné par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauh (voir parexemple [1℄ ou [3℄), qui a été démontré par des moyens d'analyse miroloale, e qui dépasselargement le adre de et exposé de maîtrise.Pour un ouvert Ω de lasse C∞, l'inégalité d'observabilité est véri�ée si et seulement si laondition de ontr�labilité géométrique est véri�ée, 'est à dire que tout � rayon de l'optiquegéométrique � qui se propage dans Ω et se ré�éhit sur sa frontière atteint la zone de ontr�le

ω en un temps inférieur à T . Par exemple le système de gauhe ne peut être observable pourauun T > 0, mais pour un temps assez grand, elui de droite sera observable.
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ΩCe que l'on a obtenu dans le as de la dimension un est bien un as partiulier de erésultat, qui par la même oasion montre que la onstante 2 est optimale.
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