
Introdu
tion au thème de re
her
he :Modèles 
inétiques pour l'étude de populationsanimalesAmi
 FrouvelleSous la dire
tion de Pierre Degond(Institut de Mathématiques de Toulouse)9 o
tobre 2008RésuméLa majeure partie de mon stage de M2 a été basée sur l'arti
le de P. Degond etS. Mots
h [2℄, qui traite de limite hydrodynamique d'un modèle parti
ulaire utilisédans la modélisation de ban
s de poissons, ou de nuées d'oiseaux. J'ai été amené àdévelopper 
ertains points proposés dans l'arti
le qui n'avaient pas été en
ore traités.Je vais 
ontinuer à étudier 
e genre de modélisation dans ma thèse qui sera égalementaxée sur l'étude de propriétés géométriques des nuées d'oiseaux.Le but de l'arti
le [2℄ est d'établir une limite de type 
hamp moyen (lorsquele nombre de parti
ules tend vers l'in�ni) d'un modèle parti
ulaire dé
rivant lesintera
tions entre individus de populations animales, par exemple dans des ban
s depoissons. A partir de 
e modèle de type Fokker-Plan
k, on 
her
he alors à obtenirune limite lorsqu'on observe la population à grande é
helle (limite ma
ros
opique,ou hydrodynamique).Je présente i
i 
es trois di�érentes é
helles, ainsi que les 
al
uls que j'ai e�e
tuéspour ajouter la prise en 
ompte d'un angle de vision, et les 
al
uls asymptotiquesdes 
oe�
ients que l'on obtient au �nal, lorsque le bruit est faible ou fort.Remer
iementsJe tiens i
i à remer
ier Pierre Degond de m'avoir dirigé pendant mon stage de M2, dem'avoir permis de dé
ouvrir 
e domaine de re
her
he, et de bien vouloir poursuivre ave
moi 
e sujet pour ma thèse. Malgré un fon
tionnement � à distan
e �, sa disponibilité etses rapides réponses à mes 
ourriers éle
troniques m'ont bien motivés pour avan
er sur lesujet, même ave
 une préparation à l'agrégation en simultané...
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1 Introdu
tionL'algorithme de Couzin-Vi
sek dis
ret [3, 5℄ est un modèle parti
ulaire de formationd'essaim à partir d'intera
tions d'orientation. Il est utilisé pour modéliser le 
omportementde populations animales, par exemple des ban
s de poissons. Les parti
ules se dépla
ent àvitesse 
onstante et, à 
haque pas de temps, on réa
tualise leur orientation en fon
tion dela moyenne de 
elles des parti
ules voisines, ave
 l'addition d'un bruit. Lorsque le bruit estfaible, des simulations faites ave
 
e modèle font apparaître des phénomènes d'agrégationet d'alignement des parti
ules.Pour modéliser un ban
 de poisson qui pourrait atteindre un grand nombre d'indivi-dus, il peut être plus e�
a
e de 
her
her des modèles 
ontinus, qui dé
rirait la populationen termes de moyennes (densité, orientation moyenne) plut�t qu'individu par individu. Lebut de l'arti
le [2℄ est d'établir une limite de type 
hamp moyen (lorsque le nombre de par-ti
ules tend vers l'in�ni) d'un modèle parti
ulaire à temps 
ontinu analogue à l'algorithmede Couzin-Vi
sek dis
ret. On obtient alors un modèle 
inétique de type Fokker-Plan
k eton 
her
he à en obtenir une limite lors d'une observation à grande é
helle (limite ma
ro-s
opique, ou hydrodynamique).Je présente i
i les modèles parti
ulaire et de type 
hamp moyen dans la partie 2, ainsique les 
al
uls que j'ai e�e
tués pour ajouter la prise en 
ompte d'un angle de vision etobtenir la limite hydrodynamique dans la partie 3. En�n, dans la partie 4, j'ai e�e
tué les
al
uls asymptotiques des 
oe�
ients que l'on obtient pour 
ette limite hydrodynamique,lorsque le bruit est faible ou fort.2 Obtention du modèle 
inétiqueJe présente i
i les résultats initiaux obtenus dans [2℄, sur lesquels je me suis basé, ave
une toute légère modi�
ation au niveau de l'opérateur � d'observation � K.2.1 Le modèle parti
ulaireC'est une version en temps 
ontinu [2℄ que l'on 
onsidère i
i, obtenue à partir del'algorithme de Cousin-Vi
sek dis
ret : dans la version dis
rète, on 
onsidère N parti
ulespon
tuelles dans R
2 (ou R

3, je prendrai la dimension 2 i
i ar sou
i de simpli
ité) indexéespar k, de positionsXk, qui se dépla
ent à une vitesse 
onstante c. On donne don
 seulementleurs orientations sur la sphère unité, ωk ∈ S1. A 
haque intervalle de temps, les parti
ulesse dépla
ent selon leur dire
tion et leur vitesse, puis 
hangent leur orientation par lamoyenne des orientations de leurs voisines (plus un 
ertain bruit : Vi
sek et al ont obtenuexpérimentalement [5℄ qu'en deçà d'une valeur seuil du bruit, une dynamique 
ohérenteapparait au bout d'un 
ertain temps et les parti
ules sont presque alignées).La version en temps 
ontinu obtenue dans [2℄, sans le bruit, est le système d'EDOsuivant :
dXk

dt
= c ωk, (1)

dωk

dt
= ν (Id− ωk ⊗ ωk)ω̄k. (2)3



I
i, ν est la fréquen
e 
ara
téristique de réa
tion pour la réorientation de la parti
ule, quiest absente dans le modèle en temps dis
ret, puisqu'on ne fait pas de di�éren
e entre letemps de réa
tion pour la réorientation et le pas de temps.L'opérateur Id−ωk ⊗ωk est l'opérateur de proje
tion orthogonalement à ωk, pour quel'équation permette de 
onserver ωk sur la sphère unité : en prenant le produit s
alaire de(2) par ωk, on obtient bien que dωk

dt
1
2
|ωk|2 = 0.En�n ω̄k est l'orientation moyenne des parti
ules autour de la parti
ule k. On 
onsi-dèrera dans la suite le 
as d'une observation non isotrope. On prendra don
 une moyennede la forme suivante

ω̄k =
Jk

|Jk|
, Jk =

∑

j

K(Xj −Xk, ωk)ωj, (3)où K est le noyau d'observation, qui permet de donner plus de poids à 
ertainesdire
tions ou 
ertaines distan
es. On le prendra i
i dépendant seulement de la distan
e
|Xj −Xk| entre les parti
ules et de Xj −Xk

|Xj −Xk|
·ωk, le 
osinus de l'angle entre l'orientationde la parti
ule et la dire
tion de la droite joignant les deux parti
ules. Par exemple, si onveut juste faire la moyenne uniforme sur les parti
ules situées à une distan
e inférieure à

R (
omme dans le modèle original de l'algorithme de Couzin-Vi
sek), on prendra pour Kl'indi
atri
e de la boule de rayon R.Lorsqu'on garde un bruit, on obtient 
ette fois 
i pour le modèle parti
ulaire, unsystème d'équations di�érentielles sto
hastiques :
dXk

dt
= c ωk, (4)

dωk = (Id− ωk ⊗ ωk)(ν ω̄k dt+
√

2DdBt), (5)où Bt est un mouvement brownien standard. C'est à partir de 
e modèle que l'on 
her
heà obtenir une limite de 
hamp moyen.2.2 La limite de type 
hamp moyenI
i on redonne les résultats de [2℄, lorsque le nombre de parti
ules N tend vers l'in�ni.Les résultats sont exa
tement les mêmes, on a seulement autorisé la forme du noyau àêtre un peu plus générale.On obtient don
, formellement, 
omme limite du système sto
hastique pour les parti-
ules (4), (5), l'équation de Kolmogorov-Fokker-Plan
k suivante :
∂tf + cω · ∇xf + ∇ω · (Ff) = D∆ωf, (6)
F (x, ω, t) = ν (Id− ω ⊗ ω)ω̄(x, ω, t), (7)
ω̄(x, ω, t) =

J(x, ω, t)

|J(x, ω, t)| , J(x, ω, t) =

∫

y∈R2, υ∈S1

K(|x− y|, y − x

|x− y| · ω) υ f(y, υ, t) dy dυ . (8)On a don
 simplement ajouté la dépendan
e en ω dans J par rapport au modèle de [2℄.4



3 La limite hydrodynamique3.1 Changement d'é
helleAprès un 
hangement d'é
helle adéquat (on divise l'é
helle spatiale par c
ν
et on mul-tiplie l'é
helle temporelle par ν), on obtient une nouvelle é
riture du système :

∂tf + ω · ∇xf + ∇ω · (Ff) = d∆ωf, (9)
F (x, ω, t) = (Id− ω ⊗ ω)ω̄(x, ω, t), (10)
ω̄(x, ω, t) =

J(x, ω, t)

|J(x, ω, t)| , J(x, ω, t) =

∫

y∈R2, υ∈S1

K(|x− y|, y − x

|x− y| · ω) υ f(y, υ, t) dy dυ ,(11)qui dépend uniquement du paramètre sans dimension d et de la fon
tion K.On s'intéresse à la dynamique du système à grande é
helle spatio-temporelle. On diviseles é
helles par un paramètre ε, ave
 ε ≪ 1. Le système s'é
rit alors :
ε(∂tf

ε + ω · ∇xf
ε) = −∇ω · (F εf ε) + d∆ωf

ε, (12)
F ε(x, ω, t) = (Id− ω ⊗ ω) ω̄ε(x, ω, t), (13)
ω̄ε(x, ω, t) =

Jε(x, ω, t)

|Jε(x, ω, t)| , J
ε(x, ω, t) =

∫

y∈R2, υ∈S1

K(|x− y|1
ε
,
y − x

|x− y| · ω) υ f ε(y, υ, t) dy dυ ,(14)On s'intéresse à la limite (formelle) de 
e problème quand ε tend vers 0.On développe d'abord ω̄ε selon ε, dans le lemme suivant, qui nous permet d'avoir unterme d'ordre ε en plus, par rapport à [2℄ :Lemme 1 On a le développement suivant :
ω̄ε(x, ω, t) = Ωε(x, t) + εκ (ω · ∇x) Ωε(x, t) +O(ε2) , (15)où κ est une 
onstante, dépendant du noyau, et où

Ωε(x, t) =
jε(x, t)

|jε(x, t)| , et jε(x, t) =

∫

υ∈S1

υ f ε(x, υ, t) dυ , (16)DémonstrationJe renvoie à mon mémoire de M2 pour la démonstration. On obtient que κ > 0
orrespond à une observation � vers l'avant �. ⋄On peut don
 ensuite reporter 
e
i dans le système (12) - (14), en faisant un dévelop-pement de F ε(x, ω, t), et on obtient
F ε(x, ω, t) = F ε

0 (x, ω, t) + εκGε
0(x, ω, t) +O(ε2) . (17)On désigne par ∇xΩ le � gradient � du ve
teur Ω : (∇xΩ)ij = ∂xi

Ωj . On note T latransposée pour les opérateurs. On utilise en�n le symbole � : � pour désigner la � 
ontra
-tion � de deux opérateurs (si A = (Aij) et B = (Bij) alors A : B =
∑

i,j=1,...,nAijBij, 
'estla tra
e de ABT ). On obtient don
 : 5



Gε
0(x, ω, t) = (∇xΩ

ε)Tω − (ω ⊗ ω : ∇xΩ
ε)ω (18)On introduit alors les opérateurs P et Q suivants :

Q(f) = −∇ω · (FΩ[f ]f) + d∆ωf, (19)
P (f) = ∇ω · (GΩ[f ]f), (20)
FΩ(ω) = (Id− ω ⊗ ω)Ω, (21)
GΩ(ω) = (∇xΩ)Tω − (ω ⊗ ω : ∇xΩ)ω , (22)

Ω[f ] =
j[f ]

| j[f ] | , et j[f ] =

∫

ω∈S1

ω f(., ω) dω . (23)On obtient don
 au �nal la proposition suivante :Proposition 1Le développement du modèle 
inétique (6)-(8), à grande é
helle spatio-temporelle, estdonné par
ε(∂tf

ε + ω · ∇xf
ε + κP (f ε)) = Q(f ε) +O(ε2) , (24)où les opérateurs P et Q sont donnés par les formules (19)-(23).On note que l'opérateur P , 
ontrairement à Q, n'agit pas uniquement sur la variableangulaire ω, il agit également sur la variable spatiale x.On étudie alors les propriétés de l'opérateur Q, en tant qu'opérateur agissant sur lesfon
tions de ω, en analogie ave
 un modèle 
inétique 
ollisionnel 
lassique.3.2 Propriétés de QDans l'arti
le [2℄, 
'est à 
e niveau que le 
on
ept d'invariant 
ollisionnel généralisé estintroduit. Je reformule i
i les résultats de l'arti
le en dimension 2, pour plus de simpli
ité,mais en fait 
e sont les mêmes qu'en dimension 3.On 
ommen
e par 
her
her les solutions d'équilibre, i.e. les fon
tions f qui annulentl'opérateur Q. On dé�nit

MΩ(ω) = C exp(
ω · Ω
d

),

∫

ω∈S1

MΩ(ω) dω = 1 . (25)La 
onstante C est 
hoisie pour normaliser MΩ, elle dépend seulement de d, pas de Ω.On a le lemme suivant :Lemme 2 (i) On peut é
rire l'opérateur Q de la façon suivante :
Q(f) = d ∇ω ·

[

MΩ[f ]∇ω

(

f

MΩ[f ]

)]

. (26)6



De plus, on a
H(f) :=

∫

ω∈S1

Q(f)
f

MΩ[f ]

dω = −d
∫

ω∈S1

MΩ[f ]

∣

∣

∣

∣

∇ω

(

f

MΩ[f ]

)
∣

∣

∣

∣

2

dω ≤ 0. (27)(ii) Les équilibres, i.e. les fon
tions f(ω) telles que Q(f) = 0 forment une variété E dedimension 2 donnée par
E = {ρMΩ(ω) | ρ ∈ R

∗

+, Ω ∈ S1} , (28)Le paramètre ρ est la masse totale et Ω est la dire
tion du �ux de ρMΩ(ω) :
∫

ω∈S1

ρMΩ(ω) dω = ρ (29)
Ω =

j[ρMΩ]

| j[ρMΩ] | , j[ρMΩ] =

∫

ω∈S1

ρMΩ(ω)ω dω. (30)De plus, H(f) = 0 si et seulement si f = ρMΩ pour un 
ertain ρ ∈ R
∗
+ et un 
ertain

Ω ∈ S1.I
i, Ω joue le même r�le que la vitesse moyenne pour la Maxwellienne 
lassique, endynamique des gaz, et le r�le de la température est joué par d.On peut é
rire le �ux, après un 
al
ul simple :
j[ρMΩ] = 〈cos θ〉M ρΩ, (31)où pour toute fon
tion g, le symbole 〈g(cos θ)〉M désigne la moyenne de g 
ontre la densité

MΩ, i.e.
〈g(cos θ)〉M =

∫

ω∈S1

MΩ(ω)g(ω · Ω) dω =

∫ π

−π
g(cos θ) exp( cos θ

d
) dθ

∫ π

−π
exp( cos θ

d
) dθ

(32)
=

∫ π

0
g(cos θ) exp( cos θ

d
) dθ

∫ π

0
exp( cos θ

d
) dθ

, (33)la dernière égalité dé
oulant de la parité.On note que 〈g(cos θ)〉M dépend seulement de d et pas de Ω.On veut déterminer maintenant les invariants 
ollisionnels de Q, i.e. les fon
tions ψ(ω)(su�samment régulières) telles que
∫

ω∈S1

Q(f)ψ dω = 0, ∀f. (34)D'après (26), 
e
i peut être reformulé 
omme 
e
i
∫

ω∈S1

f

MΩ[f ]

∇ω · (MΩ[f ]∇ωψ) dω = 0, ∀f. (35)Les 
onstantes sont évidement des invariants 
ollisionnels. Comme il n'y a pas de 
onser-vation du moment, il n'y a pas d'autre relation de 
onservation évidente. On a don
 desinvariants 
ollisionnels dans un espa
e ve
toriel de dimension 1, alors que la variété des7



équilibres est de dimension 2. C'est i
i que l'on introduit les invariants de 
ollisionnelsgénéralisés, a�n de ne pas manquer d'équations pour Ω à la limite ε → 0.On 
hange légèrement le point de vue, en �xant Ω ∈ S1 arbitrairement. On a�aiblit(35) en demandant qu'elle soit valable seulement pour tout f dont le �ux est aligné ave

Ω, i.e. Ω[f ] × Ω = 0, ou en
ore :

0 = Ω × j[f ] =

∫

ω∈S1

f (Ω × ω) dω. (36)Don
 pour Ω �xé, on veut trouver tous les ψ tels que
∫

ω∈S1

f

MΩ
∇ω · (MΩ∇ωψ) dω = 0, ∀f tels que ∫

ω∈S1

f (Ω × ω) dω = 0. (37)On peut voir 
e
i 
omme une 
ontrainte linéaire, et trouver les invariants de 
ollisiongénéralisés revient au problème qui suit. Etant donné Ω ∈ S1, trouver tous les ψ tels qu'ilexiste β ∈ R, et qu'on ait, en désignant par × le déterminant de deux ve
teurs de R
2 :

∫

ω∈S1

f

MΩ
{∇ω · (MΩ∇ωψ) − β(Ω × ω)MΩ} dω = 0, ∀f. (38)Ce
i étant valable pour tout f , on tombe immédiatement sur le problème suivant pourdéterminer ψ :

∇ω · (MΩ∇ωψ) = βΩ × ωMΩ. (39)C'est un problème linéaire, et l'ensemble CΩ des invariants 
ollisionels généralisés as-so
iés à Ω est un espa
e ve
toriel de dimension 2 engendré par {1, ψ}, ave
 une expressionexpli
ite pour ψ que l'on peut obtenir juste en intégrant (on pose cos θ = Ω · ω).En e�et, les 
onstantes étant é
artées, on 
her
he les solutions de (39) qui sont demoyenne nulle. La fon
tion ψ est l'unique solution 2π-périodique et de moyenne nulle(solution dans l'espa
e ◦

H1(S1) obtenue en appliquant le théorème de Lax-Milgram, parexemple) de
∂θ(M(cos θ)∂θψ) = sin θM(cos θ) . (40)Alors, en dé
omposant ψ suivant sa partie paire et impaire, on obtient que ψ est im-paire. D'où ψ(0) = ψ(π) = 0. On peut alors voir ψ 
omme l'unique solution de l'équationelliptique (40) sur [0, π] ave
 
ondition homogène de Diri
hlet. On peut de plus obtenirune expression exa
te pour ψ en posant

ψ0(θ) = −
∫ θ

0

(
∫ π

β

sinα exp
(cosα

d

)

dα

)

exp

(

−cos β

d

)

dβ et (41)
ψ∞(θ) =

∫ θ

0

exp

(

−cos β

d

)

dβ , (42)On a alors : 8



ψ(θ) = ψ0(θ) −
ψ0(π)

ψ∞(π)
ψ∞(θ). (43)On défninit alors la fon
tion g 
omme g(cos θ) = ψ(θ) pour θ ∈ [0, π], et on dé�nit lafon
tion h 
omme h(µ) =

g(µ)
√

1 − µ2
, de sorte que l'on peut é
rire

ψ(ω) = (Ω × ω) h(Ω · ω) (44). Ces 
al
uls expli
ites permettront par la suite de pouvoir obtenir des développementsasymptotiques des 
oe�
ients obtenus dans la limite hydrodynamique.3.3 Limite quand ε→ 0La méthode pour obtenir la limite formelle du modèle est la suivante. On suppose alorsque f → f ε quand ε → 0. Alors Q(f) = 0, et par le lemme 2, f = ρMΩ, ave
 ρ ≥ 0 et
Ω ∈ S. On intègre l'équation 
inétique du modèle de 
hamp moyen � res
alé � (24) 
ontreun invariant 
ollisionnel (généralisé ou pas), 
e qui fait disparaitre le terme d'ordre 0 en
ε, et on suppose que toutes les 
onvergen
es ont lieu sans problème, et que tout est assezrégulier. Le but est d'obtenir des équations sur ρ et sur Ω.La mulipli
ation par l'invariant 
onstant et l'intégration sur S nous donne la 
onser-vation de la masse

∂tρ
ε + ∇x · jε = 0, (45)On obtient à la limite ε → 0

∂tρ+ ∇x · (c1ρΩ) = 0, (46)puisque, d'après (31), j = c1ρΩ ave
 c1 = 〈cos θ〉M .C'est pour obtenir l'équation sur Ω que l'on a besoin des invariants généralisés. Onmultiplie (24) par ~ψε = h(ω · Ω[f ε]) (Ω[f ε] × ω) (l'invariant généralisé asso
ié à Ω[f ε]), eton intègre par rapport à ω sur S1. Ce
i fait disparaître le terme en Q(f ε), puisque le �uxde f ε est dirigé suivant Ω[f ε].On obtient don
, en divisant par ε,
∫

ω∈S1

(∂tf
ε + ω · ∇xf

ε + κP (f ε) +O(ε)) h(ω · Ω[f ε]) Ω[f ε] × ω dω . (47)Sous toutes nos hypothèses de régularité, à la limite ε→ 0, on obtient don

Ω ×X = 0 , X :=

∫

ω∈S1

(∂t(ρMΩ) + ω · ∇x(ρMΩ) + κP (ρMΩ)) h(ω · Ω)ω dω , (48)
e qui revient à dire que (Id− Ω ⊗ Ω)X = 0.Il faut don
 rajouter dans le 
al
ul les termes provenant du terme en P , par rapportà l'arti
le [2℄ où on obtenait, en distribuant les dérivations :
∂t(ρMΩ) + ω · ∇x(ρMΩ) = MΩ

[

∂tρ+ ω · ∇xρ+ d−1ρ(ω · ∂tΩ + (ω ⊗ ω) : ∇xΩ )
]

. (49)9



On é
rit d'abord P (ρMΩ) sous la forme ρ∇ω · AΩ(ω), ave

AΩ(ω) = MΩGΩ(ω) (50)

= MΩ( (∇xΩ)Tω − (ω ⊗ ω : ∇xΩ)ω), (51)où on a posé cos θ = Ω · ω, et où la fon
tion MΩ ne dépend que de cos θ.On a, après intégration par parties,
∫

ω∈S1

∇ω · AΩ(ω) h(ω · Ω)ωdω = −
∫

ω∈S1

(hAΩ(ω) + AΩ(ω) · Ω ḣ(ω · Ω)ω) dω (52)
= −

∫

ω∈S1

BΩ(ω) dω , (53)ave
, en développant
BΩ(ω) = MΩh (∇xΩ)Tω +MΩ ḣ (((∇xΩ)T ω) · Ω)ω

−MΩ h (ω ⊗ ω : ∇xΩ)ω −MΩ ḣ cos θ(ω ⊗ ω : ∇xΩ)ω (54)
= MΩ h

(

(∇xΩ)T ω + η (ω ⊗ ω : ∇xΩ)ω
)

, (55)où la fon
tion η = −1 − ḣ

h
cos θ ne dépend que de cos θ, et où on a éliminé le deuxièmeterme puisque Ω est un ve
teur unitaire et que ((∇xΩ)T ω)·Ω = ω·(∇xΩ Ω) = ω·(1

2
∇x|Ω|2).En utilisant (53), (49), et (44), on obtient don
 en regroupant les termes :

X =

∫

ω∈S1

[

∂tρ+ ω · (∇xρ+ d−1ρ∂tΩ) + ρ(d−1 − κη)(ω ⊗ ω) : ∇xΩ )
]

ω hMΩ dω

−
∫

ω∈S1

κρ(∇xΩ)T ωhMΩ dω . (56)On désigne par X1, X2, X3, X4 les quatre termes obtenus.On va les 
al
uler en é
rivant ω en 
oordonnées polaires, dans une base (e1,Ω), 
e quinous donne ω = (− sin θ, cos θ).On peut déjà traiter le premier et le dernier terme fa
ilement.En e�et, X1 = ∂tρ
∫

ω∈S1

hMΩ ω dω = ∂tρ〈cos θ h〉M Ω est orienté selon Ω et don

(Id− Ω ⊗ Ω)X1 = 0. (57)Ensuite, X4 = −κρ(∇xΩ)T Ω〈cos θ h〉M , est un terme orthogonal à Ω (on peut réé
rire

(∇xΩ)T Ω 
omme (Ω · ∇x)Ω, et Ω est unitaire). On obtient don

(Id− Ω ⊗ Ω)X4 = X4 = −κρ〈cos θ h〉M(Ω · ∇x)Ω. (58)Pour les deux autres termes, le résultat va un peu plus 
al
ulatoire.Pour X2, on a simplement besoin de 
al
uler I2(γ) =

∫

ω∈S1

ω ⊗ ω γMΩ dω pour unefon
tion de cos θ arbitraire γ, puisqu'alors X2 = I2(h)∇xρ+ d−1ρI2(h)∂tΩ.Après 
al
uls, on a
∫

ω∈S1

ω ⊗ ω γMΩ dω = 〈sin2 θ γ〉M(Id− Ω ⊗ Ω) + 〈cos2 θ γ〉MΩ ⊗ Ω . (59)10



En prenant la 
omposante orthogonale à Ω, on ne garde que le premier terme à 
haquefois. En utilisant le fait que ∂tΩ est orthogonal à Ω, on obtient don
 au �nal :
(Id− Ω ⊗ Ω)X2 = 〈sin2 θ h〉M(Id− Ω ⊗ Ω)∇xρ+ d−1ρ〈sin2 θ h〉M∂tΩ , (60)Il nous reste à 
al
uler le terme en X3. C'est le même type de 
al
ul, mais il est unpeu plus 
ompliqué.

∫

ω∈S1

ω ⊗ ω ⊗ ω γMΩ dω = 〈sin2 θ cos θ γ〉M((Id− Ω ⊗ Ω) ⊗ Ω + Ω ⊗ (Id− Ω ⊗ Ω) +

+[(Id− Ω ⊗ Ω) ⊗ Ω ⊗ (Id− Ω ⊗ Ω)]:24)

+〈cos3 θ γ〉M Ω ⊗ Ω ⊗ Ω, (61)I
i, � : 24 � désigne la 
ontra
tion des indi
es 2 et 4, 
e qui signi�e simplementque, si l'on est dans une base orthonormée (e1,Ω), (

∫

ω∈S1

ω ⊗ ω ⊗ ω γMΩ dω
)

ijk
vaut

〈sin2 θ cos θ γ〉M si le triplet (i, j, k) vaut (1, 1, 2), (1, 2, 1), ou (2, 1, 1), qu'il vaut 〈cos3 θ γ〉M ,si le triplet (i, j, k) vaut (2, 2, 2) et qu'il est nul dans les autres 
as (pour des raisons de pa-rité, les intégrales sur la sphère ne peuvent être non nulles que si le terme � sin θ �apparaîtun nombre pair de fois).On veut 
al
uler en fait ∫

ω∈S1

(ω⊗ω : ∇xΩ) γ ωMΩ dω, 
e qui peut s'é
rire de la manièresuivante (on utilise la 
onvention de sommation d'Einstein) :
(

∫

ω∈S1

ω ⊗ ω ⊗ ω γMΩ dω

)

: ∇xΩ =

(
∫

ω∈S1

ω ⊗ ω ⊗ ω γMΩ dω

)

ijk

∂xj
Ωk =

= 〈sin2 θ cos θ γ〉M((Id− Ω ⊗ Ω)ijΩk∂xj
Ωk + Ωi(Id− Ω ⊗ Ω)jk∂xj

Ωk +

+(Id− Ω ⊗ Ω)ikΩj∂xj
Ωk)

+〈cos3 θ γ〉M ΩiΩjΩk∂xj
Ωk. (62)Comme Ω est unitaire, Ωk∂xj

Ωk = 1
2
∂xj

(|Ω|2) = 0, 
e qui annule le premier et le dernierterme de la somme. On obtient don

∫

ω∈S1

(ω ⊗ ω : ∇xΩ) γ ωMΩ dω = 〈sin2 θ cos θ γ〉M((Id− Ω ⊗ Ω) : (∇xΩ)) Ω +

+〈sin2 θ cos θ γ〉M (Id− Ω ⊗ Ω)((Ω · ∇x)Ω). (63)Le premier terme est parallèle à Ω, et (Ω · ∇x)Ω est orthogonal à Ω (en
ore une fois par
equ'il est unitaire). On simpli�e de nouveau lorsqu'on applique Id− Ω ⊗ Ω :
(Id− Ω ⊗ Ω)

(
∫

ω∈S1

(ω ⊗ ω : ∇xΩ) γ ωMΩ dω

)

= 〈sin2 θ cos θ γ〉M (Ω · ∇x)Ω. (64)On obtient don
 le dernier terme :
(Id− Ω ⊗ Ω)X3 = ρ〈sin2 θ cos θ (d−1 − κη) h〉M (Ω · ∇x)Ω. (65)On peut alors tout regrouper, et é
rire que (Id− Ω ⊗ Ω)X = 0 équivaut à

〈sin2 θ h〉M(Id− Ω ⊗ Ω)∇xρ+ d−1ρ〈sin2 θ h〉M∂tΩ

+〈sin2 θ cos θ (d−1 − κη) h〉M (Ω · ∇x)Ω − κρ〈cos θ h〉M(Ω · ∇x)Ω = 0. (66)11



En divisant par 〈sin2 θ h〉M , on se retrouve dans le même 
as que dans [2℄, seule la
onstante c2 est 
hangée. En ré
upérant l'équation de 
onservation de la masse (46), et
ette équation sur Ω, on obtient don
 le modèle ma
ros
opique �nal de l'algorithme deCouzin-Vi
sek :
∂tρ+ ∇x · (c1ρΩ) = 0. (67)
ρ (∂tΩ + c2(Ω · ∇)Ω) + d (Id− Ω ⊗ Ω)∇xρ = 0, (68)où, en reprenant la dé�nition η = −1 − ḣ

h
cos θ, en utilisant la notation 〈g〉γ M =

〈g γ〉M
〈γ〉M

, et en faisant le plus de simpli�
ations possibles, (notamment en intégrant parparties) on a :
c1 = 〈cos θ〉M . (69)

c2 = 〈cos θ(1 − κ cos θ − 2κd)〉sin θgM . (70)En résumé on a retrouvé le théorème prin
ipal de [2℄, même dans le 
as d'un noyaud'observation non-isotrope :Théorème 1La limite de f ε lorsque ε → 0 est donnée (formellement) par f 0 = ρMΩ, où ρ = ρ(x, t) ≥ 0est la masse totale de f 0 et Ω = Ω(x, t) ∈ S1 est le ve
teur dire
teur unitaire de son �ux :
ρ(x, t) =

∫

ω∈S1

f 0(x, ω, t) dω, (71)
Ω =

j

|j| , j(x, t) =

∫

ω∈S1

f 0(x, ω, t)ω dω. (72)La fon
tion MΩ, donnée 
omme fon
tion de ω · Ω est dé�nie uniquement à partir de d :
MΩ(ω) = C exp(

ω · Ω
d

), (73)où la 
onstante C est 
hoisie pour normaliser MΩ : ∫

S1

MΩ(ω) dω = 1 (elle dépend don
seulement de d, pas de Ω).De plus, ρ(x, t) et Ω(x, t) satisfont le système d'EDP du premier ordre suivant :
∂tρ+ ∇x · (c1ρΩ) = 0. (74)
ρ (∂tΩ + c2(Ω · ∇)Ω) + d (Id− Ω ⊗ Ω)∇xρ = 0, (75)où les vitesses de 
onve
tion c1 et c2 sont donnés par (69) et (70).Au niveau de l'interpétation, le 
oe�
ient c2 représente la vitesse à laquelle se propagel'information sur les perturbations (de l'orientation) du système. Et le � �uide � obtenu,lui, se dépla
e à la vitesse c1 < 1 suivant Ω (
e
i est normal : il se dépla
e plus lentementque les parti
ules initiales, qui allaient à la vitesse 1, du fait de la di�usion, et on verrapar la suite que lorsque la di�usion est faible, c1 est en e�et pro
he de 1).Le but est d'observer 
omment se 
omporte c2 par rapport à c1, en fon
tion de ladi�usion d et du paramètre d'observation κ.12



3.4 Hyperboli
itéOn fait un dernier 
hangement d'é
helle (qui revient à dire que les parti
ules se dé-pla
ent à la vitesse 1
c1

et le �uide à la vitesse 1), et en posant c =
c2

c1
et λ =

d

c1
, on seramène au système suivant :

∂tρ+ ∇x · (ρΩ) = 0. (76)
ρ (∂tΩ + c(Ω · ∇)Ω) + λ (Id− Ω ⊗ Ω)∇xρ = 0, (77)Pour montrer que 
e système est hyperbolique, on se pla
e dans une base orthonormalearbitraire (e1, e2), on pose Ω = (cos θ, sin θ), et on 
her
he les solutions qui ne dépendentpas de la deuxième variable. On tombe sur le système suivant :

∂tρ+ cos θ ∂xρ− ρ sin θ ∂xθ = 0. (78)
∂tθ + c cos θ ∂xθ − λ sin θ ∂x ln ρ = 0.. (79)On peut l'é
rire sous la forme
(

∂tρ

∂tθ

)

+ A(ρ, θ)

(

∂zρ

∂zθ

)

= 0, (80)ave

A(ρ, θ) =

(

cos θ −ρ sin θ
−λ sin θ

ρ
c cos θ

)

, (81)Dire que le système (76),(77) est hyperbolique équivaut à dire que 
ette matri
e A(ρ, θ)est diagonalisable, 
e qui est vrai : ses deux valeurs propres γ± sont données par
γ± =

1

2

[

(c + 1) cos θ ±
(

(c− 1)2 cos2 θ + 4λ sin2 θ
)1/2

]

, (82)qui sont distin
tes, sauf éventuellement dans le 
as ou sin θ = 0, auquel 
as A est déjàdiagonale.On a don
 bien a�aire à un système hyperbolique.4 Cal
ul asymptotique des 
oe�
ientsOn 
her
he à 
al
uler les 
oe�
ients c =
c2

c1
et λ =

d

c1
lorsque d est très petit ou trèsgrand devant 1.
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4.1 Développement de gJe renvoie à mon mémoire de M2 pour des 
al
uls détaillés (et un peu indigestes).Pour le 
as d → 0, il faut d'abord développer g. Pour le 
as d → ∞ on peut obtenir lesdéveloppements beau
oup plus fa
ilement, en utilisant le développement en série entièrede l'exponentielle. Au �nal on obtient la proposition suivante :Proposition 2La limite hydrodynamique (formelle, après le dernier 
hangement d'é
helle) du modèle
inétique véri�e les équations :
∂tρ+ ∇x · (ρΩ) = 0, (83)
ρ (∂tΩ + c(Ω · ∇)Ω) + λ (Id− Ω ⊗ Ω)∇xρ = 0. (84)Et on a les développements suivants :� quand d→ 0

{

c = 1 − κ +
(

κ
2
− 1

)

d+O(d2),

λ = d+ d2

2
+O(d2)

. (85)� quand d→ ∞
{

c = −5
4
κ d+ 3

8
+O

(

1
d

)

,

λ = 2d2 +O(1)
. (86)Lorsque la di�usion est faible, la 
on
lusion (biologiquement pertinente) est que plusles parti
ules � regardent vers l'avant �(autrement dit, plus κ est grand), plus l'informationsur les perturbations du système se propage rapidement � vers l'arriere � (
'est à dire que

c est plus petit que 1, qui est la vitesse du � �uide �).J'ai 
al
ulé numériquement les di�érents 
oe�
ients, pour m'assurer de la validité demes 
al
uls, je donne i
i un graphique.
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Fig. 1 � Cal
ul numérique du 
oe�
ient c en fon
tion de d, pour des valeurs de κ allantde −1 à 3. Les droites en pointillés 
orrespondent aux développements en 0 et en +∞obtenus pré
édemment.5 Con
lusionOn a pu obtenir le même théorème que dans [2℄. En parti
ulier, on a obtenu un modèleau premier ordre qui est toujours hyperbolique. C'est don
 un modèle qui ne donne pas apriori de phénomène de transition de phase, 
omme on peut en obtenir lorsque le système� traverse des zones d'ellipti
ité �, où lorsqu'on a a�aire à un équilibre qui n'est plusunique.On ne peut don
 pas retrouver ave
 le modèle 
ontinu les phénomènes d'agrégationobservés ave
 l'algorithme dis
ret, dans le 
as d'un bruit faible.On a quand même pu, à l'aide de développements limités, à faible bruit, quanti�erla manière dont le paramètre d'observation � vers l'avant � in�ue sur la propagation del'information sur le système (en parti
ulier sur les perturbations d'orientation).
15
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