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Résumé

La majeure partie de mon stage de M2 a été basée sur l'article de P. Degond et
S. Motsch [2], qui traite de limite hydrodynamique d’un modéle particulaire utilisé
dans la modélisation de bancs de poissons, ou de nuées d’oiseaux. J’ai été amené a
développer certains points proposés dans ’article qui n’avaient pas été encore traités.
Je vais continuer a étudier ce genre de modélisation dans ma thése qui sera également
axée sur I'étude de propriétés géométriques des nuées d’oiseaux.

Le but de l'article [2] est d’établir une limite de type champ moyen (lorsque
le nombre de particules tend vers l'infini) d’'un modéle particulaire décrivant les
interactions entre individus de populations animales, par exemple dans des bancs de
poissons. A partir de ce modeéle de type Fokker-Planck, on cherche alors a obtenir
une limite lorsqu’on observe la population a grande échelle (limite macroscopique,
ou hydrodynamique).

Je présente ici ces trois différentes échelles, ainsi que les calculs que j’ai effectués
pour ajouter la prise en compte d’un angle de vision, et les calculs asymptotiques
des coefficients que 1’on obtient au final, lorsque le bruit est faible ou fort.
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1 Introduction

[’algorithme de Couzin-Vicsek discret [3, 5] est un modéle particulaire de formation
d’essaim a partir d’interactions d’orientation. Il est utilisé pour modéliser le comportement
de populations animales, par exemple des bancs de poissons. Les particules se déplacent a
vitesse constante et, a chaque pas de temps, on réactualise leur orientation en fonction de
la moyenne de celles des particules voisines, avec I’addition d’un bruit. Lorsque le bruit est
faible, des simulations faites avec ce modéle font apparaitre des phénoménes d’agrégation
et d’alignement des particules.

Pour modéliser un banc de poisson qui pourrait atteindre un grand nombre d’indivi-
dus, il peut étre plus efficace de chercher des modéles continus, qui décrirait la population
en termes de moyennes (densité, orientation moyenne) plutot qu’individu par individu. Le
but de I’article [2] est d’établir une limite de type champ moyen (lorsque le nombre de par-
ticules tend vers I'infini) d'un modéle particulaire & temps continu analogue a 1’algorithme
de Couzin-Vicsek discret. On obtient alors un modéle cinétique de type Fokker-Planck et
on cherche & en obtenir une limite lors d’une observation a grande échelle (limite macro-
scopique, ou hydrodynamique).

Je présente ici les modéles particulaire et de type champ moyen dans la partie 2, ainsi
que les calculs que j’ai effectués pour ajouter la prise en compte d’un angle de vision et
obtenir la limite hydrodynamique dans la partie 3. Enfin, dans la partie 4, j’ai effectué les
calculs asymptotiques des coefficients que 1’on obtient pour cette limite hydrodynamique,
lorsque le bruit est faible ou fort.

2 Obtention du modéle cinétique

Je présente ici les résultats initiaux obtenus dans [2], sur lesquels je me suis basé, avec
une toute légére modification au niveau de 'opérateur « d’observation » K.

2.1 Le modéle particulaire

C’est une version en temps continu [2| que l'on considére ici, obtenue & partir de
I’algorithme de Cousin-Vicsek discret : dans la version discréte, on considére N particules
ponctuelles dans R? (ou R3, je prendrai la dimension 2 ici ar souci de simplicité) indexées
par k, de positions X}, qui se déplacent & une vitesse constante c¢. On donne donc seulement,
leurs orientations sur la sphére unité, wy € S;. A chaque intervalle de temps, les particules
se déplacent selon leur direction et leur vitesse, puis changent leur orientation par la
moyenne des orientations de leurs voisines (plus un certain bruit : Vicsek et al ont obtenu
expérimentalement [5] qu’en dega d’une valeur seuil du bruit, une dynamique cohérente
apparait au bout d’un certain temps et les particules sont presque alignées).

La version en temps continu obtenue dans [2|, sans le bruit, est le systéme d’'EDO
suivant :

X,
d—tk = CWk, (1)
% = v (Id — wp ® wy)wg (2)



Ici, v est la fréquence caractéristique de réaction pour la réorientation de la particule, qui
est absente dans le modéle en temps discret, puisqu’on ne fait pas de différence entre le
temps de réaction pour la réorientation et le pas de temps.

L’opérateur Id — wy ® wy est 'opérateur de projection orthogonalement a wy, pour que
I’équation permette de conserver wy sur la sphére unité : en prenant le produit scalaire de
(2) par wy, on obtient bien que %% Ljw (2 = 0.

Enfin @, est l'orientation moyenne des particules autour de la particule k. On consi-
dérera dans la suite le cas d'une observation non isotrope. On prendra donc une moyenne

de la forme suivante

J
Wy, = ﬁ7 Je =Y K(X; - Xy, wp)wj, (3)
J

ou K est le noyau d’observation, qui permet de donner plus de poids a certaines
directions ou certaines distances. On le prendra ici dépendant seulement de la distance
X; — X,
| X — Xl
de la particule et la direction de la droite joignant les deux particules. Par exemple, si on
veut juste faire la moyenne uniforme sur les particules situées a une distance inférieure a
R (comme dans le modéle original de 1’algorithme de Couzin-Vicsek), on prendra pour K
I'indicatrice de la boule de rayon R.

Lorsqu’on garde un bruit, on obtient cette fois ci pour le modéle particulaire, un
systéme d’équations différentielles stochastiques :

| X; — X}| entre les particules et de - Wy, le cosinus de ’angle entre ’orientation

dX
d—tk = Ccwy, (4)
dwk = (Id —WE ® wk)(y Wi dt + V 2D dBt), (5)

ol B; est un mouvement brownien standard. C’est a partir de ce modéle que 1’on cherche
a obtenir une limite de champ moyen.

2.2 La limite de type champ moyen

Ici on redonne les résultats de [2], lorsque le nombre de particules N tend vers I'infini.
Les résultats sont exactement les mémes, on a seulement autorisé la forme du noyau a
étre un peu plus générale.

On obtient donc, formellement, comme limite du systéme stochastique pour les parti-
cules (4), (5), ’équation de Kolmogorov-Fokker-Planck suivante :

Of +cw-Vof +V, - (Ff)=DA,f, (6)
Fz,w,t) =v(Id —w®w)w(z,w,t), (7)
oz, w,t) = %, J(z,w,t) = yERQI’i(Jle -y, lz:; ~w)vu fy,v,t)dydv . (8)

On a donc simplement ajouté la dépendance en w dans J par rapport au modéle de [2].



3 La limite hydrodynamique

3.1 Changement d’échelle

c
Aprés un changement d’échelle adéquat (on divise I’échelle spatiale par — et on mul-
v

tiplie I’échelle temporelle par v), on obtient une nouvelle écriture du systéme :

F(z,w,t) = (Id —w®w)w(z,w,t), (10)
. _ J(zw,i) _ _y =
w(wiat) - ma J(wiat) - ngf,(vgsl; y|a |l‘ _ y| w) Uf(yvvvt) d’yd’l),(].].)

qui dépend uniquement du paramétre sans dimension d et de la fonction K.
On s’intéresse a la dynamique du systéme a grande échelle spatio-temporelle. On divise
les échelles par un paramétre ¢, avec € < 1. Le systéme s’écrit alors :

(O +w - Vof?) ==V (Ff7) +dA,f*, (12)

Fe(z,w,t) = (Id —w®w) o (z,w,t), (13)

_ JE(z,w,t) 1 y—=x

W (r,w,t) = ————=, J(r,w,t) = | K(|x —y|-, cw)v [ (y,v,t)dydv,(14
( ) ‘Je(.’,lj‘7(,u7t)‘ ( ) yGR(2|,v€S1 |€ ‘l’—y| ) ( ) ( )

On s’intéresse a la limite (formelle) de ce probléme quand ¢ tend vers 0.
On développe d’abord @w® selon €, dans le lemme suivant, qui nous permet d’avoir un
terme d’ordre ¢ en plus, par rapport a [2] :

Lemme 1 On a le développement suivant :
0 (z,w,t) = Q(2,1) + ek (w- V) Q(x,t) + O(?) (15)

ol Kk est une constante, dépendant du noyau, et ot

O (z,t) = L, et j(z,t) = / v fé(z,v,t)dv, (16)
vESy

Démonstration

Je renvoie & mon mémoire de M2 pour la démonstration. On obtient que £ > 0
correspond a une observation « vers I'avant ». ¢

On peut donc ensuite reporter ceci dans le systéme (12) - (14), en faisant un dévelop-
pement de F°(x,w,t), et on obtient

Fe(z,w,t) = F§(z,w,t) + er Gy (z,w, t) + O(e?) . (17)

On désigne par V,Q le « gradient » du vecteur Q : (V,Q);; = 9,,Q;. On note T la
transposée pour les opérateurs. On utilise enfin le symbole « : » pour désigner la « contrac-
tion » de deux opérateurs (si A = (A;;) et B = (B;;) alors A: B =" A;;B;j, c’est
la trace de ABT). On obtient donc :

i,j=1,..n ij>



Gi(r,w,t) = (Vo) w—(wew: V,.0)w (18)

On introduit alors les opérateurs P et () suivants :

QUf) = =V (Fopf)+dAuf, (19)

P(f) = Vo (Gagpl) (20)

Folw) = (Id—w®w)Q, (21)

Gow) = (V. 'w—(wew: V,.Q)w, (22)
= ilf] e 'l = w w) dw

o) = g e = [ wrtwd. (23)

On obtient donc au final la proposition suivante :

Proposition 1
Le développement du modeéle cinétique (6)-(8), a grande échelle spatio-temporelle, est
donné par

(@S +w - Vof+rP(f)) = Q(f) + O(?), (24)
ol les opérateurs P et QQ sont donnés par les formules (19)-(23).

On note que 'opérateur P, contrairement a (), n’agit pas uniquement sur la variable
angulaire w, il agit également sur la variable spatiale x.

On étudie alors les propriétés de 'opérateur (), en tant qu’opérateur agissant sur les
fonctions de w, en analogie avec un modeéle cinétique collisionnel classique.

3.2 Propriétés de @)

Dans Darticle [2], ¢’est a ce niveau que le concept d’invariant collisionnel généralisé est
introduit. Je reformule ici les résultats de ’article en dimension 2, pour plus de simplicité,
mais en fait ce sont les mémes qu’en dimension 3.

On commence par chercher les solutions d’équilibre, i.e. les fonctions f qui annulent
I'opérateur ). On définit

w -
Mg (w) = C’exp(T), Mo(w)dw =1. (25)

WES

La constante C' est choisie pour normaliser Mg, elle dépend seulement de d, pas de 2.
On a le lemme suivant, :

Lemme 2 (i) On peut écrire l'opérateur QQ de la fagon suivante :

Qf) = d V... [Mmﬂvw ( / )] | (26)



De plus, on a

2

dw < 0. (27)

: -
dw = —d Moy | V.,
wESy MQ[ﬁ wEeSy ]

Mﬂ[f])

(11) Les équilibres, i.e. les fonctions f(w) telles que Q(f) = 0 forment une variété € de
dimension 2 donnée par

E={pMa(w) | peRL, QeS}, (28)

Le parametre p est la masse totale et ) est la direction du flux de pMq(w) :

| oMy =p (29)
O %, ilpMa] = /  PMa(u)wda. (30)

De plus, H(f) = 0 si et seulement si f = pMq pour un certain p € R* et un certain
Qes;.

Ici, ©2 joue le méme role que la vitesse moyenne pour la Maxwellienne classique, en
dynamique des gaz, et le role de la température est joué par d.
On peut écrire le flux, aprés un calcul simple :

JlpMa] = (cos 0)ar pt2, (31)

ou pour toute fonction g, le symbole (g(cos0)),, désigne la moyenne de g contre la densité
MQ, i.e.

ffﬂg(cos@) exp(<=?) df

(g(cosO))yy = - Mg (w)g(w - Q) dw ™ exp(=7) dg (32)
Jo 9(cos0) exp(32) do
JTexp(e==2)ds )

la derniére égalité découlant de la parité.

On note que (g(cosf))y dépend seulement de d et pas de Q.

On veut déterminer maintenant les invariants collisionnels de @), i.e. les fonctions ¢ (w)
(suffisamment réguliéres) telles que

. QUf)dw=0, Vf. (34)

D’aprés (26), ceci peut étre reformulé comme ceci

S

wEST Mg[ﬂ

Les constantes sont évidement des invariants collisionnels. Comme il n’y a pas de conser-
vation du moment, il n’y a pas d’autre relation de conservation évidente. On a donc des
invariants collisionnels dans un espace vectoriel de dimension 1, alors que la variété des
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équilibres est de dimension 2. C’est ici que 'on introduit les invariants de collisionnels
généralisés, afin de ne pas manquer d’équations pour €2 a la limite ¢ — 0.
On change légérement le point de vue, en fixant ) € S; arbitrairement. On affaiblit

(35) en demandant qu’elle soit valable seulement pour tout f dont le flux est aligné avec
Q, ie. Q[f] x 2 =0, ou encore :

0=Qxj[f]= f(Q X w)dw. (36)
wEST
Donc pour €2 fixé, on veut trouver tous les ¢ tels que
/ iVW (MqV,p)dw =0, V[ tels que f(Q X w)dw=0. (37)
wESy MQ wEST

On peut voir ceci comme une contrainte linéaire, et trouver les invariants de collision
généralisés revient au probléme qui suit. Etant donné 2 € S;, trouver tous les ¢ tels qu’il
existe 3 € R, et qu’on ait, en désignant par x le déterminant de deux vecteurs de R? :

/ ML (Vo - (MaVot)) — B(Q x w) Mg} dw =0, Yf. (38)
weS Q

Ceci étant valable pour tout f, on tombe immédiatement sur le probléme suivant pour
déterminer v :

Ve (MoVo1)) = BQ x wMq. (39)

C’est un probléme linéaire, et I'ensemble Cq, des invariants collisionels généralisés as-
sociés a (2 est un espace vectoriel de dimension 2 engendré par {1, }, avec une expression
explicite pour ¢ que 'on peut obtenir juste en intégrant (on pose cosf = Q - w).

En effet, les constantes étant écartées, on cherche les solutions de (39) qui sont de
moyenne nulle. La fonction ¢ est 'unique solution 27-périodique et de moyenne nulle

(solution dans I’espace H'(S;) obtenue en appliquant le théoréme de Lax-Milgram, par
exemple) de

Og(M (cos 0)g1)) = sinf M(cos @) . (40)
Alors, en décomposant v suivant sa partie paire et impaire, on obtient que ) est im-
paire. D’ot1 ¢(0) = ¢(7) = 0. On peut alors voir ¢/ comme ["unique solution de I'équation

elliptique (40) sur [0, 7| avec condition homogéne de Dirichlet. On peut de plus obtenir
une expression exacte pour ) en posant

Uo(0) = —/09 (/; sina exp (<) da) exp (—Cozﬁ) dp et (41)
velt) = [ Cesp (—“);ﬁ ) a5, (42)

On a alors :




Yo(T)

P(0) = 1(0) — Yoo (0). 43
On défninit alors la fonction g comme g(cos @) = 1(#) pour 6 € [0, 7], et on définit la
fonction A comme h(p) = %, de sorte que l'on peut écrire
—
(W) = (@ X w)h(Q-w) (44)

. Ces calculs explicites permettront par la suite de pouvoir obtenir des développements
asymptotiques des coefficients obtenus dans la limite hydrodynamique.

3.3 Limite quand ¢ — 0

La méthode pour obtenir la limite formelle du modéle est la suivante. On suppose alors
que f — f€ quand € — 0. Alors Q(f) = 0, et par le lemme 2, f = pMg, avec p > 0 et
2 € S. On intégre I’équation cinétique du modéle de champ moyen « rescalé » (24) contre
un invariant collisionnel (généralisé ou pas), ce qui fait disparaitre le terme d’ordre 0 en
g, et on suppose que toutes les convergences ont lieu sans probléme, et que tout est assez
régulier. Le but est d’obtenir des équations sur p et sur 2.

La muliplication par I'invariant constant et I'intégration sur S nous donne la conser-
vation de la masse

8tp€ + V:v 'j€ - 07 (45)
On obtient a la limite e — 0

puisque, d’aprés (31), j = c1pQ avec ¢; = (cos ).

C’est pour obtenir ’équation sur {2 que 'on a besoin des invariants généralisés. On
multiplie (24) par ¢ = h(w - Q[f]) (Q[f?] x w) (I'invariant généralisé associé a Q[f<]), et
on intégre par rapport a w sur S;. Ceci fait disparaitre le terme en Q(f¢), puisque le flux
de f¢ est dirigé suivant Q[f¢].

On obtient donc, en divisant par €,

/ (Ouf* +w - Vo + kP(f7) + O(€)) hw - Q[f*]) Qf] x wdw . (47)
wEST
Sous toutes nos hypothéses de régularité, a la limite € — 0, on obtient donc

OxX=0, X:= (Oi(pMgq) + w - Vi(pMgq) + k P(pMgq)) h(w - Q)wdw, (48)

wEST

ce qui revient a dire que (Id — Q ® Q) X = 0.
Il faut donc rajouter dans le calcul les termes provenant du terme en P, par rapport
a Particle [2] ott on obtenait, en distribuant les dérivations :

O (pMgq) +w - Vo (pMq) = Mq [Op+ w - Vep +d 'p(w- 0,02 + (w@w) : V,Q)] . (49)

9



On écrit d’abord P(pMgq) sous la forme pV,, - Ag(w), avec

= Mo((V.)Tw - (w@w: V.Q)w), (51)

oll on a posé cosf = () - w, et ou la fonction Mg ne dépend que de cos 6.
On a, apreés intégration par parties,

/GS V. - Ao(w) h(w - Q) wdw = —/ES (h Aa(w) + Ao(w) - Qh(w - Q) w) dw (52)
= —/ES Bg(w) dw, (53)

avec, en développant

Bo(w) = Mah (V) Tw+ Mo h (V)T w) - Q)w

—Moh(w®w: VeQw— Mgh cosf(w @ w : V,Q)w (54)
= Moh (V.Q) " w+nwew: V,Qu) , (55)
: h . .
ou la fonction n = —1 — 7 cos ) ne dépend que de cosf, et ol on a éliminé le deuxiéme

terme puisque € est un vecteur unitaire et que ((V,Q2)" w)-Q = w-(V,QQ) = w-(3V,|Q]?).
En utilisant (53), (49), et (44), on obtient donc en regroupant les termes :

X = / [0ip+w - (Vop+d 0 Q) + p(d™" — kn)(w@w) : V,Q) | wh Mg dw
wEST

—/ kp(Vo )T wh Mg dw . (56)
wEST

On désigne par X, X, X3, X4 les quatre termes obtenus.

On va les calculer en écrivant w en coordonnées polaires, dans une base (eq, ), ce qui
nous donne w = (—sin @, cosh).

On peut déja traiter le premier et le dernier terme facilement.

En effet, X; = d;p fwegl h Mqw dw = 0yp(cos @ h) s §) est orienté selon Q et donc

(Id— Q®Q) X, =0. (57)

Ensuite, X4 = —rp(V,Q)TQ(cos 0 h) s, est un terme orthogonal & Q (on peut réécrire
(V.)TQ comme (2 V,)Q, et Q est unitaire). On obtient donc

(Id—Q® Q) Xy = Xy = —rp(cos O h)p (- V,)Q. (58)

Pour les deux autres termes, le résultat va un peu plus calculatoire.

Pour X5, on a simplement besoin de calculer I,(y) = waSl w® wvy Mqdw pour une
fonction de cos 6 arbitraire v, puisqu’alors Xy = I5(h)V,p + d~'ply(h)OS.

Aprés calculs, on a

/ w®wy Mgdw = (sin® ) (Id — Q® Q) + (cos® ) Q2 @ Q. (59)
wEST
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En prenant la composante orthogonale a €2, on ne garde que le premier terme a chaque
fois. En utilisant le fait que 0;€2 est orthogonal a €2, on obtient donc au final :

(Id - Q® Q) Xy = (sin? @ h)y(Id — QR Q) V,p + d ' plsin® 0 h) 1,0, (60)

Il nous reste a calculer le terme en X3. C’est le méme type de calcul, mais il est un
peu plus compliqué.

/ WwROwRwyMody = (sin?0cosfV)y(Id-—Q2) @2+ (Id - Qe Q) +
WES

+HId-Q2Q) 0 (Id —Q® Q)].24)
+{cos® 0N N2 Q@ Q, (61)

Ici, «: 24 » désigne la contraction des indices 2 et 4, ce qui signifie simplement
que, si I'on est dans une base orthonormée (eq, (), (fw€S1 WwRwRwy Mg dw)iﬂC vaut
(sin? @ cos 0 y) 5y si le triplet (7, 7, k) vaut (1,1,2), (1,2,1), 0ou (2,1, 1), qu'il vaut (cos® 0 v) s,
si le triplet (4, j, k) vaut (2,2, 2) et qu'il est nul dans les autres cas (pour des raisons de pa-
rité, les intégrales sur la sphére ne peuvent étre non nulles que si le terme « sin # »apparait
un nombre pair de fois).

On veut calculer en fait f (WRw : V. Q) vwMgq dw, ce qui peut s’écrire de la maniére
suivante (on utilise la convent10n de sommation d’ E1nste1n) :

(/ w®w®w7Mde):V$Q:(/ w®w®w7Mde) Op, e =
wESy wEST ijk

= (sin? 0 cos 07y (Id — Q@ Q);;00, U + Q(1d — Q © Q)05 s +
+(Id — Q ® Q)10 )
+{cos® 0 ) nr Qi Q0 Q. (62)

Comme Q est unitaire, Q40,,Q), = 30,,(]Q*) = 0, ce qui annule le premier et le dernier
terme de la somme. On obtient done

/ (W@ w: V) ywMgdw = (sin? 0 cos ) (Id — Q@ Q) : (V.Q)) Q +
+(sin? 0 cos @) pr (Id — Q@ Q)((Q - V,)Q). (63)

Le premier terme est paralléle a Q, et (£2-V,)Q2 est orthogonal & 2 (encore une fois parce
qu’il est unitaire). On simplifie de nouveau lorsqu’on applique Id — Q ® Q :

(Id - Q® Q) (/ (WwRw: V. Q)ywMg dw) = (sin® 6@ cos 0 )ar (- V). (64)
wWES
On obtient donc le dernier terme :

(Id - Q® Q) X3 = p(sin®Ocosd (d' — xn) h)ar (- V). (65)
On peut alors tout regrouper, et écrire que (Id — Q ® Q)X = 0 équivaut a

(sin? O h) pr(Id — Q@ Q)V,p + d ' plsin® 0 h) 1,0,Q
+(sin® @ cos O (d — kn) h)ar (- V) — kplcosOh)p (- V,)Q2=0.  (66)
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En divisant par (sin®6# k), on se retrouve dans le méme cas que dans [2], seule la
constante ¢y est changée. En récupérant 1'équation de conservation de la masse (46), et
cette équation sur {2, on obtient donc le modéle macroscopique final de I'algorithme de
Couzin-Vicsek :

Op+ V- (c1pQ) = 0. (67)

p (024 c2(2-V)Q) +d(Id—Q®Q)V,p=0, (68)

ol, en reprenant la définition n = —1 — 7 cosf, en utilisant la notation (g),n =

<? V>>M, et en faisant le plus de simplifications possibles, (notamment en intégrant par

Y) M

parties) on a :

c1 = (cosB) . (69)

ca = (cos O(1 — k cos O — 2kd)) g o - (70)

En résumé on a retrouvé le théoréme principal de [2], méme dans le cas d’un noyau
d’observation non-isotrope :

Théoréme 1
La limite de f¢ lorsque ¢ — 0 est donnée (formellement) par f° = pMq, ot p = p(z,t) > 0
est la masse totale de fO et Q= Q(z,t) € Sy est le vecteur directeur unitaire de son fluz :

oty = [ P, t)do, (71)
wEST
Q=2 jat)=| e bode. (72)
|j| WESq
La fonction Mg, donnée comme fonction de w - §2 est définie uniquement a partir de d :
w - )
Mg(w) = Cexp(——), (73)
ot la constante C' est choisie pour normaliser Mg : Mq(w)dw =1 (elle dépend donc
St

seulement de d, pas de Q).
De plus, p(z,t) et Q(z,t) satisfont le systéme d’EDP du premier ordre suivant :

Op+ V- (c1p02) = 0. (74)
p (024 (- V)Q) +d(Id— Q@ Q)V,p =0, (75)

ol les vitesses de convection ¢y et ¢y sont donnés par (69) et (70).

Au niveau de l'interpétation, le coefficient ¢, représente la vitesse a laquelle se propage
I'information sur les perturbations (de l'orientation) du systéme. Et le « fluide » obtenu,
lui, se déplace a la vitesse ¢; < 1 suivant Q (ceci est normal : il se déplace plus lentement
que les particules initiales, qui allaient & la vitesse 1, du fait de la diffusion, et on verra
par la suite que lorsque la diffusion est faible, ¢; est en effet proche de 1).

Le but est d’observer comment se comporte ¢, par rapport a c¢;, en fonction de la
diffusion d et du paramétre d’observation k.
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3.4 Hyperbolicité

On fait un dernier changement d’échelle (qui revient & dire que les particules se dé-

c d
placent a la vitesse c—ll et le fluide a la vitesse 1), et en posant ¢ = 2ot A= —, on se

1 1
ramene au systéeme suivant :

dp+ V- (pQ2) = 0. (76)
p(OQ+c(Q- V) +A(Id-Q®Q)V.p=0, (77)

Pour montrer que ce systéme est hyperbolique, on se place dans une base orthonormale
arbitraire (e, e2), on pose 2 = (cos#,sin @), et on cherche les solutions qui ne dépendent
pas de la deuxiéme variable. On tombe sur le systéme suivant :

Oip + cosf0,p — psinf 0,0 = 0. (78)

0,0 + ccos0 9,0 — X sinf o, Inp=0.. (79)

On peut I’écrire sous la forme

( g’;g ) + A(p, 0) ( g:g ) — 0, (80)

avec

cos) —psinf

a0 = (Sl ), 1)
P

Dire que le systéme (76),(77) est hyperbolique équivaut a dire que cette matrice A(p, 0)
est diagonalisable, ce qui est vrai : ses deux valeurs propres 74 sont données par

1
= [(c+ 1) cosf £ ((c — 1) cos? 0 + A sin?0) ] (82)

qui sont distinctes, sauf éventuellement dans le cas ou sinf = 0, auquel cas A est déja
diagonale.
On a donc bien affaire & un systéme hyperbolique.

4 Calcul asymptotique des coefficients

c d
On cherche a calculer les coefficients ¢ = — et A = — lorsque d est trés petit ou trés
C1 (&1

grand devant 1.
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4.1 Deéveloppement de g

Je renvoie & mon mémoire de M2 pour des calculs détaillés (et un peu indigestes).
Pour le cas d — 0, il faut d’abord développer g. Pour le cas d — oo on peut obtenir les
développements beaucoup plus facilement, en utilisant le développement en série entiére
de exponentielle. Au final on obtient la proposition suivante :

Proposition 2
La limite hydrodynamique (formelle, aprés le dernier changement d’échelle) du modéle
cinétique vérifie les équations :

Bup+ V- (p2) =0, (83)
p (B +c(Q-V)Q) + \(Id— Q& Q)V,p =0, (84)

Et on a les développements suivants :

- c=1-—r+(4—-1)d+O0(d?,
quand d — 0 { )\:d+d72+0(d2) (85)
5 3 1
- . C:—Zﬁd—Fg—'—O(E),
quand d — oo {)\:2d2+0(1) (86)

Lorsque la diffusion est faible, la conclusion (biologiquement pertinente) est que plus
les particules « regardent vers I’avant » (autrement dit, plus  est grand), plus I'information
sur les perturbations du systéme se propage rapidement « vers I'arriere » (c’est a dire que
c est plus petit que 1, qui est la vitesse du « fluide »).

J’ai calculé numériquement les différents coefficients, pour m’assurer de la validité de
mes calculs, je donne ici un graphique.
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0.5 1 15 2 25 3

F1G. 1 — Calcul numérique du coefficient ¢ en fonction de d, pour des valeurs de x allant
de —1 a 3. Les droites en pointillés correspondent aux développements en 0 et en +oo
obtenus précédemment.

5 Conclusion

On a pu obtenir le méme théoréme que dans [2|. En particulier, on a obtenu un modéle
au premier ordre qui est toujours hyperbolique. C’est donc un modéle qui ne donne pas a
priori de phénoméne de transition de phase, comme on peut en obtenir lorsque le systéme
« traverse des zones d’ellipticité », ou lorsqu’on a affaire & un équilibre qui n’est plus
unique.

On ne peut donc pas retrouver avec le modéle continu les phénoménes d’agrégation
observés avec l'algorithme discret, dans le cas d’un bruit faible.

On a quand méme pu, a 'aide de développements limités, a faible bruit, quantifier
la maniére dont le paramétre d’observation « vers I’avant » influe sur la propagation de
I'information sur le systéme (en particulier sur les perturbations d’orientation).
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