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ELS LES HOMMES de la caverne de Platon, les mathématiciens étudient souvent les groupes au travers

de leurs représentations, qui en révélent de fagon indirecte des propriétés intrinséques. Ainsi, les
groupes topologiques se dévoilent notamment par I'intermédiaire de leurs actions unitaires sur des espaces
de Hilbert. En 1967, David Kazhdan introduisit une propriété de rigidité pour ce genre d’actions, appelée
propriété (T) de Kazdhan, qui s’est avérée particuliérement fructueuse dans des domaines aussi divers que
la théorie des groupes de Lie, la théorie ergodique, les marches aléatoires, les algebres d’opérateurs, la
combinatoire et 'informatique théorique.

Nous commencerons par donner différentes définitions de la propriété (T) et quelques-unes de ses
conséquences. Ensuite, nous démontrerons un critére combinatoire permettant d’établir la propriété (T)
sans avoir a étudier les représentations de groupes. Enfin, nous donnerons des applications de ce cri-
tére pour des groupes agissant sur des complexes simpliciaux d’un type particulier, appelés immeubles
triangulaires.

Nous tenons a exprimer nos plus vifs remerciements a Frédéric Paulin de nous avoir proposé ce sujet
vaste et captivant. Son encadrement constant et exigeant ainsi que sa disponibilité furent une chance que
nous n’ignorons pas. Nous lui savons gré également de ses relectures minutieuses — tout en portant bien
entendu Ientiére responsabilité des erreurs qui resteraient dans le présent texte.

Nous nous remercions aussi mutuellement pour notre complémentarité.

1. « Crois-tu d’abord que de tels hommes auraient pu voir quoi que ce soit d’autre, d’eux-mémes et de leurs voisins, que les
ombres qui, sous l'effet du feu, se projettent sur la paroi de la caverne qui leur fait face ? »






ProPRIETE (T) DE KAZHDAN

1.1 Premiéres définitions

L EXISTE de nombreuses définitions différentes pour la propriété (T), qui s’averent étre équivalentes

dans la plupart des cas (par exemple pour les groupes localement compacts et o-compacts, ce que
seront tous les groupes topologiques que nous considérerons dans ce travail). Nous donnons dans cette
partie deux définitions, 'une en terme d’actions unitaires sur des espaces de Hilbert, ’autre en terme d’ac-
tions isométriques affines sur des espaces de Hilbert. Dans un premier temps, nous utiliserons des noms
différents pour ces deux définitions, nous verrons plus loin qu’elles sont équivalentes pour les groupes
localement compacts et o-compacts. Une troisiéme définition, en termes cohomologiques, moins intuitive
mais plus pratique pour la démonstration du critére spectral de Zuk, sera donnée plus loin. Les consé-
quences de la propriété (T) seront démontrées avec 'une ou I’autre de ces définitions. L’essentiel de cette
partie est inspiré de [BAIHV08], auquel nous renverrons pour certaines démonstrations.

Tous les espaces de Hilbert que nous considérerons seront complexes. Dans toute cette partie, G
désignera un groupe topologique et H un espace de Hilbert complexe, dont le produit scalaire, noté (-, -),
est linéaire en la premiére variable et antilinéaire en la seconde. Nous noterons U (#) le groupe des
opérateurs unitaires de H dans H.

1.1.1 DEFINITION EN TERMES D’ACTIONS UNITAIRES — PROPRIETE (T)

Soient G un groupe topologique et H un espace de Hilbert complexe. Une représentation unitaire de
G dans H est un morphisme de groupes 7 : G — U(H) fortement continu, c’est-a-dire que pour tout
& € H, 'application de G dans H définie par

g m(g)§

est continue. Nous noterons (71, H) une telle représentaiton unitaire.



1.2. EXEMPLES

Soient QQ une partie de G et ¢ > 0. Un vecteur & € H est dit (Q, €)-invariant si

sup([ 7t(2)€ — & < el & |].

z€Q
Une représentation unitaire (71, %) a presque des vecteurs invariants si pour tout compact Q de G et
tout € > 0, il existe un vecteur (Q, €)-invariant. Cette représentation a des vecteurs invariants s’il existe
& € H non nul tel que 71(g)& = & pour tout g € G.

Un groupe topologique G a la propriété (T) ou est un groupe de Kazhdan s’il existe un compact Q
dans G et ¢ > 0 vérifiant la propriété suivante : toute représentation unitaire de G ayant un vecteur
(Q, €)-invariant a des vecteurs invariants. En ce cas, la paire (Q, €) est appelée une paire de Kazhdan.

Remarque. — Si & est un vecteur (Q, = )-invariant, alors il est également (Q", ¢)-invariant, ou Q™ dé-
signe I’ensemble des produits de n éléments dans Q (ceci découle immédiatement de I'inégalité triangu-
laire et du fait que la représentation est unitaire). En particulier, si G est un groupe localement compact
et engendré par un compact K, alors (71, 1) a presque des vecteurs invariants si et seulement si elle a
des vecteurs (K, ¢)-invariants pour tout ¢ > 0. Ainsi, pour ces groupes, avoir la propriété (T) équivaut a
la propriété suivante : toute représentation unitaire ayant presque des vecteurs invariants a des vecteurs
invariants. Cette observation sera utile par la suite, car nous montrerons que tout groupe localement
compact et o-compact de Kazhdan est engendré par un compact.

1.1.2 DEFINITION EN TERMES D’ACTIONS ISOMETRIQUES AFFINES — PROPRIETE (FH)

Une autre propriété, qui se révele équivalente a la propriété (T) pour les groupes localement compacts
et o-compacts, est la propriété (FH), qui se définit en terme d’actions isométriques affines.

Soient G un groupe topologique et H un espace de Hilbert. Une action isométrique affine' de G sur
‘H est la donnée d’un morphisme fortement continu de G dans le groupe Isom(#) des isométries affines
de H. Un tel morphisme « est caractérisé par sa partie linéaire 7w = 714, qui est un morphisme fortement
continu de G dans U(H), et sa partie translation b = by, qui est une application continue de G dans H.
Pourtous g € Getx € H,ona x(g)xr = m(g)x + b(g). Inversement, deux telles applications définissent
bien une action affine. Ces notations seront implicites dans toute la suite quand on étudiera des actions
isométriques affines.

On dit que G a la propriété (FH) si toute action isométrique affine de G posséde un point fixe. Notons
qu’ici on n’a pas besoin de le supposer non nul comme dans le cas des actions unitaires puisque une action
affine ne privilégie aucun point.

1.2 Exemples

1.2.1 GROUPES COMPACTS

Il est immédiat, d’apres les définitions, que tout groupe fini a la propriété (T). Ceci se généralise
facilement aux groupes compacts.

1. Quoiqu’il existe bien str des actions affines non isométriques, nous n’en considérerons pas dans ce travail. Ainsi, toutes les
actions affines seront supposées isométriques méme lorsque ce n’est pas explicitement indiqué.
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Proposition 1.1 (Kazhdan, 1967). — Tout groupe compact est un groupe de Kazhdan.

Nous donnons deux démonstrations de ce résultat.

Démonstration (via les actions unitaires). — Nous allons montrer de facon plus générale que (G, v/2)
est une paire de Kazhdan, c’est-a-dire que s’il existe un vecteur (G, v/2)-invariant, alors il existe un
vecteur invariant. Ainsi, si G est compact, il aura la propriété (T).

Soient & un vecteur unitaire (G, v/2)-invariant et C I'enveloppe convexe fermée de I'ensemble 71(G) &, =
{n(g)&lg € G}. Comme H est un espace de Hilbert, il existe un unique 19 € C minimisant la norme sur
C (autrement dit, 1q est la projection de 0 sur C). Par unicité, ng est un vecteur invariant (puisque C et 0
sont invariants). Il nous suffit donc de montrer qu’il est non nul.

Posons

8 =2 —sup|n(g)E — &,

geG

nous avons 0 > 0 par hypothése. Comme & est unitaire, nous avons, pour tout g € G,

2 — 2Re(n(g)E, &) = | m(g)E — £ < (V2 —5),

et donc

Re(n(g)t, &) > (V28

Par linéarité du produit scalaire et continuité de I’application g — 7t(g)&, nous en déduisons donc

Re(n, &) > w >0

pour toutn € C : en particulier, 1 est non nul. |

Démonstration (via les actions isométriques affines). — Montrons le lemme suivant, intéressant en lui-
méme car il permet d’alléger considérablement la condition pour vérifier la propriété (FH).

Lemme 1.2. — Soient G un groupe topologique et « une action affine de G sur H. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

e [’action a un point fixe;

o il existe un point de H d’orbite bornée;

e tout point de H est d’orbite bornée ;

e la fonction b est bornée.

La démonstration repose sur le lemme géométrique classique suivant, établi par exemple dans [BAIHV08,
lemme 2.2.7, p.78].

Lemme 1.3. — Soient H un espace de Hilbert et A une partie bornée non vide de H. Alors il existe une
unique boule fermée de rayon minimal contenant A, et son centre est uniquement déterminé.

Ce lemme permet de montrer aisément la seule implication délicate, a savoir que s’il existe un point
x d’orbite A bornée, alors 'action admet un point fixe. En effet, soit B la boule donnée par le lemme, de
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centre c. Alors « stabilise A, donc stabilise B par unicité d’une telle boule. Comme ’action est affine, elle
fixe le centre ¢ : on a notre point fixe.

Pour conclure la démonstration du lemme : si on a un point fixe ¢, alors pour tout g € G, on a
¢ =m(g)c+ b(g), donc ||b(g)|| < 2||c|| et donc b est bornée, et si b est bornée, alors pour tous z € H et
g € G,onal|a(g)z| < || +]b(g)|. donc tout point est d’orbite bornée.

On déduit trivialement la proposition du lemme : si G est compact, alors b étant continue, elle est
bornée et donc G a la propriété (FH). |

1.2.2 GROUPE DES NOMBRES REELS

Proposition 1.4. — Le groupe topologique (R, +) n’a pas la propriété (T).

Démonstration (via les action affines). — Le groupe des réels agit de maniére isométrique affine sur
C par translations, et ce sans point fixe. Il n’a donc pas la propriété (FH). Cette démontration se trans-
pose sans difficulté aucune a tous les sous-groupes additifs non triviaux d’espaces de Hilbert, comme par
exemple R™ et Z™ pourn > 1. |

Démonstration (via les actions unitaires). — Nous allons montrer plus particuliérement que la repré-
sentation réguliére AR a presque des vecteurs invariants mais pas de vecteurs invariants. Rappelons que
cette représentation est définie par I'action de R sur L?(R)) via

Ar@)(f))y) =fly—2) VzeR,feLl*R),ycR;

cette action est bien unitaire grace a 'invariance de la mesure de Lebesgue par translations. Soient (3 un
compact de R (que nous pouvons supposer inclus dans [—¢, ] pour un certain ¢ positif), ¢ > 0 et b = %
Considérons le vecteur unitaire

1
E=—114.
NG [0,0]

Nous avons alors, pour z € Q,

1
| (z)E — & H2 = b /R (1[0,b](y —x)— 1[0’b](y))2 dy
1
b /R(l[m,b+z] + 1 —2- 1[$,b+w]r‘1[0,b])(y) dy
b— x|
=2-2
b
t
<=
b
=E.

Ainsi, AR a presque des vecteurs invariants (puisque & est unitaire). Cependant, Ag ne peut avoir de
vecteur invariant non nul : par définition de I’action réguliére, f € L?(R) n’est invariante que si elle est
(presque partout) constante et une telle fonction n’est de carré intégrable que si elle est nulle. [ |
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1.2.3 GROUPES DE MATRICES
De nombreux groupes de matrices ont la propriété (T), parmi lesquels les groupes SL,,(R) et SL,,(Z)
pour n > 3 (nous donnons une démonstration partielle de ce résultat en annexe A). En revanche, les

groupes SLy(R) et SLo(Z) ne l'ont pas. Ces résultats se trouvent déja dans larticle original de Kazh-
dan [Kaz67].

1.3 Génération compacte

Le premier résultat intéressant concernant la propriété (T) est le suivant.

Théoréme 1.5 (Kazhdan, 1967). — Soit G un groupe localement compact et o-compact. Si G a la
propriété (T), alors G est engendré par un compact.

Signalons d’emblée un corollaire aussi immédiat qu’important, qui motivait les recherches de D. Kazh-
dan.

Corollaire 1.6. — Un groupe de Kazhdan discret est de type fini.

Démonstration (du théoréme 1.5, via les actions unitaires). — Soient (Qy ), cx une suite exhaustive
de compacts (donc Q,, est contenu dans U'intérieur de Q11 et U, cn Qn = G) et, pour n > 1, G, le
sous-groupe ouvert engendré par QQ,,. L’espace topologique quotient G/G,, est discret, car G,, est ouvert.
Nous pouvons donc considérer I'action (2 gauche) de G sur £2(G/G,,) par permutation des indices, ce
qui nous définit une représentation unitaire de G, dite quasi-régulicre et notée Aq g, . Soient

=D Aac,
n>1

la représentation somme directe hilbertienne et H. = P, , ¢*(G/G,,) I'espace de Hilbert associé.

Démontrons que cette représentation admet presque des vecteurs invariants. Soit Q un compact de G.
Celui-ci est contenu dans un sous-groupe G, pour n assez grand. Soit 8¢, € £2(G/G,,) C H le vecteur
dont 'indice G,, vaut (I’application constante) 1 et les autres, 0. Ce vecteur est clairement G,,-invariant
pour la représentation quasi-réguliére de G, il est donc a fortiori (Q, ¢)-invariant pour tout ¢ € R.

Par hypothése, G a la propriété (T), il existe donc un vecteur & € H, non nul et G-invariant. Ce
vecteur a au moins une composante &g, € ¢?(G/G,,) non nulle, pour un certain n € N. Or G agit
transitivement sur G/G,, et une telle action ne peut laisser invariant un vecteur &g, € ¢2(G/G,,) non
nul que si G/G,, est de cardinal fini. Ainsi, G,, est un sous-groupe d’indice fini de G, engendré par un
compact, par conséquent G lui-méme est engendré par un compact. |

Remarque. — Il est naturel de se demander si les groupes de Kazhdan discrets sont de présentation finie
(cette question se trouve déja dans ’article de Kazhdan [Kaz67]). C’est faux en général, comme nous
le verrons dans la troisieme partie par un exemple dit a G. Margulis. Néanmoins Y. Shalom a montré
dans [Sha00] que les groupes de Kazhdan discrets sont toujours des quotients de groupes de Kazhdan de
présentation finie.
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1.4 Résultats de stabilité

La propriété (T) est préservée par plusieurs constructions usuelles en théorie des groupes. Nous en
donnons quelques exemples.

Proposition 1.7. — Soient Gy et Go deux groupes topologiques, Go étant séparé, et ¢ : G1 — Gg un
homomorphisme continu. Si G a la propriété (T) et que @ est d’image dense, alors Gy a la propriété (T).
En particulier, la propriété (T) passe aux quotients.

Démonstration (via les actions unitaires). — Soit (Q1, €) une paire de Kazhdan pour G;. Par conti-
nuité de @ et séparation de Gz, @(Q1) est compact, montrons donc que (@(Q1), €) est une paire de
Kazhdan pour Gg. Soient (71, H) une représentation unitaire de Go et & € H un vecteur (@(Q1), €)-
invariant. Par continuité, (7t o @, #) est une représentation unitaire de G; : comme & est clairement
(Qq, €)-invariant pour cette représentation et que G; a la propriété (T), il existe un vecteur 1 € H qui est
G -invariant pour la représentation 7t o . Il est donc aussi @ (G )-invariant pour la représentation 7 :
comme @(Gq) est dense dans Gy et que la représentation est fortement continue, 1 est bien un vecteur
Go-invariant. [ |

Démonstration (via les actions isométriques affines). — Soit &2 une action isométrique affine de Go.
Elle se reléve en une action affine 0y = a3 o @ de Gy. Par hypothése, cette action admet un point fixe
x. Alors x est fixe par tous les éléments de Im ¢ sous 3. Comme c’est une partie dense et que xo est
fortement continue, le point z est fixe pour tout Go. Donc G a la propriété (FH). |

On en déduit le contre-exemple suivant : pour tout n > 1, le groupe libre F,, n’est pas de Kazdhan.
En effet, F',, posséde Z comme quotient, qui n’est pas de Kazdhan.

Proposition 1.8. — Soient G un groupe topologique et N un sous-groupe distingué fermé de G. Si N et
G/N ont la propriété (T), alors G I’a aussi.

Démonstration (via les actions isométriques affines). — Soit & une action isométrique affine de G. On
note HN I’ensemble des points fixes de H par N, qui est non vide par hypothése. Soit 2 un élément de
HN. Comme « est une action affine, HY est un sous-espace affine de H, et comme o est une action
isométrique, c’est un fermé de H. Sa direction H’ est donc un sous-espace de Hilbert de 7. On définit
sur 1’ une action affine &’ de G par «’(g)z = a(g)(x 4+ zo9) — xo. C’est bien une action affine de G,
telle que H’ soit I'ensemble des points fixes par N. Comme N est distingué dans G, H' est stable par
G en effet, si n est dans N et g dans G, on a n’ dans N tel que ng = gn’ et donc pour x dans H' :
a(n)(a(g)x) = alg)(ax(n')x) = a(g)z. De 1, Paction passe au quotient G/N. Par hypothése, cette
action a alors un point fixe, et comme ce point est fixe pour les actions de N et G/N, il est fixe sous tout
G. Donc G a bien la propriété (FH). |

Des deux propositions précédentes, nous déduisons immédiatement le corollaire suivant.
Corollaire 1.9. — Soient G et Go deux groupes topologiques. Leur produit direct G x Gg a la pro-

priété (T) si et seulement si Gy et Go lont.

Nous terminons cette partie en mentionnant deux autres résultats qui sont utiles pour exhiber des
groupes ayant ou non la propriété (T). Le lecteur intéressé pourra trouver la démonstration de ces résultats
dans [BdIHV08]. Rappelons que, pour un groupe localement compact G, il existe, sur '’ensemble des

10
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boréliens de G, une unique (a facteur constant prés) mesure positive pL réguliére non triviale et invariante
pour 'action de G par translation a gauche, appelée mesure de Haar (a gauche). Nous renvoyons a [Wei40]
ou a [Bou63] pour de plus amples développements sur cette notion. Un réseau est un sous-groupe discret
I" de G de covolume fini, c’est-a-dire tel qu’il existe un ensemble mesurable K C G tel que n(K) est finie

etI'K = G.

Théoréme 1.10. — Soient G un groupe localement compact et I' un réseau dans G. Le groupe G est
de Kazhdan si et seulement si I" lest.

Démonstration. — Voir [BAIHV08, théoréme 1.7.1, p. 60] pour une démonstration utilisant les actions
unitaires et [BAIHV08, propositions 2.5.5, p. 90 et 2.5.7, p. 92] pour une démonstration via les actions
isométriques affines. [

Proposition 1.11. — Un groupe topologique abélien et de Kazhdan est compact. En particulier, si G est
un groupe de Kazhdan, alors G /|G, G] est compact.

Démonstration. — Voir [BAIHV08, corollaire 1.3.6, p. 39] pour une démonstration utilisant les actions
unitaires et [BAIHV08, corollaire 2.5.10, p. 93] pour une démonstration via les actions isométriques af-
fines. |

Notons en particulier qu’un groupe abélien non compact (par exemple un groupe abélien infini discret)
ne peut pas avoir la propriété (T). Nous retrouvons ainsi 'exemple de la proposition 1.4.

1.5 Définition cohomologique

Une autre définition de la propriété (T) fait intervenir une théorie cohomologique; il se trouve que
c’est la définition dont nous nous servirons pour établir le critére qui constitue I'outil central de cet exposé.
Cette définition a 'avantage d’étre immédiatement équivalente a la propriété (FH), dont elle constitue
en quelque sorte une reformulation dans un langage différent. Fixons d’abord le vocabulaire lié a cette
cohomologie.

On se fixe une action unitaire 7t de G sur H. On considére alors les complexes de cochaines C* =
CF(G,m) pour k entier qui sont les espaces des fonctions continues de G* dans H. Comme on ne s’in-
téressera qu’au premier groupe de cohomologie, on peut en fait se restreindre & & € {0, 1,2}. On définit
alors les opérateurs de cobord sur C° (qu’on identifie canoniquement & #) et sur C*.

Pour £ dans H, on pose d¢, : g — 7(g)& — &. Pour f dans C!, donc f une application continue de G
dans H, on pose df : (g,h) — f(gh) — 7(g)f(h) — f(g). On a bien

d(d&)(g, h) = d&(gh) — n(g)dE(h) — d&(g) = m(gh)E — & — m(g)(T(R)E — &) —m(g)E + &= 0

donc les opérateurs linéaires ainsi définis vérifient la condition de cobord d o d = 0.

De 13, on pose naturellement Z' = Kerd I’espace des 1-cocycles et B = Imd I’espace des 1-co-
bords, ainsi que le premier groupe de cohomologie H! = Z!/B! (qui est naturellement muni d’une

11
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structure d’espace vectoriel complexe). Quand on voudra préciser le groupe et action sous-jacents, on
écrira H! (G, 7t) et ainsi de suite.

Faisons maintenant le lien avec la propriété (FH), qui est clair a la lumiére des deux lemmes suivants.

Lemme 1.12. — Soit b une application continue de G dans H. Alors b est un 1-cocycle si et seulement si
Papplication & associée a 7 et b (voir la partie 1.1.2) est une action affine de G sur H.

Démonstration. — C’est essentiellement trivial : b est un 1-cocycle si et seulement si b(gh) = 7t(g)b(h)+
b(g), ce qui est exactement la condition qui fait de & un morphisme de groupes. En outre, b étant continue,
la continuité forte de « se déduit de celle de 7. |

Lemme 1.13. — Soit & une action affine de G sur H de partie linéaire 1. Alors b = by est un 1-cobord si
et seulement si o« posséde un point fixe.

Démonstration. — Supposons que b soit un cobord : il existe & € H tel que b(g) = n(g)& — &. Alors
a(g)(—§&) = —m(g9)&+71(g)&— &, donc —& est un point fixe de I'action. Réciproquement, si —& est point
fixe de I'action, on a 7t(g)& + b(g) = &, donc b(g) = 1(g)é — &, autrement dit b = d§ est un cobord. W

Notons que le lemme 1.2 montre que les 1-cobords sont précisément les 1-cocycles bornés, ce qui est
un critére utile.

De 13, on en déduit immédiatement le résultat suivant.

Proposition 1.14. — Soit G un groupe topologique. Alors G a la propriété (FH) si et seulement si pour
toute action unitaire 7, Uespace vectoriel H' (G, 7t) est trivial.

1.6 Equivalence des définitions

Théoréme 1.15 (Delorme-Guichardet). — Soit G un groupe topologique.
1. Si G a la propriété (T), alors il a la propriété (FH).
2. Si G est localement compact et o-compact et a la propriété (FH), alors il a la propriété (T).

Démonstration (de la seconde assertion). — On raisonne par contraposée : si G n’a pas la propriété (T),
on se donne une action unitaire 7t dans H qui a presque des vecteurs invariants mais pas de vecteurs
invariants non nuls. On se donne également une suite exhaustive de compacts (Q,),,cn (donc Q,, est
contenu dans I'intérieur de Q11 et |, ey Qn = G).

Par hypothése, il existe, pour tout n, un vecteur unitaire &,, € H tel que pour tout g dans Q,,,
1

On pose, pour tout g dans G, b(g) = (n(7(g)&, —&n))n- Montrons que b est une application continue
de G vers £2(H). Si K est un compact de G, il existe un rang N a partir duquel K est inclus dans Q,,.

12
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Alors on a
n=N n=N

On a donc convergence uniforme de la série sur les compacts, ce qui donne définition et continuité. De
plus, en regardant composante par composante, il est clair que b est un cocycle.

Comme G n’a pas de vecteurs invariants, pour tout n, il existe (cf. la premiére démonstration de la
proposition 1.1) g,, dans G tel que
V2

17(gn ) En — Enll = >

et donc ||b(g,)||* > "2—2 Ainsi b n’est pas bornée, donc ce n’est pas un cobord, ce qui montre que le
premier groupe de cohomologie associé a I'action de G sur £?(#) n’est pas trivial, et donc que G n’a pas
la propriété (FH), ce que nous voulions démontrer.

Pour une démonstration de la premiére assertion, nous renvoyons a [BAIHV08, théoreme 2.12.4, p.

129]. [ |

Remarque. — Il existe encore au moins une autre caractérisation de la propriété (T), dont nous ne par-
lerons pas dans ces notes, qui s’énonce ainsi : un groupe G a la propriété (T) si et seulement si la repré-
sentation triviale 1 (c’est-a-dire 1g : G — U(C) : g — id) est isolée dans 'espace dual G des (classes
d’isomorphismes de) représentations irréductibles unitaires de G (qui est muni d’une certaine topologie,
dite de Fell, cf. [BAIHV08, partie 1.1.2, p. 32 et appendice F, p. 395]). Historiquement, c’est via cette caracté-
risation que D. Kazhdan a introduit la propriété (T), dans 'article [Kaz67], et c’est elle qui justifie l'usage
de la lettre T pour désigner cette propriété.
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1.6. EQUIVALENCE DES DEFINITIONS
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CRITERE SPECTRAL DE ZUK

-~
A CAUSE DE LA FORME méme des définitions, qui portent sur toute une classe, vaste a priori, de re-

présentations du groupe, il peut étre difficile de montrer « a la main » qu'un groupe posséde la
propriété (T). Il est donc naturel de chercher des critéres systématiques que 'on puisse appliquer sans
trop de difficulté. Nous étudions dans cette partie le critére dit spectral de Zuk, qui permet d’établir
la propriété (T) pour le groupe fondamental de certains espaces. Ce critére a été démontré par A. Zuk
dans [Zuk96].

2.1 Complexes simpliciaux

Définissons d’abord lesdits espaces. Avant de donner une définition formelle (adaptée a nos besoins),
une vision intuitive : un 2-complexe simplicial est un espace découpé en triangles (le 2 du nom vient du
fait que les triangles sont de dimension 2). Les triangles sont plongés (ils ne se replient pas sur eux-méme)
et ils se rencontrent selon leurs arétes ou leurs sommets.

Définition 2.1. — Un 2-complexe simplicial est un espace topologique séparé X muni d’une famille (©;)ic1
de plongements d’un triangle plein fermé 'l du plan tels que

e [’ensemble des images des plongements @; recouvre X ;

e tout point de X a un voisinage ne rencontrant qu’'un nombre fini d’images de T ;

e si on appelle naturellement triangles, arétes et sommets de X les images de T, ses arétes et ses
sommets, alors Uintersection de deux triangles de X se fait selon ’ensemble vide, un de leur sommet
ou une de leurs arétes.

On dit qu’un 2-complexe simplicial est fini s’il a un nombre fini de triangles (et donc d’arétes et de
sommets).

On se fixe X un 2-complexe simplicial et I' un groupe discret muni d’une action simpliciale libre
sur X, c’est-a-dire que l'action envoie par homéomorphisme tout simplexe de X sur un autre simplexe
de méme dimension et est telle que seul le neutre fixe un point. Nous exigerons de plus que le quotient

15



2.2. COHOMOLOGIE DU GROUPE FONDAMENTAL

X = F\)~( qui est encore un 2-complexe simplicial, soit fini.

Les triangles, les arétes et les sommets peuvent étre munis de deux orientations. Une orientation d’un
sommet est simplement le choix d’un signe + ou — associé au sommet. Une orientation d’une aréte
consiste a choisir parmi ses deux sommets, ou extrémités, lequel est origine et lequel est I’arrivée de
laréte. Une orientation d’un triangle consiste a choisir un ordre de parcours parmi ses sommets. On fixe
une bonne fois pour toute une orientation pour chaque simplexe de X invariante par 'action de I, c’est-

a-dire que si'y € T envoie une aréte ¢ de X sur une aréte ¢/, alors elle envoie respectivement I'origine
et arrivée de e sur les extrémités correspondantes de e’ (et similairement pour les triangles). Ceci est
possible car I'action est simpliciale libre. On note respectivement S°(X), S*(X) et $2(X) I'ensemble des
sommets, arétes et triangles de X, munis de cette orientation. On définit enfin S” (X) (r = 0,1,2) par
S"(X) = r\sr(i) : étant donné que nous avons choisi une orientation I'-invariante pour les simplexes

de X, celle-ci induit une orientation sur les simplexes de X.
Pour Y = X ou Y = X, nous définissons, pour v € S°(Y) et e € S*(Y) :
1 si v est Iarrivée de e,
[v:e] = —1 siv est lorigine de e,
0 si v n’est pas un sommet de e.
De méme, si e € S}(Y) ett € S%(Y), nous définissons :

1 si Porigine et ’arrivée de e apparaissent dans cet ordre dans I’orientation de ¢,
[e:t] =< —1 ¢'’ils apparaissent dans 'ordre inverse,
0  sien’est pas une aréte de ¢.

Remarquons que pour un triangle ¢ et un sommet s de ce triangle fixés, il y a exactement deux arétes
e tels que s C e C t, et on voit qu’elles doivent vérifier respectivement [s : e][e : t] = +1. Nous en
déduisons I’égalité suivante, qui nous sera utile par la suite :

> [scelle:t]=0. (2.1)

e€s1(X)

2.2 Cohomologie du groupe fondamental

On ne donnera pas ici de définitions précises du groupe fondamental et du revétement universel d’un
complexe simplicial, bien que ce soit en fait le cadre dans lequel on travaille; le lecteur désireux d’en
savoir davantage est encouragé a consulter [Hat02], le premier chapitre en particulier.

Soit (7r, H) une représentation unitaire fixée de I'. On considére alors, pour r = 0, 1,2, 'espace
vectoriel complexe C" = C"(X, ) des r-cochaines, qui sont les fonctions f de S"(X) dans H qui sont
I'-équivariantes, c’est-a-dire telles que si y € T, alors pour tout z € S"(X),

fly-a) = n(y) f(2).
On définit alors pour f € C" la (r + 1)-cochaine d f par
df(s)=">_ [t:sf(1)

test(X)

16



CHAPITRE 2. CRITERE SPECTRAL DE ZUK

pour tout s € S”‘I(X). C’est bien défini puisque [t : s] est nul sauf si ¢ C s, donc sauf pour un nombre
fini d’éléments. On notera parfois I'opérateur d” pour spécifier le degré sur lequel on travaille. On vérifie
facilement la I'-équivariance. On vérifie également que d est un opérateur de cobord : soit f € C et soit
te SQ(}E). Alors, en utilisant (2.1) pour la derniére égalité, nous avons

ddf)t) = Y le:tldf(e)
e€s1(X)

= Y Y el i)

e€S1(X) 5€80(X)

= Y Hs) Y Isielle:d]
5€80(X) e€S1(X)

= 0.

On peut donc définir le premier groupe de cohomologie H! = H! (X, 7t) comme étant Ker d*/Im d°,
dont on montre dans I’annexe B qu’il est isomorphe au groupe H! (G, 7t) construit dans la premiére partie,
et dont il s’agira donc de montrer qu’il est nul sous certaines conditions.

On définit également un produit scalaire hermitien sur les C" (r = 0, 1, 2) par
(f.9)=" Y (f(0),9(0)-n(0),
o€ST(X)

ou n(0) est le nombre de triangles contenant o (rappelons qu’on a fixé une orientation pour chaque
triangle). La somme porte sur les éléments de S”(X) (en notant, par abus, de la méme maniére un élément
de S™(X) et un représentant dans ST()N()), mais cela ne pose pas de probléme de définition puisque si
o’ =y -oalors

(f(0),9(0")) = (n(y) f(0),m(y)g(0)) = (f(0), g(0)),
grice a I'équivariance de f et au fait que 7t est unitaire. De méme n(0) ne dépend pas du choix du
représentant. Notons que le fait de sommer sur X est indispensable : seul X est fini.

On peut alors considérer ’adjoint d* de 'opérateur d pour ce produit scalaire, pour lequel on a une
formule explicite. Pour g € C"*1 (r = 0,1) et s € S"(X),ona:

N n(t

o= Y (51 g,
tesT+1(X)

Vérifions que d* est bien I’adjoint de d. Soient f € C" et g € C"+!:

(df,9) = > (df(®),9(t) - n(t)

teSr+1(X)

Yo D [s:in®)(f(s),9(0)

teSr+1(X) sesm(X)

S SRVCHD DI SR

s€ST(X) teST+1(X)

= > (f(s),d%g(s)) - n(s)
s€ST(X)

= (f,d"g).

17



2.3. LINK ET LAPLACIEN

On trouve bien la relation voulue.

2.3 Link et laplacien

La condition cherchée pour que I' soit de Kazdhan portera sur certains graphes appelés links du
2-complexe. Ces links ont pour but de capturer 'information locale en chaque sommet du complexe. Plus
précisément :

Définition 2.2. — Pour tout sommet v d’un 2-complexe simplicial Y, on note L(v), et on appelle link de
Y en v, le graphe dont les sommets sont les arétes de Y ayant v comme extrémité et dont deux sommets
sont voisins s’ils sont distincts et s’il existe un triangle (alors unique) de Y contenant les arétes (de Y)
représentées par ces sommets.

Dans la suite, L(v) désignera aussi bien le graphe que 'ensemble de ses sommets; ce léger abus de
notation ne devrait pas préter a confusion. Notons que la définition du link étant locale, si v est un sommet
de X et v un relevé de v a X, alors ils ont le méme link (a isomorphime de graphe preés, s’entend).

Exemple 2.1. — Soit le 2-complexe simplicial formé des quatre faces d’un tétraedre (cf. figure 2.1). Le
link d’un quelconque de ses sommets est un graphe cyclique a trois sommets, représenté a la figure 2.2.

FIGURE 2.1 — Un 2-complexe simplicial formé des quatre faces d’un tétraédre.

FIGURE 2.2 — Le link d’un quelconque des sommets du complexe de la figure 2.1.

Nous allons ensuite récupérer 'information locale des cochaines en chaque sommet, et la transposer

sur le link. On dira que f € C! est localisée en un sommet v de X si pour tout e € S*(X) dont le projeté
sur X ne contient pas v, f(e) = 0. Autrement dit, f ne charge que les arétes contenant un relevé de v.
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CHAPITRE 2. CRITERE SPECTRAL DE ZUK

Si f € C! est quelconque et que v est un sommet de X, on définit le localisé de f en v comme I'élément
fo € C! tel que pour tout e € S}(X) :

f(e) siune des extrémités de e est un relevé de v,
fole) = 0 sinon.

On voit qu’a chaque 1-cochaine f localisée en v correspond une fonction sur les sommets de L(v), qui
est essentiellement la méme fonction puisque les seuls points sur lesquels f est non nulle sont précisément
les sommets de L(v). Plus spécifiquement, soit v un relevé de v, soit s un sommet de L(v) et soit e € C!
l’aréte représentée par s qui contient v. On pose f.5(s) = f(e) si v est l'origine de e, et f(s) = —f(e)
sinon. Si f € C!, on notera f;* la fonction sur I'ensemble des sommets de L(v) associée & f,.

On définit un produit scalaire hermitien sur #“(*) par essentiellement la méme formule que pour
Cl:
(fog) =D (f(s)9(s)) - N(s),
seL(v)
ol N(s) est le nombre de voisins de s dans L(v) (C’est-a-dire n(s) si on voit s comme aréte de X). Il est
immédiat par définition que si f € C1, alors

<.fv7fv> = <f;7f:> (2'2)

On définit de maniére classique le laplacien sur L(v) pour des fonctions & valeurs dans un espace
vectoriel réel ou complexe E. Si f : L(v) — E, alors son laplacien est défini par :

AEf:L(v)%E:st(s)—ﬁ Z f(@).

t voisin de s
Par la suite, nous omettrons I'indice E lorsque E = H.

Si E = H, on vérifie que le laplacien est un opérateur auto-adjoint vis-a-vis du produit scalaire défini
précédemment : pour toutes f, g € H("),

(Af,9) = > (Af(s),9(s)) - N(s)

seL(v)

= (Lo = >, Y. (ft),9(s)

s€L(v) t voisin de s

= (f,9) - Yo (f).9(s))

(s,t)€L(v)? voisins

= (o= D {ft)gs)

teL(v) s voisin de ¢

= 3 (), Agle) - N()

teL(v)
= ([, Ag).
On a alors pour f € C! Iégalité fondamentale suivante : pour tout sommet v de X,

(dfo,dfo) = (AL, 12)- (2.3)
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2.4. LE CRITERE SPECTRAL

En effet, comme n(t) = 1 lorsque ¢ est un triangle,

(dfo,dfo) = > (dfo(t),dfy(t)).

teS2(X)

On note que df,(t) vaut 0 sauf si v est un sommet de ¢, et dans ce cas en notant e; et e; les deux
arétes de ¢ contenant v : df,(t) = [e; : t]f(es) + [e; : t]f(e}). Le choix d’orientation dans la défini-
tion de f; garantit que, si les sommets s et s’ de L(v) correspondent respectivement & e; et e}, alors

([er : t)f(er), [e; - 8] f(er)) = —(f3(s), £5(s7)). Dela,
(dfo(t),dfo(t)) = (£3(s), £ () + (F3(s), £ () = (£5(5), £ () = (£ (s)), £ (s))-
Dans la somme ;g2 x)(dfu(t), df,(2)), chaque (f7(s), f; (s)) apparait donc autant de fois qu'il y a

* *

de triangles qui contiennent s, c’est-a-dire N(s) fois. On a aussi un terme —(f.*(s), f(s’)) pour chaque
couple de voisins (s, s’). Donc :

(dfordfo) = D (fils) fi(s) - N(s) = Y (fals) fils)) = (Af3 £2)

seL(v) (s,s") voisins
en utilisant le résultat intermédiaire obtenu plus haut sur le calcul de (Af, g).

Concluons cette partie par une propriété des laplaciens A sur les graphes finis connexes : leur noyau
est réduit aux fonctions constantes et toutes leurs valeurs propres sont dans [0; 2]. Montrons-le dans un
premier temps pour Ag. En ce cas, pour le premier point, soit f harmonique sur L(v), qu'on suppose
connexe (ce sera de toute facon une hypothése du théoréme). Quitte a lui soustraire sa valeur maxi-
male, on peut supposer f négative, et s’annulant en un point. Pour tout point s d’annulation de f, on a
Af(s)— f(s) =0donc Y iinges f(5") = 0, et donc comme f est négative, f est nulle sur tous les
voisins de s. On conclut par connexité. Pour le deuxiéme point, soit f un vecteur propre de A. Quitte
a changer f en —f, on peut supposer que f ne prend pas que des valeurs négatives. Si elle atteint son
maximum en s, alors f(s) > @ Y s voisinde s J (87), donc Af(s) > 0, et donc la valeur propre ne peut
étre strictement négative, puisque f(s) > 0. On voit que les valeurs propres sont inférieures a 2 par le
théoréme de Gerschgorin—-Hadamard appliqué a la matrice de A dans la base canonique, dans laquelle
chaque ligne est constituée d’un 1 sur la diagonale, et de N(ss) coefficients — ﬁ ; lanorme L' de chaque
ligne est donc 2, et donc toute valeur propre est inférieure a 2.

Lorsque E est un espace vectoriel réel quelconque, on se rameéne au cas précédent de la fagon suivante.
Soient f un vecteur propre de Ap, de valeur propre A,  un élément non nul de Eet p : E — R une
projection de E sur Rz, identifié & R. Par linéarité, il est immédiat de voir que po f est un vecteur propre
de Agr de méme valeur propre A. Ainsi, Sp(Ag) C Sp(ARr), et donc Sp(Ag) C [0; 2] par la discussion
précédente. Ensuite, soit f dans le noyau de Ag. On choisit une base {e;},.; de E et on considére la
famille duale {e}}. Par le méme argument que précédemment, pour tout ¢ € I, e} o f est dans le noyau
de AR, donc est constante. Ainsi, f est constante. Enfin, le cas E = H se rameéne au cas réel car Ay est
auto-adjoint (son spectre est donc réel).

2.4 Le critére spectral

On va démontrer le théoréme suivant, dont ’énoncé garde les mémes notations que dans le texte
ci-dessus.
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CHAPITRE 2. CRITERE SPECTRAL DE ZUK

Théoréme 2.1 (A. Zuk, 1996 [Zuk96]). — Pour tout v € S°(X), on note ¢, la plus petite valeur
propre strictement positive du laplacien Ag sur L(v). On pose ¢ = min(c, + ¢,,) ot le minimum
est pris sur toutes les paires {v, w} de sommets voisins. Si les links de X sont connexes et quec > 1,
alors I vérifie la propriété (T).

On observe que les conditions sur X sont locales, il suffit donc de les vérifier sur X. On peut donc
conclure que le groupe fondamental de X a la propriété (T) sans aucune étude supplémentaire du revéte-
ment universel.

Comme Sp(A) C Sp(ARr), la condition sur les valeurs propres de Ag se transmet a A, ce que nous
utiliserons dans les démonstrations.

Lemme 2.2. — Soit f € C*. Alors :

<df’df>: Z <<dfvvdfv>_;<fv7fv>>'

vESI(X)

Démonstration. — Soient v € S°(X) et t € S?(X) avec v € t. Alors si on note ¢, ¢’ et e, les arétes de t,
avec e, celle ne contenant pas v, on trouve

df(t) = le:t]f(e) +[e" - t]f(e') + [ew 1 t]flew) = dfult) + [ew : 1] f(e0)
car f,(e,) = 0. En revanche, si v n’est pas un sommet de ¢, d f,(t) = 0.
Ona:

Z <dfvadfv>: Z Z dfv dfv )>

veSO(X) veSO(X) teS?(X)
vet

SN (A = [ew U f(e0), Af(E) — [ey : t]f(en))

v€SO(X) tes?(X)
vet

=Re Y Y (df(t),df(t)) — 2(df(t), [en : t]f(ew)))

t€52%(X) ves®(X)
+ Y > en)).

vet
vESY(X) teS%(X)
vet

Par ailleurs,

S Y e s = Y (Fe). £ -nle)

v€80(X) tes?(X) e€S1(X)
vEL

Z Z (fv(e),fv(e)>~n(e).

v€SY(X) ecS (X)
veEe
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2.4. LE CRITERE SPECTRAL

Si on ajoute le fait que ), [e, : t] f(ey) = df(t), on trouve :

> (dfu,dfy) D (B(df(t), df (1) — 2(df(t),d Z ST (fule) fole)) - nle)
v€S(X) teS2(X) ngO(X) eese(x)

= WPy Y (e f) .

vESO(X)

Remarquons que la projection de f;* sur 'espace des fonctions constantes sur L(v), c’est-a-dire sur le
noyau de A, est %d* f(v). En effet, soit & un élément de H vu comme une fonction constante :

(f5.8) = D (F5(s), E)uN(s)

s€L(v)

= Z 25
seL(v)

= (D [v:elflemle), &u
e€s1(X)

= (n(v)d"f(v), E)n

= )8

ol la derniére égalité vient de ce que n(v) = 3 > serw) N(s) (3d* f(v) est ici vu comme une fonction
constante). Retenons d’ailleurs I’égalité suivante : pour toute (fonction) constante k,

(fo, k) = {d"f(v), k)yy n(v). (24)

Lemme 2.3. — Soit f € C. Alors:

Démonstration. — Comme A est auto-adjoint, il stabilise I'orthogonal des fonctions constantes sur L(v).
Donc (Af, f2) = (A(f; — 3d* f(v)), fi — £d* f(v)). De plus, comme c,, minore la plus petite valeur
propre de A sur cet orthogonal, on a, pour toute fonction = : L(v) — H orthogonale aux constantes,
I'inégalité (A(z), z) > ¢, (z, x). D’ol, par la formule (2.3) :

(Ao Q) = (AF2 1) > ol = 30" F(0), 15— S ().
De plus, en vertu des formules (2.2) et (2.4),
* 1 * * 1 * _ * * 1 *
<fv_§d f(v)hfv_id f('U)> - <f'u?fv_2d f(U)>
= U5 FD) U )
= (o o) — {07 (0), 4" F@) ()

Dela:
(s fu) = 5o ) > (00 = D)o o) = S0, 4 £,
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CHAPITRE 2. CRITERE SPECTRAL DE ZUK

En sommant sur v € S°(X), nous avons, grace au lemme 2.2 :
Co ” 1
(@f.df)y+ D Af@LAf@hn@) = Y (o= H)fo fo)-
veS(X) vESO(X)
Comme ¢, < 2 pour tout v, on a:
* * Cy * *
(Af,df) + (A f,d"f) > (df,df) + Y A f(0),d"F(@))n(v).
veSO(X)
Donc pour finir la démonstration, il suffit d’établir que g0 (x) (co — D {fos fo) = (c=1)(f, f). Or:
1
Y. (=D fufod= D (lev+cw—Df(e), fe)nle)) > (e = D{f. f),
vESO(X) e€S1(X)

ou les v et w apparaissant dans la derniére somme sont les extrémités de e. |

On termine la démonstration du théoréme 2.1. Soit C = ¢ — 1 > 0. Il suffit de montrer que si
f €7 =Ker d!,alorsona g € CY tel que f = dg. Déja, si f € Z!, le lemme précédent donne :

(d*f,d"f) = (dd"f, f) = C(f, [). (2.5)
Cela implique clairement que dd* : Z' — Z! est injectif.

Montrons que dd* est surjectif. Tout d’abord, Im dd* est fermée. En effet, soit (f, = dd*g, ), une
suite dans Im dd* convergeant vers f € Z!. Montrons qu’il existe g € Z! telle que f = dd*g. Soient
p,q € N : griace a I'inégalité (2.5) et a celle de Cauchy-Schwarz,

Cl9q — 9pr9q — 9p) < {9q — 9ps fa — fp) <l 9g = g Il fo = fol-

Donc || gg— gy || < &l fo— fp ||- De 14, la suite (g,,) est de Cauchy, donc converge vers g € Z' (rappelons
que Z! est fermé et que d et d* sont continus). Ainsi (f,,) converge vers dd*g.
Ensuite, si f est un élément de orthogonal de Im dd*, alors 0 = (dd* f, f) > C(f, f), donc f =0,
et donc Imdd* = Z! . De 13, dd* est inversible. Donc si fe VAR
f=(dd")(dd")~(f) = dg,
avec g = d*(dd*)~1(f).

Ainsi, Hl()~(, 7t) = 0. Ceci étant vrai pour toute représentation unitaire 7, le groupe I' a bien la
propriété (T).

2.5 Remarque

La constante 1 apparaissant dans le critére spectral est optimale. En effet, Z n’a pas la propriété (T) (cf.
proposition 1.4) mais il s’agit du groupe fondamental du complexe simplicial représentant une « Triforce
encerclée » (cf. figure 2.3), dont les links sont des chaines a quatre sommets (cf. figure 2.4), lesquels ont un
laplacien de spectre {0, %, %, 2}. Le minimum c apparaissant dans le théoréme 2.1 vaut donc 1.
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2.5. REMARQUE

FIGURE 2.3 — La « Triforce encerclée », dont Z est le groupe fondamental.

FIGURE 2.4 — Le link de la Triforce encerclée.
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IMMEUBLES TRIANGULAIRES

ANS CETTE DERNIERE PARTIE, nous décrivons une famille de groupes vérifiant le critére spectral de

Zuk (ce qui nous permet donc d’établir la propriété (T) sans avoir a étudier les représentations de ces
groupes). Nos exemples proviennent de la théorie des immeubles de Tits. Toutefois, nous ne rentrerons
pas dans les détails de cette riche et belle théorie (le lecteur intéressé est invité a consulter [Brog9],
[Rong9] ou [Wei03, Wei09] pour une introduction et [AB08] pour des développements plus poussés) et
nous contenterons donc de définitions ad hoc.

3.1 Plans projectifs finis

Commencons par quelques notions de géométrie projective.

Définition 3.1. — Soit k un corps commutatif. Le plan projectif sur k, noté P%(k), est U'ensemble des
droites vectorielles de 'espace vectoriel k3. Ces droites vectorielles sont appelées points de I'espace projectif
et les ensembles des droites vectorielles formant un plan vectoriel sont appelés droites de I’espace projectif.

Nous noterons P et L respectivement I'ensemble des points et des droites du plan projectif. A tout plan
projectif est associé a un graphe, dit graphe d’incidence du plan projectif, construit de la facon suivante.
Les points et les droites projectives forment les sommets du graphe et deux sommets sont reliés s’ils
représentent un point et une droite le contenant. Un tel graphe est naturellement biparti. La figure 3.1
représente le graphe d’incidence du plan projectif sur F'a, le corps & deux éléments.

Les graphes d’incidence de plans projectifs finis seront les links des 2-complexes simpliciaux que nous
considérerons par la suite. Calculons donc d’emblée le spectre de leur laplacien.

Proposition 3.1. — Soit G, le graphe d’incidence d’un plan projectif sur le corps Fy a q éléments (ot q
est une puissance d’un nombre premier). Les valeurs propres du laplacien de G, sont

0, 1_£7 1_~_ﬂ 2.
qg+1

q+1
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3.1. PLANS PROJECTIFS FINIS

FIGURE 3.1 — Graphe d’incidence du plan projectif sur F.

Ny . 1
En particulier, les valeurs propres non nulles sont strictement plus grandes que 5.

Démonstration. — Soient P et L les ensembles respectifs des points et des droites projectives, chacun de
cardinal n = ¢* + ¢ + 1. Le graphe G, a donc 2n sommets, tous de degré ¢ + 1. Pour p € P, notons §,,
la fonction valant 1 en le sommet représentant p et O ailleurs et similairement pour ¢ € L. Par symétrie,
la matrice du laplacien dans la base

{8plp € P} U {8,]¢ € L}
est de la forme

1 /0 A
Id_q+1<At 0)’

ol A est la matrice (ap) de taille n x n telle que

peP Lel

1 sip appartient a ,
Ape = .
0 sinon.

Pour calculer les valeurs propres de B = ( £t é ), considérons la matrice

s (AA* 0
B<o ATA )

Pour deux points p,p’ € P, le coefficient (p, p’) de AA? vaut le nombre de droites passant par p et
par p’ et de méme pour I'e coefficient (¢, ¢') de A*A pour deux droites ¢,¢’ € L. Ainsi, nous pouvons
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CHAPITRE 3. IMMEUBLES TRIANGULAIRES

écrire
qg+1 1 e 1
1 q+1 .- 1
AAY = A'A = . . ) . )
1 cee e g+ 1
ce qui permet de voir immédiatement que les valeurs propres de AA* = A'A sont (q + 1)2 (dont un
vecteur propre est donné par (1,1,...,1)) et ¢ (dont n — 1 vecteurs propres linéairement indépendants

sont donnés par (1,—1,0,0,...,0), (1,0,—1,0,...,0),...,(1,0,0,...,0,—1)).

Ainsi, la matrice B? a comme valeur propre :

e (¢+1)% de multiplicité 2,

e ¢, de multiplicité 2(n — 1).
Le spectre de B est donc contenu dans {:I:(q +1), :I:\/g} Par ailleurs, il est symétrique autour de zéro
(en effet, si x et y sont des vecteurs a n coordonnées tels que (x,y) est un vecteur propre de B de valeur
propre A, alors (x, —y) est un vecteur propre de valeur propre —A). De 1, par un argument de multiplicité,
nous en déduisons aisément que le spectre de B est exactement {j:(q +1), :I:\/(j} d’ou le résultat. M

3.2 Immeubles triangulaires

Les immeubles sont des complexes simpliciaux possédant des propriétés de symétrie locale suffisam-
ment fortes pour en déduire des résultats sur la structure des groupes agissant dessus. Dans cet exposé,
nous nous contenterons d’une classe particuliére d’immeubles.

Définition 3.2. — Un immeuble triangulaire (ou de type As) est un 2-complexe simplicial contractile tel
que le link de tout sommet est isomorphe au graphe d’incidence d’un plan projectif fini.

Il existe de nombreux exemples de groupes agissant sur des immeubles triangulaires (cf. [CMSZ93a,
CMSZ93b], [CMS94], [Bar00], [GP01], [BP07]), nous en détaillons ici une famille classique. Soient k& un

o~

corps fini et K = k((X™1)) le corps des séries formelles de Laurent sur k& d’indéterminée X ! :

K=k((X1) =Y aX"|jeZack
i=j
Ce corps est muni d’une valuation discréte v, (c’est-a-dire un homomorphisme de groupes v : K* > Z
surjectif tel que v(z + y) > min(v(x), v(y)) pour tous x, y dans K*) définie par :

oo
Uso ZaiX_i =] sia; # 0.
=i

En convenant que v(0) = 400, nous pouvons construire une valeur absolue ultramétrique sur K en
posant :

] = g "=,
ou q est 'ordre de k. Enfin, nous noterons O I'anneau des éléments de valuation positive (autrement dit,
O est la boule unité fermée de K), c’est-a-dire O = k[[X!]], quon sait étre euclidien (donc principal).
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Pour de plus amples détails sur toutes ces notions, nous renvoyons a la premiére partie de [Ser68] ou au
sixiéme chapitre de [Bou64].

Placons-nous dans I’espace vectoriel V = K3 sur K. Nous appellerons O-réseau de V tout O-sous-
module de V engendré par une K-base vectorielle de V. Deux O-réseaux A et A’ seront dits équivalents
s’ils différent d’une homothétie, c’est-a-dire qu’il existe un élément o de K* tel que A = oA’

Soit Ay le 2-complexe simplicial dont les sommets sont les classes d’équivalence de réseaux et dont
trois classes distinctes forment un triangle s’il existe des représentants A1, Ao et A3 de ces classes tels que

X7 'A3 C Ay C Ay C As. (3.1)

Par exemple, en notant {ej, €2, e3} la base canonique de V, les classes d’équivalence des réseaux

Ay = Oeq + Oeg + Oeg,
Ay = Oeq + X‘l(’)eg + Oeg,
A3 = Oey + X 10eq + X1 0¢4

forment un triangle car X "'A; C A3 C Ay C Ay.

Proposition 3.2. — Le 2-complexe simplicial Ay, ainsi construit est un immeuble triangulaire dont le link
en chaque sommet est isomorphe au graphe d’incidence du plan projectif P? (k).

~

Démonstration. — Clairement, le groupe GL3(K) agit transitivement sur les O-réseaux et cette action
préserve la relation d’équivalence (car les homothéties sont dans le centre de GL3 (IA()) et celle d’incidence.
Donc, GLg(K) a une action simplicale sur Ay, transitive sur les sommets. Montrons que le link de A; est
isomorphe au graphe d’incidence de P2(k). Le quotient de O par X~1O (qui en est un idéal maximal)
est isomorphe au corps k. Ainsi, A;/X~*A; est un k-espace vectoriel de dimension trois. A nouveau par
définition de la relation d’équivalence entre les réseaux, la possibilité d’intercaler deux réseaux A et A’

non équivalents entre X~1A; et Ay induit, en passant au quotient, le drapeau suivant :
{0} CA/x-1p, CTA/X-1A, CALX-1A,-
Réciproquement, un drapeau dans A1 /X ~!A; de la forme
{0t CFCGCA/X-1p,
se reléve en une suite de O-modules
XAy cFcGcA.

Comme F et G sont contenus dans A, qui est un module libre sur ’anneau principal O, ils sont aussi
libres. De plus, comme ils contiennent X "' A1, qui engendre vectoriellement V, ils I'engendrent aussi. Ce
sont donc des O-réseaux.

Par ailleurs, un drapeau dans V correspond & un couple (p,£) € P x L tel que p € £. Comme une
aréte dont une extrémité est A; correspond a un réseau pouvant s’insérer dans une relation de type (3.1),
les points du link de A; correspondent au choix de p € P ou £ € L et une adjacence entre deux points du
link correspond a I'incidence d’un point et d’une droite dans le plan projectif. Autrement dit, le link d’un
sommet de Ay est isomorphe au graphe d’incidence d’un plan projectif sur .
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Pour la démonstration du fait que Ay est contractile, nous renvoyons a [Ron89, chapitre 9, exercice
10, p. 128]. u

Maintenant que nous disposons d’un immeuble, il est intéressant de faire agir des groupes dessus.

~

Nous avons déja vu dans la démonstration précédente que GL3(K) agit transitivement sur Ag. Le sous-
groupe G = SLg(IA() agit aussi sur cet immeuble, ’action n’est plus transitive sur les sommets mais elle
Pest sur les triangles (cf. [ABO08, 6.9.3, p.360]). Grace a un théoréme de Harder, ce groupe contient un
réseau I/ (au sens du théoréme 1.10) cocompact et sans torsion (cf. [Mar91, théoréme 3.2.4, p. 63]), ce qui
implique en particulier qu’il agit librement sur Ay. Ainsi, grice au critére spectral de Zuk, qui s’applique
en vertu de la proposition 3.1, le groupe I'" posséde la propriété (T). En utilisant deux fois le théoréme 1.10,

~

nous en déduisons que les groupes SL3(K) puis SL3(k[X]) possédent aussi la propriété (T).

3.3 Remarques

La famille d’exemples précédente appelle quelques commentaires. Tout d’abord, le corps K = k(X)
peut étre remplacé par n’importe quel corps localement compact muni d’une valuation discrete, tel le
corps des rationnels muni de la valuation p-adique. Les groupes SL3(Q,,) ont donc aussi la propriété (T).

En revanche, la valuation discréte est nécessaire dans cette construction et nous ne pouvons pas
espérer montrer que SL3(R) est de Kazhdan via cette construction. En fait, un résultat profond de super-
rigidité d & G. Margulis implique que SL3(R) ne peut pas agir non trivialement sur un immeuble. Nous
renvoyons a [Mar91] pour de plus amples détails.

Enfin, notons que ces exemples résolvent la question posée par Kazhdan concernant la finitude de
la présentation des groupes ayant la propriété (T). En effet, le groupe SL3(F,[X]) (pour p un nombre
premier), qui a la propriété (T) en vertu de la discussion précédente, n’est pas de présentation finie
(cf. [Beh79]).
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ProPRIETE (T) ET GROUPES LINEAIRES
SPECIAUX

NOUS ALLONS MONTRER que les groupes linéaires spéciaux SL,,(R) possédent la propriété (T) pour
n > 3 mais que SLy(R) ne I’a pas. Ces résultats restent vrais en remplacant R par n’importe
quel corps local (c’est-a-dire un corps localement compact dont la topologie est non discréte et issue
d’une valeur absolue). Nous admettrons pour cela un théoréme qui nécessiterait trop de notions pour étre
démontré.

La démonstration se décompose en deux étapes : une partie algébrique étudie les représentations
unitaires de SL,,(R) et procéde par réduction, une partie plus géométrique étudie la propriété (T) pour
certains sous-groupes de SL,, (R.).

Introduisons tout d’abord quelques notations. Soient les sous-groupes suivants de SLo(R) :

N {(19), ven),
(I

{3 ). 2ex)

Nous rappelons que le groupe SL,, (R) est engendré par les matrices élémentaires, c’est-a-dire les
matrices E;;(z) = Id,, +2A;;, ol = est un réel et A;; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui en (i, j), qui vaut 1. En particulier, SL2(R.) est engendré par NUN™.

et

Enfin, quand H est un sous-groupe d’un groupe topologique G, nous disons que la paire (G, H) a la
propriété (T) (relative) si toute représentation unitaire de G ayant presque des vecteurs invariants admet
des vecteurs H-invariants.
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A.1 Propriété (T) pour la paire (SLy(R) x R? R?)

Nous admettrons sans démonstration le fait que la paire (SL2(R) x R?, R?) (pour Iaction naturelle
de SLy(R) sur le plan R?) a la propriété (T). Ceci se démontre en deux résultats que nous indiquons ci-
dessous ; nous renvoyons a [BAIHV08] pour une démonstration compléte. Nous appelons moyenne sur un
groupe localement compact G toute mesure borélienne de probabilité, absolument continue par rapport a
la mesure de Haar a gauche (cf. [BAIHV08, appendice G.1, p.421]).

Théoréme A.1 (Y. Shalom, 1999). — Soient G un groupe localement compact et H un sous-groupe
distingué abélien et fermé. Si la mesure de Dirac en le caractére unité 1y de H est I'unique moyenne
sur H qui soit invariante sous l'action de G sur H par conjugaison, alors la paire (G,H) a la pro-
priété (T).

Démonstration. — Voir [BAIHV08, théoréme 1.4.5, p. 42]. [ |

Ce théoreme est un résultat profond et fréquemment utilisé pour démontrer la propriété (T) rela-
tive pour une paire de groupes. Son application a la paire qui nous intéresse est en revanche un calcul

élémentaire. Rappelons que le dual R? s’identifie 4 R? (voir [BAIHV08, corollaire D.4.6, p. 380]).
Proposition A.2. — La mesure de Dirac en 0 est 'unique moyenne SLy(R.)-invariante sur R?.

Démonstration. — Voir [BAIHV08, proposition 1.4.12, p. 47]. |

A.2 Réduction

Pour n > 3, nous introduisons les sous-groupes fermés de SL,,(R) suivants (ol les éléments de R2
sont vus comme des vecteurs colonnes) :

A =z 0
G, = 0 1 0 |, AcSLyR),zcR?},
0 0 Id,_s
Idg T 0
Gy = 0 1 0 , reR?
0 0 Id,_g3

Remarquons que ceux-ci sont bien sir isomorphes respectivement a SLo(R) x R? et 3 R2.

Pour établir la propriété (T) de SL,,(R.), nous aurons besoin de quelques résultats reposant tous sur
le méme principe : si un vecteur est invariant pour un certain sous-groupe, alors il est invariant pour
un sous-groupe plus grand. La propriété (T) relative établie dans la partie précédente nous fournira un
vecteur Go-invariant qui sera in fine SL,, (R)-invariant.
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Lemme A.3. — Soit (y;);cy une suite de réels non nuls tendant vers zéro. Posons

(A0
a; = 0 }\i,1 .

Alors, pour toush € N et h™ € N7, nous avons

lim aihagl = lim a;lh*ai =1Id,.
(3 1
Démonstration. — Un calcul élémentaire fournit le résultat. Par exemple, si
1 =z

) -1 1 A?m
azha; ™ = <O E

d’ou le résultat. [ |

alors

Lemme A.4 (Lemme de Mautner). — Soient G un groupe topologique, x € G et (71, H) une représenta-
tion unitaire de ce groupe. Supposons qu’il existe une suite (y; ), d éléments de G tels quelim yiry; L=
e. Si & € H est fixé pary; pour tout i € N, alors & est fixé par x.

Démonstration. — Comme G agit par opérateurs unitaires et que 71(y;) fixe & pour tout 4, nous avons
[7(2)& = & || = [| (z)7(yi) & — m(ya)E ||
= || m(y; () m(ys) € — €. u
Le dernier terme tend vers zéro car yixyfl tend vers e et 7t est fortement continue, donc & est fixé par
7(z).
Lemme A.5. — Soit (71, 1) une représentation unitaire de SLo(R). Si & est un vecteur de H invariant
pour N, alors & est invariant pour SLo(R).

Démonstration. — Il nous suffit de démontrer que & est invariant par A. En effet, en ce cas, les deux
lemmes précédents nous indiqueront que & est fixé N, donc par tout SLo(R) puisque ce groupe est
engendré par NUN™.

Soit ¢ : SLy(R) — C la fonction continue définie par :
¢(z) = (m(z)&, &).

Comme § est N-invariant et que 7t est unitaire, ¢ est N-bi-invariant, c’est-a-dire constante sur les doubles
classes NgN pour tout g € SLy(R)).

Soient (A;);cny une suite de réels non nuls tendant vers zéro et

0 At
g; = (Az’ 0 ) S SLQ(R).
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Pour A € R*, nous avons alors

LAY /1 A /Ao
o 1 )%\ 1 )7\ A1)

0

0 )\1> € A, par continuité et N-bi-invariance de @,

et donc, en posant a = (

. A 0 .
9(a) = lim ¢ (A, A_1) — lim o (g0

Le membre de droite est indépendant de a, donc @ est constante sur A. Par le cas d’égalité dans
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous en déduisons donc que 7(a)é = &. [ |

Soient n > 2 et m < n. En choisissant m vecteurs distincts e;,, ..., e;, parmiles n vecteurs de la
base canonique {ey, ...e,} de R™, nous avons un plongement de SL,, (R) dans SL,,(R), ot SL,,,(R)
s’identifie au sous-groupes formé des matrices laissant invariant le sous-espace vectoriel engendré par
€, - - - €;,, et fixant les autres vecteurs de la base. De tels plongements seront appelés standard.

Proposition A.6. — Soit (71, H) une représentation unitaire de SL,,(R). Si & est invariant pour 'action
d’un quelconque des plongements standard de SL2(R.), alors il est invariant par SL,, (R).

Démonstration. — Nous pouvons bien entendu supposer n > 3 et, par récurrence, nous contenter de
démontrer que I'invariance par SL,,_1 (R) pour n’importe lequel de ses plongements standard entraine
I'invariance par SL,, (R). Sans perte de généralité, supposons que SL,,_1 (R) est plongé a I’aide des n — 1
premiers vecteurs de base. Il nous suffit alors de démontrer I'invariance sous I'action des matrices E;;, ()
et E,;(x) pour tout z € R. Choisissons a nouveau une suite (Ay), . de réels non nuls tendant vers
zéro et, pour i < n fixé, choisissons une matrice diagonale g, € SL,_;(R) — SL,(R) telle que
gk (€e;) = Ak. Nous avons alors

9kEin(2)g9; ' = Ein (M)

et le résultat découle du lemme de Mautner. [ |

A.3  Propriété (T) pour SL,(R)

Théoréme A.7. — Le groupe SL,,(R) posséde la propriété (T) pourn > 3.

Démonstration. — Soit (71, ) une représentation unitaire de SL,,(R) ayant presque des vecteurs in-
variants. Soient G; = SLy(R) x R? et G = R? les sous-groupes de SL,,(R) précédemment définis.
Nous avons vu que la paire (G1, G2) a la propriété (T), donc en particulier il existe un vecteur & non nul
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et Go-invariant. Par le lemme A.5, ce vecteur est invariant pour action du sous-groupe de la forme

0 0 Id,,—3

Par la proposition A.6, & est donc invariant sous I’action de tout SL,, (R). [

Etant donné que la propriété (T) est héritée par les réseaux (cf. théoréme 1.10), nous avons immédia-
tement I'important corollaire suivant :

Corollaire A.8. — Pourn > 3, SL,,(Z) a la propriété (T).
Par ailleurs, le sous-groupe de SLy(Z) engendré par

b1« ()

est isomorphe au groupe libre Fo (cf. [dIHO00, I1.B.25, p. 26]) et est d’indice fini car il est d’indice fini
dans le noyau de I'épimorphisme SLy(Z) — SLo(Z/2Z) (cf. [Leh64, lemme VIL6C, p. 251]). En vertu du
théoréme 1.10, ni SL2(Z) ni SL2(R) ne peuvent avoir la propriété (T).
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EQUIVALENCE DES GROUPES DE
COHOMOLOGIE

D ANS LA DEMONSTRATION du critére spectral de Zuk, nous avons utilisé une autre définition du pre-
mier groupe de cohomologie H'(I',7t) d’un groupe I' de présentation finie a valeurs dans une
représentation unitaire 7t. L’objet de cette annexe est d’établir I’équivalence de cette définition avec celle
donnée dans la premieére partie.

B.1 Notations

Soient I" un groupe dénombrable de présentation finie (engendré par un ensemble T de cardinal n
ettel que TNT™! = () et w: I' — U(H) une représentation unitaire de I' dans un espace de Hilbert
‘H. Nous reprenons les notations utilisées dans la partie 2.1 : X est un 2-complexe simplicial de groupe
fondamental I", X est son revétement universel, Sr(i) est 'ensemble des r-simplexes de }~( (r=0,1,2),
munis d’une orientation I'-invariante, et [s : t] est le coefficient d’incidence entre les simplexes s et .
Nous supposerons de plus que X est le complexe de Cayley de I" (autrement dit, X a été construit en
considérant un bouquet de n cercles et en y adjoignant des disques dont le bord est identifié selon les
relations définissant I'). En particulier, le 1-squelette de X est un graphe de Cayley de I'. Notons que
ce n’est pas tout a fait le cadre du critére spectral, qui nécessitait de travailler avec de vrais complexes
simpliciaux; il est cependant bien connu que, du point de vue de ’homologie et de la cohomologie,
il est indifférent de travailler avec des complexes simpliciaux ou des complexes cellulaires (cf. [Hat02,
théorémes 2.27, p. 128 et 2.35, p. 139]).

Soit C*® le complexe de cochaines utilisé pour le critére spectral, c’est-a-dire

Cr = {f : Sr(i) — H|f est F—équivariante} ,
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avec l'opérateur de cobord d” : C" — C"*+! (r = 0, 1) défini pour f € C" par:

df(t) =Y [s: t1f(s).

seCr
Soit par ailleurs D® le complexe de cochaines utilisé dans la premiére partie, c’est-a-dire
D" =H"",
avec l'opérateur de cobord d” : D" — D" ! (r = 0, 1) défini par

d°6:T = H:gr m(g)E — &,
d'f:T% = H:(g,h) — flg) +7(9)f(h) — f(gh).

Le but est de montrer que les deux premiers groupes de cohomologies
HY(C) =kerd" ff;, g0 et H'(D) = kerd" /iy, g0

sont isomorphes. Pour cela, nous allons définir des applications de complexes F* : C* — D*® et G* :
D® — C* telles que G°F* égale I'identité sur C®, ce qui impliquera en particulier que les applications
induites F, et G, vérifient GIF! = idg (c)- Il suffira alors de montrer a la main que le morphisme Gl
est injectif pour conclure. Le diagramme suivant résume la situation.

B.2 Construction de I'application G*

Nous cherchons a construire G* tel que le diagramme suivant soit commutatif.

X a’ Ct d C?
GO Gl G2
D d’ D! d D?

Choisissons une fois pour toute un sommet 1 de X et nommons tous les sommets de X de sorte &
obtenir le graphe de Cayley Cay(T", T), ce qui permet d’écrire que I'action de I sur S°(X) est donnée par
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g - h = gh. Ceci permet aussi de nommer les arétes sous la forme (g, gs) avecg € I',s € T U T~L. Pour
une aréte e, nous noterons o(e) son origine et ¢(e) son arrivée (o((g, gs)) = g, t((g,9s)) = gs).

Par définition de 'action réguliére de I" sur son graphe de Cayley, nous avons
r-v; =S(X),

ot Vo = {1}, V; est I'ensemble des arétes dont une extrémité est 1 et Vo est 'ensemble des triangles
dont un sommet est 1. Ainsi, une fonction I'-équivariante de S” dans H — c’est-a-dire un élément de
C" — est entiérement (et uniquement) déterminée par sa valeur sur V,.. Quitte a redéfinir si nécessaire
Porientation des arétes de X, nous pouvons sans perdre de généralité supposer que les arétes de V1 sont
orientées de sorte a ce que 1 en soit Porigine.

Dés lors, pour & € H, nous définissons GY& comme étant I'unique élément de C° dont la valeur en
1 est &. Afin que le diagramme soit commutatif, nous devons alors définir Glen f € D! comme étant
I'unique élément de C! dont la valeur en e € V est f(¢(e)). Enfin, toujours afin de rendre le diagramme
commutatif, nous sommes amenés a définir G en f € D? comme étant I'unique élément de C2 dont la
valeur en un triangle orienté [e, s,t] de V5 est f(s, s~ 1t).

B.3 Construction de I’application F*

Nous allons construire une application F® qui rende commutatif le diagramme

co d ct d C?
FO F! F?
DO d® D! d D?

et telle que G*F*® = idce.

Pour f une fonction dans C°, nous définissons simplement F° f € D° par I'image de f en le sommet
représentant I'identité : FO f = f(1). Nous avons alors

(GF°f)(1) =F°f = f(1),
ce qui montre que G°F° = idco.

Fixons un arbre maximal 7 dans X qui contienne V. Pour g un élément de I', nous nommons vy, le
plus court chemin reliant 1 a g dans 7T, c’est-a-dire une séquence d’arétes orientées ey, . . . e, dans T telle
que Porigine de e; soit 1 et 'arrivée de e, soit g (la lecture successive des labels des arétes donne donc
un mot du groupe libre engendré par T représentant ¢ dans I").

Pour f une fonction dans C', nous définissons F! f € D! comme étant la fonction qui, a g, associe
I'image par f du chemin v, c’est-a-dire la somme des valeurs de f en chaque aréte contenue dans y,,
somme que nous noterons simplement f(y,) :

Flle"—>7-l:g»—>f(yg).
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B.3. CONSTRUCTION DE L’APPLICATION F*

1 faut d’abord vérifier que F* est compatible avec F°, autrement dit que F*d° = d°F°. Pour f € C°
et g € I, nous avons

(@°FOf)(g) = m(g)(F°f) = FOf = (g) f(1) = f(1)
et

(F'd°f)(g) = (d°f)(vy) = flg) — f(1),

et les deux expressions sont bien égales car f est I'-équivariante. Par ailleurs, pour e € V1,

(G'F'f)(e) = (F f)(t(e)) = f(e),
ce qui montre que G'F! = idc1.

A tout couple (g, h) € I'%, nous associons un triangle géodésique A(g,n) de sommets 1, g et gh et
dont les cotés respectifs sont vy, g - Y et —Yg4p. Nous pouvons visualiser A, ) comme une boucle
partant de 1, se rendant en g dans 7T, puis allant de g & gh comme on irait de 1 a h dans 7T et enfin
revenant de gh en 1 dans 7. Ensuite, pour tout tel triangle A, 1, nous nous donnons un remplissage

par des triangles du complexe X, en convenant que si le triangle géodésique A, ) est un vrai triangle
(ce qui signifie que g et gh sont adjacents a 1), alors il est son propre remplissage.

Pour f une fonction dans C?, nous définissons F?f € D? comme étant la fonction qui, a (g, h),
associe I'image par f du triangle géodésique A 1), C’est-a-dire la somme des valeurs de f en chaque tri-
angle contenu (pour le remplissage que nous nous sommes donné) dans A, ), somme que nous noterons
simplement f (A 5)) :

F2f:T? = H:(g,h) = f(Dgm)-

A nouveau, pour f € Cl et (g, h) € I'?, nous avons

(d'F'f)(g,h) = (F' £)(g) + (g)(F f)(R)) — (F' f)(gh)
= f(vg) +(9)(f(vn)) — f(vgn)

et

(delf)(%h) = (dlf)(A(g,h)) = f(vg) + f(g-vn) — f(vgn)

et les deux expressions sont bien égales car f est I'-équivariante. Par ailleurs, pour un triangle A =
[e, s,t] € V3, nous avons

(G*F2f)(A) = (F2f)(s,57't) = f(D(s,5-10)

et A = A s-1y car (e, s), (e,t) et (e,s~'t) sont dans T par construction, ce qui montre que G*F? =
.12
ldc.
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ANNEXE B. EQUIVALENCE DES GROUPES DE COHOMOLOGIE

B.4 Isomorphisme entre H!(C) et H!(D)

Nous avons construit F'* de sorte que G*F*®* = idce, donc lapplication induite en cohomologie
(GF). = G.F, est I'identité. En particulier, le morphisme

Gl:HY (D) —» HY(C) : [f] — [G'f]

est surjectif. Montrons qu’il est également injectif.

Soit f € D! telle que [f] € HY(D) et que [G!f] = 0 dans H!(C). Cela signifie qu’il existe f € C°
tel que G! f = d° fo. Posons & = F° fo = fo(1) et montrons que f = d°&, ce qui impliquera que [f] = 0
dans H!(D) et donc que G! est injectif.

Comme [f] € HY(D), cela signifie que d'f = 0, c’est-a-dire que Vg,h € T, f(gh) = f(g9) +
7t(g) f(h). En particulier, la fonction f est déterminée par ses valeurs prises en T (I'ensemble générateur
de I). I nous suffit donc de montrer que

Vs €T, f(s)=d"(s). (B.1)

D’une part, d°&(s) = 7t(s)& — &. D’autre part, G f = d°fy, donc par définition de G, nous avons

Ve € Vy, f(t(e)) =

Par définition de V1, 'égalité (B.1) est donc vérifiée pour tout élément de T. Ainsi, Gi est un iso-
morphisme, ce qui montre que les deux définitions que nous avons utilisées pour le premier groupe de
cohomologie d’un groupe a valeurs dans une représentation unitaire sont bien équivalentes.
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B.4. ISOMORPHISME ENTRE H!(C) ET H!(D)
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[AB08]
[Bar00]
[BAIHV08]

[Beh79]

[Bou63]

[Bou64]

[BP07]

[Brog9]
[CMS94]

[CMSZ93a]
[CMSZ93b]

[dIHo0]
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