Géométrie Différentielle, TD 11 du 15 mai 2013

1. Invariant de Hopf

Soit n > 1. On considére les sphéres orientées S™ et S*"~ 1. Soit f : S?»! — S" une
application C*°.
1- Soit w une forme volume sur S" telle que [y, w = 1. Montrer qu’il existe une (n — 1)-
forme 3 sur S ! telle que f*w = dj3.
2— Montrer que le réel fs%,l B A dB ne dépend pas du choix de 5. On le note H(f,w).

3— Montrer que H(f,w) est en fait indépendant de w. C’est linvariant de Hopf de f.
On le note H(f).

4— Montrer que si n est impair, H(f) est nul.

5— Déterminer H(f) quand f est une application constante.
Montrer que si f et f’ sont homotopes, H(f) = H(f).

6 (Difficile) Soit f la fibration de Hopf, c’est a-dire I'application f : S* — S? donnée
par I'équation f(z,w) = z/w, ou 'on a identifié S* a la sphére unité dans C? et S? a
P(C). Montrer que H(f) est non nul. En déduire que la fibration de Hopf n’est pas
homotope a une application constante.

Solution :

1- On a d(f*w) = f*(dw) = 0. Ainsi, f*w est fermée sur S*"~!. Mais H"(S*"~!) = 0.
Elle est donc exacte. Il existe donc [ de degré n — 1 telle que f*w = dg.
2— Soit /" une autre forme différentielle telle que df’ = d5. Alors 5 — ' est fermée. C’est

une forme différentielle de degré n — 1, et 0 <n —1 < 2n — 1 puisque n > 1. Comme
H"1(S?"71) = 0, elle est donc exacte : on peut écrire 8’ = 3 + du. Alors

/B’Adﬁ’:/BAdﬁJr/duAdﬁ.

Il faut donc vérifier que [ du A dS = 0. Mais du A df = d(u A dB). Ainsi,

/ duNdfp = d(u/\dﬁ):/ uANdS =0,
§2n—1 §2n—1

0S2n—1
puisque 0S?"~1 = ().
3— Soit w’ une autre forme volume sur S" avec [w’ = 1. Alors [(w' — w) = 0. Malis,

par dualité de Poincaré, 'application “intégrale” est un isomorphisme entre H" et R,
donc W’ — w est exacte : il existe une forme différentielle v telle que W' = w + d~.

Soit 3 telle que f*w = dp. Alors f*w' = df + d(f*y). Par conséquent,

H(f,w) = / B+ F ) AA(B+ 1) = H(f )+ / FyadB / Fd(fy)+ / BAA(f*).
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De plus,
[ranas=[ranro=[raao.
Comme 7 A w = 0 car c’est une forme différentielle de degré 2n — 1 sur S", cette
intégrale est nulle. De méme, fx v Ad(f*y) = f*(y Ady) =0.
Finalement, d(8A f*y) = dBA f*y+(=1)" "1 BAd(f*y). Comme dBA f*y = 0, comme
ci-dessus, on obtient
[andun = [agarn= [ sara=o
2n—
Cela montre que H(f,w) = H(f,w').
Si n est impair, on écrit d(8 A B) = dB A B+ (=1)""'3 A dp, de sorte que

2H(f) = (1+ (~1)" ) / BAdS = / d(BAB) =0,

par le théoréeme de Stokes.

Si f est constante, f*w est identiquement nulle (car une n-forme différentielle sur un
point est nulle), et on peut choisir 5 = 0. Il vient alors H(f) = szn,l BAdS=0.

Si f et f’ sont homotopes, elles sont aussi C'*°-homotopes, de sorte qu’il existe F' :
Sl x R — S* C* coincidant avec f pour ¢t < 0 et avec f’ pour ¢t > 1. Soit w une
forme volume d’intégrale 1 sur S”. Comme S**~! x R se rétracte par déformation sur
S#n=1 H™(S*"~1 x R) = 0, de sorte que F*w est exacte : F*w = df. Appliquons alors
le théoréme de Stokes a la variété a bord S**~! x [0,1] et & la forme différentielle
B AdfS. On prend garde a ce que la sphére F~1(0) est orientée négativement et a ce
que la sphére F'71(1) est orientée positivement. Il vient :

) —H(= [ prass [ pnas

F=1(0)

:/ d8 A dp
S2n=1x[0,1]

= / F*(wAw)
S2n—1x[0,1]

= 0’
car w A w est nulle comme forme différentielle pour raisons de degrés. Cela conclut.

Soit w une forme volume sur P*(C). La variété P2(C)\ {(0, 0)} se rétracte sur la droite
projective complexe P!(C) a l'infini a 'aide de I'application p; : [z,w] — [z, tw],
de sorte que l'application py : P?(C) \ {(0,0)} — P!(C) est un isomorphisme en
cohomologie. Remarquons que pglss est exactement la fibration de Hopf, de sorte
que, pour tout R > 0, pols(,r) est homotope & la fibration de Hopf.

En considérant la suite de Mayer-Vietoris associée au recouvrement ouvert de P?(C)
par P2(C)\ {(0,0)} et C?, on voit que la classe de cohomologie représentée par pjw sur
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P%(C) \ {(0,0)} est la restriction d’une classe de cohomologie ¢ de P?(C), engendrant
H?(P*(C). Soit a une 2-forme différentielle fermée sur P?(C) représentant c. Par
construction, « et piw sont cohomologues sur P?(C) \ {(0,0)} de sorte qu'on y a
piw — a = dn pour n € Q1 (P*(C) \ {(0,0)}).

Par description de 1'algébre de cohomologie de P?(C), ¢ A ¢ est non nulle. Ainsi, par
dualité de Poincaré, [5, © @ Na=1#0. Comme C? est contractile, son H? est nul,
et oy est exacte : il existe donc vy € Q?(C?) telle que alc2 = dy.

Nous sommes enfin préts a évaluer I'invariant de Hopf de f. Comme H est un invariant
d’homotopie, H(f) = H(po|so,r))- Or, sur S(0, R), pjw = a + dn = d(y + 7). Par
définition de 'invariant de Hopf,

H(f) = H(polsor) = / L A )

Comme fg(o (Y Adn+nAdy) = fg(o ) @(7+n) = 0 par le théoréme de Stokes, on
obtient :

H(f) =/ (v Ady + A dn).
S(0,R)

Remarquons que, toujours par Stokes, fS 'y/\ch / B(0.r) @\ tend vers I quand
R tend vers +0o. De méme, par Stokes fS y(n Adn) = dn A dn tend

vers 0 quand R tend vers +oo0.
Ainsi, faisant tendre R vers 4+o00, on obtient H(f) =1 # 0.

L’invariance de H(f) par homotopie et la nullité de l'invariant de Hopf d’une ap-
plication constante montre alors que la fibration de Hopf n’est pas homotope a une
application constante.

f]}ﬂ(cc N\B(0,R)

2. Cohomologie d'une grassmannienne

On munit R* du produit scalaire canonique. On note Go(R*) I'ensemble des plans vectoriels
de R*. Si W C R* est un plan vectoriel, on considére py : L(W, W) — Go(R?) qui, a
une application linéaire u : W — W+, associe son graphe oy (u) C W & W+ ~ R* On
rappelle (exercice 5 du TD3) que les cartes (o) font de Go(R*) une variété C°.

Soient U C Go(R?) I'ensemble des plans supplémentaires a R? x {0}2, V' C Go(R*) ceux
supplémentaires a {0}% x R?, U’ C Go(R*) I'ensemble des plans ne contenant pas la droite
R x {0}3, et V' C Go(R?*) I'ensemble des plans non contenus dans ’hyperplan {0} x R3.

1- Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de G'Ly(R). On pourra utiliser la
décomposition polaire : si S est ’ensemble des matrices symétriques définies positives,
la multiplication O5(R) x S — GLy(R) est un difféeomorphisme.

2— Montrer que U NV est un ouvert de Go(R*) qui est C*-difféomorphe & GLy(R).
3— Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de U U V.



4—

5—

60—
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Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de U’. On pourra considérer 1'appli-
cation P+ (P & (R x {0}3))*.

Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de V’. On pourra considérer 1'appli-
cation P — PN ({0} x R?).

Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de Gy(R?).

Solution :

1-

2
3-

3. Dualité de Poincaré

D’apreés la décomposition polaire, GL(2,R) se rétracte sur O(2,R) qui est deux copies
disointes du cercle S;. Donc sa cohomologie est R? en degrés 0 et 1, 0 ensuite.
I1 suffit de "lire" U NV dans la carte pgr2yp2 de la grassmanienne.

On écrit la suite exacte de Mayer-Vietoris associée a U et V. On remarque tout
d’abord que U et V sont isomorphes a My(R) (par les cartes locales de Go(R*) asso-
ciées respectivement a {0} x R? et R? x 0?. Donc leur cohomologie est celle du point.
De plus U UV est connexe.

Donc H(U UV) =R, et pour tout i > 2, H(UUV) = H"YGL(2,R)).
Enfin, pour le degré 1, on a la suite exacte :
0-R—-R*—-R*— H(UUV) =0
Donc HY(U UV) =R.
Finalement H'(U UV ) est é¢gal a Rsii=0o0ul, R?sii=2et 0 pouri > 3.
U’ se rétracte par déformation forte sur ensemble des plans inclus dans {0} x R,

qui est diffeomorphe (par I'application de I’énoncé) a P?(R). Donc sa cohomologie de
de Rham est celle de P%(R). Donc sa cohomologie est R en degré 0, et 0 en degré > 1.

De méme que dans la question précédente, H*(V') = H*(P*(R)).

On veérifie que U' UV’ = Go(R?), et que U’ NV’ se rétracte sur U UV par ’homotopie
Pt—=P={(z,1-ty+tz,(1 =)z +ty,w), ;(x,y,z,w) € P.

Ainsi on écrit la suite exacte de Mayer Vietoris, et on obtient H'(Gy(R?) égal a R si
i=0oui=2,aR?sii=3, etal sinon.

On dit qu’une variété M vérifie la propriété (x) si il existe un recouvrement fini de M par
des ouverts (U;)1<i<r tel que, pour tout I C {1,...,7}, [,c; U; est difféomorphe & R™. On
admettra que les variétés C>° compactes vérifient (x).

1—

2—

Soit M une variété C'*° orientée de dimension n. Si 0 < k < n, montrer que 'appli-
cation linéaire Q*(M) x Q~*(M) — R définie par (o, ) — [,, @A 8 est bien définie
et induit une application linéaire DPY, : H*(M) — H" *(M)V.

Si M = R", montrer que DP}, est un isomorphisme pour tout k.
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3— Si M vérifie (x), montrer que, pour tout k, H*(M) est un espace vectoriel de dimension
finie. On pourra raisonner par récurrence sur r.

4— Supposons que M soit recouvert par deux ouverts U et V. En s’inspirant du cas de
la cohomologie sans support compact, montrer qu’il existe une suite exacte longue de
cohomologie & support compact :

o= HEFY(M) - HXUNV) = HYU) @ HY(V) = Hf (M) = HFFH(UNV) — ...
5— Si M vérifie (x), montrer que H¥(M) est un espace vectoriel de dimension finie.

6— Si M vérifie (x), montrer que, pour tout k, DPY, est un isomorphisme.
7— Soit M une variété C™ compacte orientable. On définit x (M) := > (—1)*dim H*(M)

i=0
la caractéristique d’Euler de M. Montrer que, si dim(M) est impaire, x(M) = 0.

8— Soit M une variété C'*° connexe orientable non compacte de dimension n vérifiant

(x). Calculer H"(M).

9— Donner un exemple de variété ne vérifiant pas (x). Sur cet exemple, la réponse a la
question 3 est-elle encore positive ? Et la réponse a la question 57 A la question 6?7

Solution :

1- Comme [ est & support compact, a A 5 est & support compact, et son intégrale est
bien définie. Il reste & montrer que si « est fermée et [ est différentielle d’une forme a
support compact (resp. [ est fermée et « est exacte), cette intégrale est nulle. Faisons
le premier cas, 'autre étant similaire. Par le lemme de Poincaré, il suffit de montrer
que a A [ est la différentielle d’une forme & support compact. Mais, écrivant g = dy
avec v a support compact, on a a A f = d(a A7) car « est fermée.

2- Si k > 0, les espaces vectoriels considérés sont nuls et la question est évidente. Si
k = 0, DP), est un isomorphisme entre espaces vectoriels de dimension 1 par le
lemme de Poincaré.

3— On raisonne par récurrence sur r, le cas r = 1 étant évident. On applique alors Mayer-
Vietoris au recouvrement par U = Uy et V = Uy U --- U U,. Comme ’hypothése de
récurrence s’applique & U, V et U NV, on déduit le résultat voulu de la suite exacte
longue.

4- On a une suite exacte courte 0 — QXU NV) — QiU) & Q5(V) — QX(M) — 0,
ou XU NV) = QU) et Q(UNV) — QV) sont les prolongement par zéro, et
QU) @ Q(V) — QX (M) est la différence des prolongement par zéro. Pour prouver
I’exactitude, il faut utiliser une partition de I'unité adaptée a U et V. Comme les
applications linéaires dans cette suite exacte courte respectent la différentielle, on en
déduit une suite exacte longue en cohomologie & support compact, a ’aide des mémes
arguments que dans la preuve de Mayer-Vietoris sans support compact.

5— On raisonne comme dans la question 3 & l'aide de la suite exacte longue construite
dans la question précédente.
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6— On raisonne par récurrence sur r, le cas r = 1 étant la question 2. On considére
le recouvrement de M par U = Uy et V = Uy U --- U U,, de sorte que U, V et
U NV sont justiciables de I’hypothése de récurrence. On écrit la suite exacte longue
MYV de Mayer-Vietoris sans support compact associée a ce recouvrement, ainsi que le
dual MV de la suite exacte longue de Mayer-Vietoris a support compact associée a
ce recouvrement. Les applications linéaires DPY,, DPY, DPE et DPE.,, permettent
d’écrire un diagramme MV — MV’ qu’on vérifie étre commutatif. En utilisant ce
diagramme, on vérifie aisément (utilisant le fait que, par récurrence, DPE, DPE et
DPE_ ., sont des isomorphismes) que les DPy; sont des isomorphismes.

7— Par la question précédente, dim H*(M) = dim H* *(M) = dim H"*(M). Ainsi,
comme 7 est impair, les termes dans 'expression de la caractéristique d’Euler se
simplifie deux par deux, de sorte que x(M) = 0.

8- L’espace vectoriel H"(M) est dual de H?(M) qui est nul. C’est donc un espace vec-
toriel de dimension nulle.

9— On peut prendre pour M une réunion disjointe dénombrable de points indexés par N.
H°(M) s’identifie aux suites de réels et H)(M) aux suites de réels avec un nombre fini
de termes non nuls. Ainsi, les questions 3 et 5 ont une réponse négative. En revanche,
on vérifie que la question 6 a une réponse positive.

4. Cobordisme orienté

1— Soit M une variété a bord C'*° compacte orientable de dimension n. Montrer qu’il est
possible de construire une variété N sans bord C'* compacte orientable de dimension
n en « recollant »deux copies de M le long de leurs bords.

2— Montrer, en utilisant ’exercice précédent, que si M est une variété a bord C'*° com-
pacte orientée de dimension impaire, la caractéristique d’Euler de OM est paire.

3— Donner un exemple, pour tout entier n divisible par 4, d’une variété sans bord C'*™
compacte orientée de dimension n qui ne peut étre réalisée comme le bord d’une
variété C'*° compacte orientée de dimension n + 1.

4— Soit M une surface sans bord C'* compacte orientée. Montrer qu’il existe une variété
a bord C'*° compacte orientée de dimension 3 dont le bord est difféomorphe & M.

Solution :

1- Fixons une orientation de M. Notons M; et M, les deux copies de M, la premiére
avec l'orientation choisie, la seconde avec 1'orientation opposée. On définit N topolo-
giquement comme le quotient de M; U M, par la relation d’équivalence qui identifie
OM; et OMs, naturellement. On munit alors N d’un jeu de cartes orientées comme
suit. Si U est une carte orientée de M; ne rencontrant pas 0M;, U est une carte de
N. Si U est une carte orientée de My ne rencontrant pas dMs, U est une carte de N.
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Enfin, si (U, ¢) est une carte orientée de M rencontrant M, a valeurs dans R~ x R"!
on construit une carte de N dont le domaine est ’ensemble V' des points x € M qui
appartiennent soit a U C M ~ M, soit a U C M ~ Ms, et qui envoie x € U C M,
sur p(z) et x € U C My sur le symétrique de p(z) par rapport a {z; = 0}.

On peut recouvrir N par deux ouverts U et V de sorte que le premier se rétracte
par déformation sur la premiére copie de M, le second sur la seconde copie et leur
intersection sur U N V. Ecrivant la suite exacte de Mayer-Vietoris associée, on voit
tout d’abord, en utilisant la question 3 de l'exercice précédent que les H*¥(M) sont
des espaces vectoriels de dimension finie. Alors, cette méme suite exacte de Mayer-
Vietoris montre que x(OM) + x(N) = 2x(M). Comme x(N) est pair par la question
7 de 'exercice précédent, x(OM) est également pair.

La variété P/? (C) vérifie les propriétés requises, par la question précédente. En effet,
elle est de dimension n paire et de caractéristique d’Euler n/2 + 1 impaire.

Par classification, M est difféeomorphe a une surface de genre g, i.e. un tore a g
trous, qu’on peut voir plongé dans R3. Le sous-ensemble de R? constitué des points
« & l'intérieur »du tore est alors une variété compacte a bord vérifiant les propriétés
requises.



