1. Intersection de sous-variétés

Géométrie Différentielle, TD 2 du 22 février 2013

Soient M et N deux sous-variétés C* de R? de dimensions respectives m et n.

1-

2—
3—

Montrer que si, pour tout x € M NN, T,M +T,N = R¢, alors M N N est une sous-
variété O de R?. Préciser sa dimension et son espace tangent en z. On dit alors que
M et N sont transverses.

La réciproque est-elle vraie ?

Est-il vrai plus généralement que si dim(7,M + T, N) ne dépend pas de z € M N N,
alors M N N est nécessairement une sous-varié¢té O de R%?

Solution :

1—

2. Polyndmes

Soit x € M N N. Par définition des sous-variétés & 'aide de submersions, on peut
trouver un voisinage U de = dans R? et des submersions F' : U — R¥™ et G : U —
R4 telles que UNM = {F =0} et UNN = {G = 0}. Ainsi, UNM N N est le lieu
des zéros de (F,G) : U — R2d—m=n,

Montrons que (F,G) est une submersion en z. Pour cela, on calcule, utilisant 1’hypo-
these de transversalité pour la derniére égalité :

dim Ker d,(F,G) = dim(Kerd, F N Kerd,G) = dim(T,M NT,N) =m +n —d.

Ainsi, dimImd,(F,G) = d — (m+n —d) = 2d — m — n. Par dimension, d,(F,G) est
bien surjective. On en déduit d’une part que M N N est une sous-variété au voisinage
de z, d’autre part que sa dimension est d — (2d — m —n) = m +n — d, et enfin que
son espace tangent en z est {1, F =T,G =0} =T,M NT,N.

Non, elle est fausse : considérer I'intersection d’une sous-variété avec elle-méme! Ou
bien I'intersection, dans R* de deux plans se coupant le long d’une droite.

Non, cet énoncé est faux. On peut par exemple se placer dans R?, prendre pour M
I’axe des abscisses, et pour N une sous-variété de dimension 1 qui coupe N exactement
en les (%,0) pour n > 1 et en (0,0), en étant tangent & M en tous ces points.
L’hypothése est bien vérifiée, mais M N N n’est pas une sous-variété en (0,0) car ce

n’est pas un point isolé.

Soit n > 1. Notons R, [X] 'ensemble des polynomes réels de degré < n.

1-

Montrer que ’ensemble F des polynémes ayant une unique racine, avec multiplicité
n, est une sous-variété C> de R, [X], et indiquer sa dimension.



2—

3—
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Montrer que, si n > 2, I'adhérence de E n’est pas une sous-variété de R,[X]. On
pourra raisonner par l’absurde et considérer ’espace tangent en 0.

Montrer que la fonction qui associe a un élément de E son unique racine est C*.

Solution :

1-

3. Le groupe SUy

On considére le paramétrage suivant de F : f : R x R* — R,,[X] définie par f(a,b) =
b(X —a)™. L’application f est injective d'image E. C’est un homéomorphisme sur son
image car on dispose d’une réciproque continue Y a; X" (—arja‘nl ,ay,). De plus, on
vérifie en calculant sa différentielle qu’elle est immersive. E est donc une sous-variété

de dimension 2 de R, [X].

On raisonne par I'absurde en supposant que E est une sous-variété de R, [X]. Pour
0<i<n,etpoure>0,eX —i)"€FE, desorte que 0 € £ et (X —i)" € TyE. On
vérifie que les (X — 4)" sont libres dans R,,[X] (car le déterminant de Vandermonde
ne s’annule pas). Ils 'engendrent donc par dimension, ce qui montre ToE = R, [X].
L’ensemble E contient donc un voisinage de 0 dans R,[X], ce qui est absurde (pour
n>=2).

Cette fonction sur E est la restriction de —% fois le coefficient de X" . En effet,
ce coefficient est en général 'opposé de la somme des racines. C’est une fonction
coordonnée sur R, [X]; elle est donc bien C™.

1- Expliquer pourquoi, pour montrer que SLy est une sous-variété C* de My(C), il
suffit de le vérifier au voisinage de Id.

2— Montrer que SLy est une sous-variété C* de My(C), et calculer son espace tangent
en Id.

3— De méme, montrer que Uy est une sous-variété C>° de My (C), et calculer son espace
tangent en Id.

4- SLy et Uy sont-ils transverses en Id ?

5— Montrer que le groupe SUy est une sous-variété C*>° de My (C), et calculer son espace
tangent en Id.

Solution :
1- Supposons que SLy est une sous-variété au voisinage de Id : c’est localement le lieu

des zéros d’une submersion F. Soit alors M € SLy. Notons Ly, : My(C) — My(C)
la multiplication & gauche par M. C’est un difféomorphisme d’inverse Lj);-1. On voit
alors que SLy est localement au voisinage de M le lieu des zéros de la submersion
Fo LMfl.
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On calcule la différentielle en Id du déterminant : c’est la trace. Il est immédiat que
lapplication Tr : My(C) — C est surjective, de sorte que le déterminant est une
submersion au voisinage de Id. Ainsi, SLy est une sous-variété de codimension 2 de
My (C) au voisinage de Id, et TigS Ly est ’ensemble des matrices de trace nulle.

On conclut a 'aide de la question précédente.

Par le méme raisonnement qu’a la premiére question, on peut se contenter de travailler
au voisinage de Id. L’ensemble Uy y est une ligne de niveau de ’application ¢ : M —
tMM & valeur dans les matrices hermitiennes. Il suffit de montrer que c’est une
submersion en Id. Pour cela, on calcule dpyg(H) = H +'H. Cette application linéaire
est bien surjective car, si H est une matrice hermitienne. H = dy(4).

On en déduit que Uy est une sous-variété de My (C) et que son espace tangent en Id
est constitué des matrices opposées a leur « transconjuguée ».

On voit alors que SLy et Uy ne sont pas transverses en Id. En effet, les espaces
tangents de ceux deux variétés en ce point sont tous deux inclus dans le sous-espace
vectoriel de My (C) constitué des matrices de trace imaginaire pure.

Il suffit, toujours par l'argument de la premiére question, de montrer que SUy est
une sous-variété de My (C) au voisinage de Id.

On introduit £ = {M € My(C)|!M = M}, et on considére 'application

®: My(C) > E xR

M — ("M M, 3(det(M))).

On a & }(Id,0) = {M € Uy|det(M) = =+1}. Ainsi, au voisinage de lidentité,
®(M) = (Id,0) est une équation de SUy ; il suffit donc de vérifier que ® est une
submersion en Id.
On calcule d®(H) = ("H + H,3(Tr(H))). Soit alors (M,)) € E x R. On peut
trouver Hy a trace réelle telle que M = *Hy+ H, : choisir par exemple H, triangulaire
supérieure a coefficients diagonaux réels. Notons alors H la matrice Hy a la quelle on
a rajouté i\ au coefficient en haut a gauche. On a d®y(H) = (M, A). Cela prouve
que dPrq est surjective, ce qu’on voulait.

L’espace tangent en Id de SUy est le noyau de d®y : H — (*H + H,S(Tr(H))),
c’est-a-~dire les matrices de trace nulle opposées a leur « transconjuguée ».
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4. Maximum

Soit n > 2 et Ay,..., A\, > 0. On considere la fonction f(x1,...,z,) = Y i, 27, et on
définit :

n 4
=1 "1

1- Montrer que f|e posséde une valeur maximale.

2— Quelle est la valeur de ce maximum ?

Solution :

1- L’ensemble &£ est fermé, et borné (car |z;| < A;), donc compact. La fonction continue
f v atteint donc son maximum.
4 3
2- Notons & = (1, ..., x,) et posons g(x) = > .7 | 5 — 1. On calcule dg = 43" | Srdu;,
de sorte que g est submersive hors de 'origine 0. Comme 0 ¢ &, € est défini localement
comme lieu des zéros d’une submersion : c’est une sous-variété de R".

Soit @ = (ay,...,a,) un point de £ ou f atteint son maximum. Par théoréme des
extrema liés, il existe a tel que df, = adg,. Remarquons que, comme df est non nulle
hors de l'origine, o # 0.

2
Cette relation s’écrit : pour tout ¢ € {1,...,n}, a;(1 — 2a5r) = 0. Ainsi, notant [
I'ensemble des i € {1,...,n} tels que a; # 0, on a :

" af R
1 :::g; ;% :IEE: %Z :ZEE: a2’

iel ~t i€l

On calcule alors, pour ¢ € I,
2 A AL

(]

a; = - = :
20 /Y A
On a alors f(a) = \/Y_,c; Ai- En particulier, f(a) < /> 1 AL

Les calculs menés ci-dessus permettent de plus d’exhiber un point a € £ en lequel f
A7
iy AD

On a montré que la valeur du maximum de f sur € est /> A%

atteint cette valeur : choisir a; =

5. Projections

Soit M une sous-variété C'° de dimension m de R™. Si p € R™ est non nul, on note
7, : R" — R""! la projection orthogonale depuis p.

1- On suppose n > 2m + 1. Montrer qu’on peut trouver p € R” non nul tel que 7, :
M — R 1 soit injective. On pensera & appliquer le théoréme de Sard.
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On note T'M le sous-ensemble de R™ x R™ constitué des (x,v) tels que © € M et v
soit tangent & M en x. Montrer que T'M est une sous-variété C>° de R?" et préciser
sa dimension.

On suppose n > 2m. Montrer qu’on peut trouver p € R" non nul tel que 7, : M —
R"~! soit immersive.

On suppose n > 2m + 1 et M compacte. Montrer qu’on peut trouver p € R™ non
nul tel que m,(M) soit une sous-variété de R"~! et m, réalise un C*°-difféomorphisme
M — m,(M).

Solution :

1-

6. Duale d'une quadrique

On consideére 'application f: M x M x R — R™ définie par f(z,y,t) = t(x —y). Par
le théoréme de Sard, I'image de f est de mesure nulle. On choisit p non nul hors de
cette image. Ce choix de p assure l'injectivité de m, restreint a M.

On fixe (z,v) € TM. Soit U un voisinage de = dans R™ tel que M soit défini dans
U par l'équation {f = 0} ou f: U — R™™ est une submersion C*°. Alors T'M est
défini dans U x R™ comme lieu des zéros de F(z,v) = (f(x),df,(v)). L’application F’
est C* car f l'est. De plus, dF,, est une matrice triangulaire supérieure par blocs
avec deux blocs diagonaux égaux a df, : ¢’est donc une submersion. On a bien montré
que T'M est une sous-variété de R™ x R de codimension 2n — 2m, donc de dimension
2m.

On considére 'application f : TM — R™ donnée par la deuxiéme projection. Par le
théoréme de Sard, 'image de f est de mesure nulle. On choisit p non nul hors de
cette image. Ce choix de p assure qu’aucun vecteur tangent & M en un point de M
n’est proportionnel a p. Cela assure que m,|y est immersive.

Les preuves des questions 1 et 3 montrent que pour presque tout p € R”, la projection
ol : M — R ! est une immersion injective. On choisit un tel p.

Montrons que 7,(M) est une sous-variété C° de R""!. Pour cela, fixons z € M et
montrons que 7,(M) est une sous-variété C™ au voisinage de m,(z). Par forme locale
des immersions, on peut trouver un voisinage U de x dans M tel que 7,(U) soit une
sous-variété C> de R"! au voisinage de m,(x). Notons F' = M\ U. C’est un compact
comme fermé du compact M. Ainsi 7,(F) est compact comme image d’un compact
par une application continue, et est donc fermé. De plus 7,(F') ne contient pas m,(x)
par injectivité de mp|as. Il évite donc un voisinage de m,(x). On a bien montré que
mp(M) est une sous-variété C'™ au voisinage de m,(x), ce qu’on voulait.

L’application 7, : M — m,(M) est immersive entre sous-variétés de mémes dimen-
sions, donc un C*°-difféeomorphisme local. Comme elle est de plus bijective, c’est un
C*°-difféeomorphisme.
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Soit V' un espace vectoriel réel de dimensions finie, et ¢ une forme quadratique sur V.

1-
2—

3-

4—

Montrer que ¢ est une submersion sur V' \ {0} si et seulement si ¢ est non dégénérée.

Supposons maintenant ¢ non dégénérée. Notons @ = {z € V \ {0}|¢(z) = 0} la
quadrique correspondante. Montrer qu'un hyperplan affine de V' ne passant pas par
I’origine intersecte () transversalement.

Montrer que 'ensemble des formes linéaires A € V*\ {0} telles que {\ = 0} n’inter-
secte pas @ \ {0} transversalement est une quadrique.

On note QQ* cette quadrique : c’est la quadrique duale de ). Montrer que Q** = Q.

Solution :

1—

Soit b(z,y) = 3(¢(z +y) — q(x) — ¢q(y)) la forme bilinéaire associ¢e a ¢. L’équation
q(z+h) = q(x)+2b(z, h) + q(h) montre que dq,(h) = 2b(x, h). En particulier, ¢ n’est
pas une submersion en z si et seulement si b(x, -) est la forme linéaire nulle. Il existe
un tel x non nul si et seulement si ¢ est dégénérée.

Montrons que l'intersection est toujours transverse. Soit A(x) = a I’équation d’un
plan affine ne passant pas par l'origine : A et a sont non nuls. Soit = un point en
lequel l'intersection de @ et de ce plan n’est pas transverse. On a g(z) = 0, A(z) = a
et A est proportionnel & 2b(z,-). La derniére condition implique A(x) est un multiple
non nul de 2b(x, x) = 2¢(z), ce qui est impossible vu les deux premiéres conditions.

Notons

oV V"
x— b(x,-)

I'identification entre V' et V*. Soit A € V* une forme linéaire non nulle.

La forme linéaire A n’intersecte pas @ \ {0} transversalement si et seulement si il
existe x € V non nul tel que ¢(x) = 0, A(x) = 0 et A est proportionnel a 2b(zx,-) =
2®(x). La derniére condition signifie que ®1()\) est proportionnel & z. Les deux
premiéres conditions sont alors équivalentes, et la deuxiéme se réécrit A(®~1(\)) = 0,
ou g(®~1(\)) = 0. C’est bien I’équation d’une quadrique dans V*.

Notons
UVt =V
A= b(@7H(N), @71()
I'identification entre V* et V** = V. Appliquant le calcul de la question précédente, on

voit que Q* est d’équation ¢(®~1()\)) = 0. L’appliquant une seconde fois, on montre
que Q** est d’équation ¢(®~1(¥~!(z))) = 0. I suffit donc de montrer que ¥ o ® = Id.
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Pour cela, on calcule, pour tout A € V* :
MU(®(x))) = b(® 1 (®(x)),®(N)) par définition de ¥
= b(x, d1(N))
= \z) par définition de .



