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1 Etude locale des applications.

On notera ¥ : (R™,29) — (R™,yp) pour désigner une application ¢ : R® — R" telle que
Y(xo) = yo. On utilisera la méme notation méme si ¢ n'est définie que dans un voisinage de zg.

1.1 Difféomorphismes

Etant donnés deux ouverts U et V de R, un difféomorphisme de i) : U — V" est une application
inversible C' d'inverse C'. Si le difféomorphisme 1) est C”, r > 1, alors son inverse est nécessairement
C", comme on le montre par récurrence en utilisant la formule

1

AN (Y) = (dy-1y) -
On rappelle :

Théoréme 1.1 (Théoreme d'inversion locale). Soit ¢ : R®™ — R™ une application C* telle que
dip,, est inversible. Alors, 1 est un difféomorphisme local au voisinage de xq, c’est a dire qu'il existe
des ouverts U et V de R™ contenant x( et 1)(x¢) tels que 1y est un difféomorphisme sur V.

1.2 Immersions, plongements

Proposition 1.2 (Forme Normale des Immersions). Soit f : (R™, x9) — (R™,yo) une application
C". Sidfy, est injective, alors f est une immersion en x, c'est a dire qu'il existe un difféomorphisme
local

¢ (R™,y0) — (R" x R™™™, (20,0))

tel que p o f(x) = (x,0) au voisinage de x.



% M

FIGURE 1 — immersions injectives

Plus précisément, |'énoncé s'écrit : Il existe des ouvert U,V,W de R™ R™~ "™ R™ contenant
20,0, Yo, et un difféomorphisme ¢ : (W, yo) — (U x V, (x0,0) tel que v o f(x) = (x,0) sur U.
DEMONSTRATION. Soit F' un supplémentaire de 'image de df,,, dans R™. L’application

R" x F 3 (z,y) — f(z) +y € R™

est un difffomorphisme local. Notons ¢ : (R™,yo) — (R™ X F, (x0,0)) son inverse local. On voit
que po f(z) = (z,0). O

Etant donné un ouvert U de R", on dit que f : U — R™ est une immersion si c'est une
immersion en chaque point de U.

L'application f : U — R™ est un plongement si c’est une immersion injective qui est un
homéomorphisme sur son image (munie de la topologie induite).

Dans le cas m = n, les notions de plongement et de difféomorphisme sur son image sont
équivalentes.

Les notions de plongement et d'immersion sont localement identiques au vu de la Proposition
ci-dessus :

Propriété 1.3. Si f : (R™,z9) — (R™,yo) est une immersion en xq, alors il existe un voisinage
ouvert V de xq tel que fjy est un plongement.

La premiere obstruction globale a ce qu'une immersion soit un plongement est l'injectivité. Les
exemples dessinés ci-dessus montrent que méme une immersion injective (de ]0, 1] et de ]0, 1{U]2, 3],
en |'occurence) n'est pas nécessairement un plongement.

Proposition 1.4. Une immersion injective et propre d'un ouvert de R™ dans R™ est un plongement.

On rappelle qu'une application est dite propre si la préimage de tout compact est compacte. La
proposition est une conséquence tautologique du lemme classique suivant.

Lemme 1.5. Soit f : X — Y une application continue entre espaces métriques. Si f est propre,
c’'est un homéomorphisme sur son image.

DEMONSTRATION. |l faut montrer que f~! est continue. On considére une suite 1, — y dans
f(X), et les préimages x,, de y,, et x de y. Comme I'ensemble {y,} U {y} est compact, sa préimage
Z est compacte. Comme x est la seule valeur d’adhérence possible de la suite x,,, on conclut que
Ty — . O



1.3 Submersions

Proposition 1.6 (Forme Normale des Submersions). Soit f : (R™, z¢) — (R™,yo) une application
C",r > 1, telle que df,, est surjective. Alors f est une submersion en x( c’est a dire qu'il existe un
difféomorphisme local

P (R™ X R™™™, (yo,0)) — (R", wo)

tel que f o (y, z) =y au voisinage de yq.
DEMONSTRATION. Soit 7 une projection linéaire d'image K := ker df,, dans R™. L'application
R" 3z +— (f(x),m(x —xp)) e R x K

est un difféomorphisme local en xg. On note ¢ : (R™ x K, (yo,0)) — (R™, ) son inverse locale.
On a alors fou(y, k) =y. 0

1.4 Subimmersions

On dit en fait plutdt applications de rang constant. On ne les rencontre pas aussi souvent que les
immersions et les submersions.

Proposition 1.7 (Forme Normale des Subimmersions). Soit f : (R™,x9) — (R™,yo) une applica-
tion C",r > 1, telle que df est de rang constant (k) au voisinage de xq. Alors f est une subimmersion
en xq c'est a dire qu'il existe des difféomorphisme locaux

¢ (RF x R"F (0,0) — (R™,z0) , ¢:(R™, yo) — (R¥ x R™* (0,0))
tels que p o f o(y, z) = (y,0) au voisinage de 0.

Dans le cas des immersions et submersions, le rang en x(y est maximal, ce qui implique qu'il est
localement constant. C'est la raison pour laquelle on peut se contenter d'un hypothese ponctuelle
dans ces cas.

DEMONSTRATION. On considére une projection linéaire mx sur K := ker df,,, et une projection mg
sur I'image R de df;,. On définit alors ¢» comme I'inverse du difféomorphisme local

R" >z +—— (7r(f(z) —w), 7k (x — 20)) € R X K.
On a alors mr o f o4(y,z) =y, L'application f o 1) est de la forme
RX K 3 (yr,2) — (yr + 9(yr, 2)) € R™

ol g:(RxK,(0,0) — (R™,yp)) vérifie g 0 g(yr, z) = 0. Autrement dit, si 'on identifie R™ au
produit R X ker g et g (dont le premier facteur est nul) a son second facteur (I —7g)og:
f © w(va Z) = (vag(yR’ Z))
On a alors
A(f 0 ) (yp.2) (1, 0) = (U, 9y gy, 2y + 829(y 2)v), -
Comme le rang de cette application linéaire est égal a k = dim R, on conclut que 0,9 = 0, et donc
que g ne dépend pas de z :
fo(y.2z) =y+gy)
On pose alors ¢(y) =y — g o mr(y) soit en coordonnées (yr,y') = (yr, v — 9(yr))- 0

La premiere étape de la preuve ci-dessus donne le résultat général suivant :



Proposition 1.8 (Forme Normale des Applications). Soit f : (R™,z9) — (R™, ) une applica-
tion C",r > 1. Soit R I'image de df,, et F' un supplémentaire de cette image. Alors il existe un
difféomorphisme local

Y (RxR"F(0,0) — (R™, x0),

et un application locale g : (R x R"™* 0) — (F,0), tels que f o (£, 2) = yo + & + g(&,2) au
voisinage de 0. En identifiant R™ au produit R x F, ceci se réécrit

fo "/}(572) =Yo + (579(572))

2 Sous variétés.

2.1 Caractérisations des sous variétés.

Soit M une partie de R, ¢ un point de M, et T un sous espace vectoriel de RP (de dimension
d). On dit que M est une sous variété de classe C” tangente a T en xzg si I'une les propriétés
équivalentes suivantes est satisfaites :

Graphe : Il existe un supplémentaire E de T' dans R” et une application g : (7,0) — (F,0)
de classe C" telle que dgy = 0 et telle que M — x( est localement le graphe de g. Plus précisément,
il existe un voisinage ouvert V' de 0 dans T tel que le graphe

{zo + (z +g(2)),z €V},

est un ouvert de M.

Equation : |l existe une submersion ¢ : (R?,z¢) — (RP~%,0) telle que le noyau de di)(z)
est T et telle que, localement, M = v)~1(0). Plus précisément, il existe un voisinage ouvert U de x
et une submersion ¢ : (U, z9) — (RP~4,0) de classe C" telle que M NU = {z € U : ¥(z) = 0}
et kerdy,, =T.

Redressement : |l existe un voisinage ouvert U de o dans R”, un voisinage ouvert V de 0
dans R? et un plongement C"

¢ : (U ,z9) — (R x RP=? (0,0))

tel que (UN M) =V x {0} et dp,,(T) =R x {0}.
Paramétrisation : |l existe un voisinage ouvert V de 0 dans R et un plongement C"

¢ : (V,0) — (RP, z0)

dont I'image ¢(V') est un ouvert de M (muni de la topologie induite).

Graphe fort : Pour tout supplémentaire E' de T et tout supplémentaire F' de F, il existe une
application g : (F,0) — (E,0) de classe C" telle que M — x( est localement le graphe de g, et telle
que T est le graphe de dgy.

DEMONSTRATION. Soit 7 une projection linéaire sur T'.

Si M est localement le graphe de g : T' — F, on note 7 et wg les projections linéaires
associées a la décomposition RP = T @ E, et on définit ¢ : (RP,z9) — (F,0) par ¢(z) =
me(r — x9) — g o mr(r — x0). On constate que diy;, = 7, donc ¢ est une submersion en z( et
kerdiy,, =T.

Si M = {4 = 0}, on pose p(x) = (mr(x),¥(x)), ol 71 est une projection sur T.

Si (M) =T, on pose¢:<p|_]\} T — M.

Si M = ¢(T), et si E et F sont donnés, on remarque que 7p o (¢ — x9) : (T,0) — (F,0) est
un difféomorphisme local de 7" et on pose g = mg o (7F o (¢ — x0)) L. =



On déduit méme de la forme normale des immersions que, si ¢ est une paramétrisation locale de
M, alors il existe une redressement ¢ : (U, z¢) — (R? x RP~% (0,0)) tel que ¢ = <pﬁ§ix{0} au
voisinage de 0.

On dit que M est une sous-variété de dimension d en x si il existe un sous espace T' de dimension
d tel que M est une sous variété tangente a T en xy. On dit alors que T est I'espace tangent a M
en xg. L'espace tangent T (et donc la dimension d) sont bien déterminés, on le note T, M.

Si M est a la fois une sous variété tangente a T est une sous variété tangente 3 7', alors 7' = T..
En effet, si T et T sont deux espaces tangents a M en xg, il existe deux redressements ¢ : (U, o) —
(R x RP=4(0,0)) et @ : (U, z9) — (R? x RP~4 (0,0)) de M tels que dpo(R? x {0}) = T et
dpo(R? x {0}) = T. Comme o ¢! est un difféomorphisme local envoie (localement) R% x {0}
sur R% x {0}, d@g o (dpg) ™! est un isomorphisme linéaire qui envoie R¢ x {0} sur R x {0}. On en
conclut que d = d et que

T = d@o(R? x {0}) = digo(R? x {0} =T.

On dit que M C RP est une sous variété si c’est une sous variété en chacun de ses points. La dimension
est alors localement constante. On considérera en général des variétés de dimension constante.
La propriété suivante est évidente, mais bien utile :

Propriété 2.1. Si M est une sous variété de RPM et N une sous variété de RPN | alors M x N est
une sous variété de RPM+PN  De plus,

T(%y)M X N =T, M x TyM

pour tout (xz,y) € N x M.

2.2 Applications différentiables entre sous variétés

On notera f : (M,xz9) — (N,yo) une application de M dans N telle que f(zg) = yo. On
utilisera aussi cette notation lorsque f n'est définie que dans un voisinage de xg.
Soit M une sous variété de classe C",r > 1 de RP.
L'application f : (M,z9) — R est dite différentiable (resp. de classe C*,1 < k < r) en xq si
I'une des trois conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
1. Il existe une paramétrisation locale ¢ : (R%,0) — (M, x) telle que f o ¢ est différentiable
(resp. CF).
2. Il existe une fonction différentiable (resp. C*) f : (RP,zo) — R telle que f = ﬁM au
voisinage de xg.
3. Pour toute paramétrisation locale ¢ : (R%,0) — (M, ), la composée f o ¢ est différentiable
(resp. C*).
DEMONSTRATION. Montrons que 1. = 2., les autres implications sont claires. On utilise le théoréme
de forme normale des immersions, qui donne I'existence d'un difféomorphisme local ¢ : (R”, z¢) —
(R? x RP~4 (20,0)) tel que o ¢(x) = (x,0) (¢ est donc un redressement local de M). On étend
alors f par f:= fomop™!, ol 7 est la projection sur le premier facteur dans R% x RP—¢. O

Pour comprendre directement I'équivalence entre 1. et 3. lorsque k < 7, il est utile de souligner :

Propriété 2.2. Si ¢ et ¢ : (R%,0) — (RP,z0) sont deux paramétrisations locales de M en xy,
alors I'application ~
¢_1 © (b : (Rdao) — (Rdao)

est un difféomorphisme local de classe C".



DEMONSTRATION. On redresse chacune de ces applications injectives (et donc la sous variété M) par
des difféomorphismes locaux ¢ et ¢ tels que o p(z) = (2,0) = pog(x). On a donc (¢~1,0) = ¢y
et o(z) = (@‘Rdx{o})il(x, 0). Finalement, pour z € RY,

(¢ 06,0)(z) =ppro@ H(x,0) = (pod ') (z,0)

donc ¢~ 1o gz~5 qui est la premiére composante de (¢ o @71)|Rdx{o}, est un difféomorphisme local. 4

Une application f : (M, z9) — R™ est dite différentiable (resp. C*) si chacune de ses coor-
données est différentiable.

Si N est une sous-variété de RPN, I'application f : (M,z9) — N est dite différentiable (resp.
C*¥) si elle I'est en tant qu'application a valeurs dans RP~ .

L'application f : (M,z9) — (N,yo) est différentiable en x( si et seulement si ¢~! o f est
différentiable pour toute paramétrisation locale ¢ de V.

En effet, si ¢ est une paramétrisation locale de IV en 1y, il existe un redressement ¢ tel que
¢t = ¢|m, et donc po f = ¢~ Lo f. Comme ¢ est un difféomorphisme, f est différentiable si et
seulement si p o f I'est, et donc si et seulement si ¢! o f I'est.

Définition 2.3. Soit f : (M,x0) — N une application différentiable en xq. Il existe alors une
application linéaire L : T, M — RPN qui est la restriction & T,,M de df., pour n'importe
quel prolongement différentiable f . (RPM gq) — RPN, Cette application prend ses valeurs dans
Tf(xo)M. C'est la différentielle de f en o, on la note

dfafo € ‘C(TxoM7 Tf(wo)N)'
Elle est aussi caractérisée par la propriété

dfy © dpo = d(f o P)o
pour toute paramétrisation locale ¢ : (R% 0) —s (M, x().

DEMONSTRATION. Soit f un prolongement de f et ¢ une paramétrisation locale de M. On a alors
dfe, 0 deo = d(f o #)o = d(f o ¢)o. Comme dgg est un isomorphisme linéaire entre R4 et T, M,
on obtient

dfrgm,y = d(f 0 $)o o (dpo) ™.

Cette application linéaire ne dépend donc pas du prolongement f Pour montrer qu'elle prend ses
valeurs dans T'y(,,,) N, on considere une équation locale ¢ : (N, f(zo)) — (RP¥~9~ 0). On a alors
Yo f =0 au voisinage de x¢, donc ¢ o f o ¢ = 0 au voisinage de 0, donc dvp¢(,,) o d(f o ¢)o = 0.
L'application linéaire d(f o ¢)o prend donc ses valeurs dans ker di)(,,) = Tf(z,) N, il en est donc de

méme de dfaco\TmoM =d(fo¢)oo (dgo) . O

La définition par prolongement local implique directement la regle de composition :

Propriété 2.4. Si f : (M,xo) — (N,yo) et g: (N,yo) — N',2) sont différentiables (resp. C*)
en xq et yo, alors g o f est différentiable (resp. C*) en x( et

d(g o ey = dgyo © df,-

Si ¢ : (R4 0) — (M, ) est une paramétrisation locale de M, alors son inverse locale ¢! :
(M, z9) — (R 0) est différentiable (puisque ¢! o ¢ = Id est différentiable). La paramétrisation
¢ peut donc &tre vue comme un difféomorphisme local de (R, 0) dans (M, ), c'est a dire une
application différentiable admettant une inverse différentiable. On appellera carte de M en z I'inverse
d'une paramétrisation, c'est a dire un difféomorphisme local de (M, o) dans (R?,0).



Propriété 2.5 (Théoréme d'inversion local entre variétés). L’application f : (M,xz9) — (N, yo)
est un difféomorphisme local si et seulement si I'une des deux propriétés équivalentes suivantes est
satisfaite :
— La différentielle df,, est un isomorphisme de T,, M dans T, N.
— Pour toutes paramétrisations locales ¢pr = (R%,0) — (M, o) et ¢y : (R?,0) — (N, zq),
la composée ¢ ' o f o ¢ar: (R?,0) — (RY,0) est un difféomorphisme local.

DEMONSTRATION. La régle de composition implique que dfy, est un isomorphisme si et seulement
si d(qb]’\,1 o fodar)o en est un. Au vu du théoreme d'inversion locale dans R? les deux propriétés sont
donc équivalentes. Il est clair aussi que la seconde propriété est satisfaite si et seulement si f est un
difféomorphisme local. 0

On étend naturellement les notions d'immersions et submersions (et subimmersions) aux sous
variétés :
Définition 2.6 (Immersion). On dit que I'application f : (M,xz¢) — (N,yo) est une immersion si
I'une des trois propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
— La différentielle df, est injective de T;,, M dans T,,, N.
— Pour toutes paramétrisations locales ¢pr @ (R 0) — (M, x0) et ¢n : (R¥N,0) —
(N, ), la composée ¢' o f o dar: (R9,0) — (R, 0) est une immersion.
— Il existe des paramétrisations locales ¢y : (R4 ,0) — (M, x0) et ¢ : (RN, 0) — (N, z0)
telles que la composée 5" o f o ¢ar : (R™,0) — (R ,0) est localement une injection
linéaire (que I'on peut mettre sous la forme x — (x,0)).

Définition 2.7 (Submersion). On dit que I'application f : (M,xzq) — (N, yo) est une submersion
si I'une des trois propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
— La différentielle df, est surjective de Ty, M dans Ty N.
— Pour toutes paramétrisations locales ¢nr : (R 0) — (M, z¢) et ¢y : (RN, 0) —
(N, z0), la composée ¢ o f o gar = (R, 0) — (RN, 0) est une submersion.
— Il existe des paramétrisations locales ¢ : (R4 ,0) — (M, x0) et ¢ : (RN, 0) — (N, z0)
telles que la composée gb;,l o fopn : (R 0) — (RN, 0) est localement une surjection
linéaire (que I'on peut mettre sous la forme (xz,y) — x).

Propriété 2.8. Soit M une sous variété de RP™M de dimension dyy et v : (M, x9) — (N,yo) une
submersion locale. Alors il existe une submersion locale

T (RPM 20) — N x RPv—du
telle que ¥ (z) = (¥(x),0) siz € M.

DEMONSTRATION. On considére une extension locale ¢ : (RP™ z4) — (N, o), une submersion
locale ¢ : (RPM ) — (RP™~4m () donnant une équation locale de M, et on pose ¥ = (1, ¢).

Définition 2.9 (Sous variétés d'une sous variété). Soit M une sous variété de RP, N une partie
de M, et xo un point de N. on dit que N est une sous variété de M en xq si I'une des propriétés
équivalentes suivantes est satisfaite :
— N est un sous variété de RP en x.
— Il existe une carte de M en xq dont la restriction a N est un difféomophisme local a valeurs
dans un sous espace vectoriel de RP.
— Il existe un difféomorphisme local

@ : (RP x5) — RN x RIM—dn y RDP=dm

qui envoie N sur RV x {(0,0)} et M sur R~ x Riv—dn x {0},



DEMONSTRATION. Le premier point implique le second. Soit ¢xn : (R¥¥,0) — (RP z) une
paramétrisation locale de N. Alors ¢, vue comme application a valeurs dans M, est aussi une
immersion. Il existe donc une carte ¢ps : (M, x9) — (R4, 0) tel que ¢ps o ¢ prend localement
la forme 2 — (x,0), I'image d'un petit voisinage de 0 dans R~ est donc un voisinage de 0 dans
RIM x {0}.

Le second point implique le troisieme. La carte ¢ : M — R% se prolonge en un redressement
o i RP — RIM x RP=dm _En effet, ¢, est une immersion 3 valeurs dans R”, et le théoreme de
forme normale des immersions donne un difféomorphisme local ¢ : (RP,0) — R9M x RP=du te

que @y © ¢X41(x) = (x,0), ce qui signifie que ¢rr = Y- 0

Lorsque N est une sous variété de M en x( on a naturellement T, N C T, M.
Si N est une sous variété de M, alors I'inclusion de NV dans M est un plongement ( sa différentielle
est l'inclusion de T, N dans T}, M). Réciproquement :

Propriété 2.10. L’'image J(N) d'un plongement J : N — M est une sous variété de M.

DEMONSTRATION. Pour tout xg € N et yg = J(zg), il existe une carte locale ¢ps : (M, xo) —
(RIN x RIm—dN () et une paramétrisation locale ¢ : (RN, 0) — (N, x() telle que ¢pr o J o
¢n(x) = (x,0). Soit € le domaine de ¢, qui est un ouvert contenant 0. Son image ¢ (£2) est alors
un voisinage ouvert de zy dans N. Comme J est un homéomorphisme sur son image, U := J(¢n(92))
est un voisinage de yo dans J(N). Il existe donc un voisinage V de yo dans M, contenu dans le
domaine de la carte ¢, et tel que J(N)NV =U. On a donc

¢ (U) = dar o J o oy (Q) = Q x {0}

Il est facile de vérifier que la proposition 1.4 reste vraie dans un contexte plus général :

Proposition 2.11. SiJ : N — M est une immersion injective et propre, alors c'est un plongement
et son image J(N) est une sous variété de M.

La propreté n'est pas une condition nécessaire. En fait, on a :

Proposition 2.12. L'image J(N) du plongement J : N — M est fermée si et seulement si J est
propre.

DEMONSTRATION. Si J(N) est fermée, alors pour tout compact K de M, l'intersection K N J(N)
est compacte. Comme J est un homéomorphisme sur son image, J }(K) = J }(K N J(N)) est
alors compacte, c'est a dire que J est propre.

Si J est propre, considérons une suite y,, = J(x,) dans M, qui converge vers une limite y. La
propreté de J implique que la suite x,, admet une valeur d’adhérence . On a alors J(z) = y et donc

y € J(N). |

Si 1 : M — N est une submersion en chaque point, alors pour tout yo € M la préimage
¥~ 1(yo) est une sous variété de M, de dimension dy; — d. En fait, il suffit pour ceci que v soit une
submersion en chaque point de 1)1 (y0). On dit alors que ¥ est une valeur réguliere de 1.

Définition 2.13. On dit que xy € M est un point critique de ¢ : M — N si di,, n'est pas
surjective. On dit que yo € N est un valeur critique de v si il existe un point critique xo € M tel
que ¥(xo) = yo. Les points de N qui ne sont pas des valeurs critiques sont dits valeurs réguliéres.



En particulier, les points qui n'appartiennent pas a I'image ¥(M) sont des valeurs réguliéres.

Soit N une sous variété de dimension dy et B la boule ouverte de rayon 1 dans R~ . On dit
qu'une partie A C N d'une sous variété N est de mesure nulle si, pour tout plongement ¢ de B dans
N, la préimage p~1(A) est de mesure nulle dans R4~

Théoreme 2.14 (Sard). Soit f : M — N une application différentiable. Si f est C*°, alors
I'ensemble des valeurs singuliéres de f est de mesure nulle dans N. Le résultat est vrai si f est de
classe C" avecr > 1 etr>1+dy —dy.

DEMONSTRATION. La preuve est assez difficile. On se limite ici au cas facile dy;y < dy. Au vu des
définitions, il suffit de montrer le résultat lorsque N = R . On note ¥ I'ensemble des points critiques
de f.

On dit que K C M est un cube plongé si il existe une carte ¢, définie au voisinage de Q, telle
que ¢(K) = [0,1]%. On va montrer que f(X N K) est de mesure nulle pour tout cube plongé K.
Comme les intérieurs des cubes plongés recouvrent M, le Lemme 2.17 implique que M est recouvert
par une famille dénombrable de cubes plongés. On conclut que f(X) est une réunion dénombrable
d'ensembles de mesure nulle, et donc qu'il est de mesure nulle.

Cas djys < dy. On a alors X = M.

Lemme 2.15. Il existe une constante C' > 0 ayant la propriété suivante : Tout cube X de coté 1/k
contenu dans [0, 1]9% vérifie
Vol(f o ¢71 (X)) < Ck~(Hdan),

o1 Vol est la mesure de Lebesgue sur R~ |

DEMONSTRATION. Comme df est borné sur [0,1]%, I'image du cube est contenu dans une boule
de R~ de rayon au plus C//k. Ceci implique que son volume est majoré par Ck~9~ < Ck~(+dm),

a
Comme on peut recouvrir le cube K par k% cubes de coté 1/k, on conclut du Lemme que
Vol(f(K)) = Vol(f o ¢~ *([0,1]")) < k¥ Ck~(Fdm) = ¢/,

Comme ceci est vrai pour tout £ € N, on a VoI(f(K)) = 0, ce qui termine la preuve dans le cas
dy < dpy.
Cas dj; = dy. On remarque que les points critiques de f o ¢! sont les points de ¢(3).

Lemme 2.16. // existe un module de continuité € ayant la propriété suivante : Tout cube X de coté
1/k contenu dans [0,1]%M et contenant un point critique de f o ¢~ vérifie :

Vol(f oo™ (X)) < k™™ e(1/E).

Ce Lemme permet de conclure dans le cas dy; = dy exactement comme ci-dessus. On recouvre
#(X N K) par au plus k9 cubes de coté 1/k intersectant ¢(X). L'image par f o ¢~ ! de I'union de
ces cubes, qui contient f(K N3), a donc un volume majoré par €(1/k). Le volume de f(K NX) est
donc majoré par €(1/k) pour tout k € N, il est donc nul.

DEMONSTRATION. Soit g € X un point critique de fo¢~!. Soit R I'image de I'application linéaire
L:=d(fo¢ 1), c'est un sous espace vectoriel strict de R . Soit p un module de continuité de
d(f o¢~1) sur [0,1]9 . Pour tout z € X, on a

foo™Ha) = fop H(zo) — Lz —m0) = /0 (d(f 0™ Vaott@—zo) — L) - (x — o) dt
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donc

[fo¢™ (@) = fod™ (xo) — Lz — z0)| < |o — wolp(|z — o).
Comme le diametre de X est \/n/k, on conclut que f o ¢~ !(X) est contenu dans une bande de
largeur \/das/kp(+/dar/k) autour de I'espace affine zo + R. Comme d(f, ") est borné sur [0,1]%,
cette image f o ¢~ 1(X) est aussi contenue dans une boule de rayon C/k autour de xy. Son volume
est donc majoré par Ck~9 p(+/dys/k). Ceci conclut la preuve du Lemme et du théoréme 2.14. 0

Lemme 2.17. Soit (X, d) un espace métrique séparable. Tout recouvrement ouvert de X admet un
sous-recouvrement dénombrable (on dit que X a la propriété de Lindelof).

DEMONSTRATION. Considérons une partie dénombrable dense de Y C X, et appelons boule ration-
nelle toute boule ouverte de X centrée sur Y et de rayon rationnel. L'ensemble des boules rationnelles
est donc dénombrable. Si U est un recouvrement ouvert de X, alors I'ensemble 3;; des boules ra-
tionnelles contenues dans des ouverts de U est un recouvrement ouvert dénombrable de X. A chaque
boule B € By, on peut associer un ouvert Ug € U qui la contient. L'ensemble {Up, B € By} est un
sous-recouvrement dénombrable de /. O

Soit f : M — N une application différentiable, et soit Z une sous variété de N. Si chaque point
de N est une valeur réguliére de f, alors f~1(Z) est une sous variété de M. La restrictions de f a
f~1(Z) est de plus une submersion en chaque point.

La propriété que f~1(Z) est une sous variété de M reste vraie sous la condition plus générale que
f est transverse a Z :

Définition 2.18. L’application différentiable f : M —— N est dite transverse 3 la sous variété
Z C N si, pour tout point x € f~(Z), on a I'égalité

TioyN = T2y Z + dfo (T M).
Proposition 2.19. Si f : M — N est transverse 3 Z, alors f~1(Z) est une sous variété de M.

DEMONSTRATION. Soit z un point de f~!(Z). Considérons une submersion g : N — R<, définie
au voisinage de f(x), et telle que Z est localement défini par I'équation g = 0. L'application
g o f est alors une submersion en z, qui donne localement I'équation de f~1(Z). Vérifions que
g o [ est une submersion en z, c'est a dire que dgy(,) o df,. La transversalité de f en x se réecrit
dfo(To M) +kerdgys(,y = Tty N. L'image de dgy(,) o df, est donc la méme que celle de dgs(,).

Exercice 2.1. Soit M et N deux sous variétés de X en xq. Supposons que M et N sont transverses
en xg, au sens que Ty M + T, N = T, X. Alors M N N est une sous variété en xg, tangente a
T,,MNT,,N.

3 Exemples

3.1 Sphéres
Toutes les valeurs non nulles de I'application  — |z|? sont régulieres. La sphere unité
S"i={z e R"™ |22 =1}

est donc une sous variété de R™*!. Son espace tangent au point 6 est I'orthogonal de § dans R™*1,
puisque la fonction = — |z|? a pour différentielle en 6 la forme o — 2(0, x).

L'application (7, 6) — 70 est un difféomorphisme entre |0, 00) x S et R? — {0} (c’est une version
des coordonnées polaires). Son inverse est donnée explicitement par  — (|z|, 2 /|z|).
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3.2 Tores

Le produit M x N de deux sous-variétés (de RP™ et RPN) est une sous variété de RPN TPM et

on a l'identification
TizyyN x M =T, N x T, M.

Par exemple, le produit S' x S' est une sous-variété de R?*, le tore de dimension 2. Plus
généralement, le tore T™ est défini comme le produit de n facteurs S1. C'est une sous-variété de
R27.

On peut aussi plonger le tore T2 dans R3, en formant I'image classique de “chambre 3 air". On
écrit pour ceci R? = R? x R, on se souvient que S* C R?, et, pour un point § € S, on note (61, 65)
ses coordonnées en tant qu'élément de R2. Fixant a €]0, 1], on plonge S* x S* par I'application

J(0,¢) = ((1 + ap1)b, a<,02)~

La différentielle de J, vue comme une application de R* dans R3, en un point (6,p) € St x St C
R? x R? est donc I'application linéaire

R? x R xR 3> (2,91, y2) —> (1 + ap1)x + abyy, ays) € R? x R.

Son noyau est la droite de R* = R? x R x R dirigée par le vecteur V (6, ¢) = (—af,1 + ap;,0) €
R? x R x R. Pour vérifier que J est une immersion sur S' x S1, il suffit de vérifier que le vecteur
V (6, ¢) n'est jamais tangent 3 S1 x S en (6,¢) € St x S*, puisque —af) n'est pas orthogonal 3
(rappelons que @, qui appartient 3 S, est non nul).

Comme S x S! est compact, il suffit de vérifier que I'immersion J est injective pour conclure
que c’est un plongement (dont I'image est donc une sous variété de R? difféomorphe 3 S x S*'). Si
J(0,0) = J(@,¢), alors pa = ¢}, et de plus

14+ apr = [(1+ap1)f] = |(1 + ap))f'| = 1+ ap)

donc ¢ = ¢’'. On voit alors que 6 = ¢’.

Il 'y a une autre fagon de procéder. On remarque que I'application F' : (x1,z3) — (€1, e?*2)
est un difféomorphisme local de R? dans T2. En conséquence, I'application J : T2 — R3 est une
immersion différentiable si et seulement si J o F' est une immersion différentiable. On écrit alors

Jo F(x1,22) = ((1 4+ acosxz)coszy, (1 + acoszsy)sinxy, asinxsy)

et on calcule la matrice de la différentielle de J o F’

—(l14acoszy)sinz; —asinxzycosz
(1+acoszy)coswy —asinzysinag
0 @ CoS o

Comme le coefficient (1+cosz2) est non nul, cette matrice est de rang 2 en tout point ot cos zg # 0.
Si cosxy = 0, alors sinxy = +1, et le de bloc supérieur est inversible, puisque

—sinzy; —asinzs cosTy

det =sinzg # 0.

coS T —a sin x9 sin 1

3.3 Groupes de Matrices

Notons M,,(R) (ou M,) I'ensemble des matrices réelles carrées de taille n, que I'on identifie a
2

R™ .
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Le groupe Gl,,(R) est un ouvert de M, (R) donc une sous variété de dimension maximale n?. Les
opérations de groupes (M, N) — M N et M — M~! sont différentiables. Concernant I'inversion,
on rappelle le calcul classique (M + N)™t = (M(I + M~ IN)™Y) = (I + M IN)"M~t = (I -
M=IN +o(N))M~t =1 - M"*NM~! +0o(N) dont on déduite que I'application M —— M~ est
différentiable, et que sa différentielle en M est I'application linéaire N — M~ 'NM 1.

Notons MZ(R) et M2 (R) I'ensemble des matrices symétriques et antisymétriques. Ce sont des
espaces vectoriels que I'on identifie 3 R™("T1)/2 gt R(n—1)/2,

Le groupe O,,(R) des matrices orthogonales est une sous-variété de M, (R), son espace tangent
en I'identité est M?(R). Les opérations de groupe, qui sont les restrictions de celles de GI,,(R), sont
donc différentiables. Pour montrer que O,,(IR) est une sous variété, il suffit de montrer que I'identité
est une valeur réguliere de I'application M,,(R) 2 M — "M M € M:(R). La différentielle en M de
cette application est

d:N+—'™MN +'NM.

En M = Id, c'est donc N — N + !N, qui est surjective sur M?(R), et de noyau M2(R). Le
groupe O, (R) est donc une sous variété au voisinage de I'identité, tangente a M2(R). En un autre
point M de O,,(R), on constate que le noyau de d est M - M2(R) (produit a gauche par la matrice
M). Ceci implique que d est surjective, et donc que O,,(R) est une sous variété en M tangente a
M - M2(R). On aurait aussi pu conclure ceci directement an constatant que la multiplication par M
est un difféomorphisme de M, (R) qui préserve O, (R) et qui envoie I sur M.

Le groupe SO,,(R) des matrices orthogonales de determinant égal a 1 est aussi une sous variété.
En fait, c’est la composante connexe de I'identité dans O, (R).

Remarquons pour terminer que SO, (R) est difféomorphe 3 S1. On constate en effet que le groupe
SO, (R) des rotations du plan préserve le cercle S1. On considere alors I'application différentiable

SO,3(R) > R — R(1,0) € S*.

Cette application est bijective, donc, puisque SO2(R) est compact, c'est un difffomorphisme. Ce
difféomorphisme permet de munir le cercle S d'une structure de groupe commutatif (SO2(R) I'est).

L'application
gy [ cos 270  sin2w6
—sin 270 cos 2wl

est une paramétrisation globale (un difféomorphisme local surjectif) de S02, qui est aussi un mor-
phisme de groupe. Il en est de méme de I'application R > § —— (cos2nf,sin27f) € S'. Ces
applications permettent d'identifier SO, et S' & R/Z en tant que groupe. On verra plus tard que
I'on peut aussi munir intrinséquement R/Z d'une structure de variété, difféomorphe 3 SO, et 3 St.

Exercice 3.1. Montrer que I'application T? > (01,0;) — 03 — 61 € S* est une submersion.

3.4 Matrices de rang fixé

Soit k£ < min(n,m) et soit Ny(n,m) C My ,(R) I'ensemble des matrices de rang k. Alors
Ni(n,m) est une sous variété de M, ,,(R), de dimension k(n + m — k) (Il faut prendre garde
toutefois au fait que la fermeture Ny (n,m), constituée des matrices de rang inférieur 3 k, n'est pas
une sous variété. En particulier, le complémentaire de Gi,,(R) n'est pas une sous variété, mais c'est
une union finie de sous-variétés.)

Comme les permutations de lignes ou de colonnes sont des isomorphismes de M, ,,(R) qui
préservent Ni(n,m), il suffit de démontrer que Ni(n,m) est une sous variété au voisinage d'une
matrice qui s" écrit par blocs



ol A est un bloc k x k inversible. Toute matrice X proche de X s'écrit alors X = {C g] avec un
bloc A inversible. En multipliant a gauche la matrice X par la matrice inversible O = {_0{4_1 ﬂ ,

on obtient
A B

OX=1y p_caB

La matrice A est donc de rang k si et seulement si D = CA~!B. L'ensemble Ny (n,m) est donc
localement un graphe de codimension (n—k)(m—k), c'est a dire de dimension nm— (n—k)(m—k) =
k(n +m — k). En supposant par exemple que m < n, la sous variété N,,_1(m,n) est donc de
codimension n —m + 1.

On peut traiter de maniére similaire le cas des matrices symétriques. Soit N;(n) le sous ensemble
de S, (R) (les matrices symétriques n x n) constitué des matrices de rang k. Toute matrice X de
N (n) se diagonalise dans une base orthonormée, c'est a dire qu'il existe une matrice orthonormée
O telle que O*XyO s'écrit par blocs Y, = /(1)0 8] avec un bloc Ay de taille & x k inversible.
Comme I'application X —— O*XO est un isomorphisme de S, (R) qui préserve Nj(n), il suffit de
montrer que N/ est une sous variété au voisinage de Yy. On montre exactement comme ci-dessus

qu'un matrice symétrique proche de Y est de rang k si et seulement si D = B*A~'B.

A B
B D]
L'ensemble N} (n) est donc localement un graphe de codimension k(k + 1)/2.

Pour se représenter un peu plus concrétement les choses, on peut considérer I'ensemble S5 (R) des

: "~ - P - [z a b
matrices symétriques 2 x 2. On l'identifie 3 R3 en écrivant ses éléments sous la forms [b c} Les

matrices non inversibles sont celles qui satisfont |'équation b?> = ac, qui est I'équation d'un cdne dans
R3. Ce cdne est une sous variété sauf au point (0,0, 0), qui en est une singularité. Le complémentaire
de cette singularité correspond exactement aux matrices de rang 1.

3.5 Grassmaniennes

Soit G(k, n) I'ensemble des sous-espaces de R™ de dimension k. Pour écrire G(k,n) comme une
sous-variété, on identifie chaque sous-espace a la projection orthogonale dont il est I'image. On a donc
G(k,n) C M:(R). Les projections orthogonales, dans M35(R) sont les matrices vérifiant I'équation
M? =M.

L'entier k& étant fixé, on considere la décomposition R® = R* x R* %, et on décompose les
matrices de M,,(R) (et donc de G(k,n)) par blocs suivant cette décomposition. La matrice

I 0
Ik = |:0 O:|

est un élément de G(k,n). L'ensemble H(k,n) des éléments de G(k,n) qui s'écrivent M = B C

avec un bloc A inversible constitue un voisinage ouvert de I dans G(k,n). On remarque que,
comme le rang est k, on a necessairement C = BA~!'B! dans la matrice ci-dessus et que I'image

A Bt}

de M est celle de la matrice [

L:=BA lec Mnfk,k(R)-

Réciproquement, pour L € M, _j 1(R), on peut chercher une expression pour la projection or-
A AL?
LA LAL!

A : -
B} . Autrement dit, M est la projection orthogonale sur le graphe de

thogonale sur le graphe de L de la forme II;, = [ } , avec une matrice symétrique A.
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L'équation II;, o II;, implique que A(I + L'L)A = A. Cette équation est satisfaite pour A =
(I + L'L)~1, (la matrice (I + L'L) est définie positive donc inversible) et on vérifie effectivement
que

oo [T+ LT T+ L)L
= \L(I+L'L)~" LI+ L'L)LE |’

vérifie 12 =TI, et donc est la matrice de la projection orthogonale sur le graphe de L.

L'application IT : L — II, est une application C*° de M,,_ x(R) dans M?(R), a valeurs dans
¢

H(k,n). En notant I" I'application {g fé} — BA™! (définie sur I'ouvert de M?(R) des matrices

dont le bloc A est inversible), on constate que T'oTI(L) = L, ce qui implique que II est un plongement
de M, _j 1 (R) dans M3 (R), dont I'image est égale a H(k,n). En conséquence, H(k,n) est un sous
variété, c'est a dire que G(k,n) est une sous variété en chaque point de H(k,n). L'espace tangent
a G(k,n) au point I}, est I'image de I'application linéaire

0 ¢
Mn_k7k9€'—>dnjk'€:|:€ 0:|.

Comme tout point My de G(k,n) peut s'écrire sous le forme My = OI,O~! pour une matrice
O € O, (R), et que I'application L — OLO™! est un isomorphisme de M3(RR) qui préserve G(k,n),
on conclut que G(k, n) est une sous variété en My. On a donc montré que G(k, n) est une sous-variété
de M:(R).

On peut représenter les éléments de G(k,n) comme images de matrices n x k de rang k. Nous
avons vu que |'ensemble Ny (n, k) de ces matrices est un ouvert de M,, ,(R). L'application qui, a une
matrice M € Ni(n, k), associe la projection orthogonale sur son image est une submersion surjective

de Ni(n,k) dans G(k,n). En effet, sur I'ouvert des matrices qui s'écrivent {g} avec un bloc A

inversible, cette application s'écrit

A -1
|:B:| — BA
dans la carte H(k,n), on vérifie facilement que c’est une submersion sur cet ouvert dont I'image est
H(k,n).

. . . . A
Etant donnée une matrice quelconque My € Ni(n, k), on peut écrire My = O { 0} avec un bloc

0

A inversible. Comme F(OM) = OF(M)O™*, ceci implique que F' est une submersion au voisinage
de Mg.

La donnée E(z) d'un élément de G(k,n) pour chaque = € R? est donc une application de classe
C" au voisinage de 0 si et seulement si il existe des applications Vi (z),. .. Vi(z) : (R%,0) — R, de
classe C™, telles que E(x) est I'espace engendré par les vecteurs V;(z) pour tout = dans un voisinage
de 0.

En particulier, si M est une sous variété de classe C" de RP, alors I'application

M>z+—T,M € G(d,D)

est de classe "1,

Il'y a une autre facon naturelle de représenter la Grassmanienne G(k,n). On considére pour ceci
I'espace N,,_i(n — k,n) des matrices n — k x k de rang maximal, qui est un ouvert de M,,_j »(R).
Le noyau d'une matrice M € N,_x(n — k,n) est un sous-espace de R™ de dimension k, que I'on
identifie donc a un élément de G(k,n). L'application K qui a une matrice associe son noyau est une
submersion surjective de N,,_i(n — k,n) dans G(k,n). On se ramene en fait a la paramétrisation
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précédente en remarquant que, en tant que sous espaces, K (M) = R(M')* donc, en tant que

projecteur,
K(M)=1—-R(M?".

La donnée E(z) d'un élément de G(k,n) pour z € R et donc une application de classe C” au
voisinage de 0 si et seulement si il existe des applications Py (z),... P,_i(z) : (R,0) — (R™)*, de
classe C", telles que F(z) est déterminé par les équations

Ex)={veR":P(z) v=P(z) - v="---= Pp_p(x) v=0}
pour x proche de 0.

Propriété 3.1. Si E, et I sont des éléments de G(k,n) et G(I,n) tels que Ey N Fy = {0}, alors
I'application
Gk,n) x G(l,n)> (E,F)— E+ FeGk+1n)

est C*° au voisinage de (Ey, Fyp).

Pour le montrer, on considere des applications locales V1 (E),...Vx(E) : G(k,n) — R" de
classe C*° telles que E est engendré par les V;(E) si E est proche de Ey, et des applications locales
Wi(F),...Wi(F) : G(n—k,n) — R™ telles que les vecteurs W;(F') engendrent F si F est proche
de Fy. L'espace E + F est alors engendré par les vecteurs

‘/l(E), LR Vk(E)7W1(F)7 s 7WZ(F)
c'est donc une fonctions C*° de E et F'. De la méme fagon :

Propriété 3.2. Si Ey et Fyy sont des éléments de G(k,n) et G(I,n) tels que Ey + Fy = R™ (on dit
que Ey et Fy sont transverses), alors I'application

Gk,n)xG(l,n)>(E,F)— ENFeGk+1—n,n)
est C*° au voisinage de (Ey, Fp).

La preuve est identique a la précédente en remplacant les vecteurs V;(E) engendrant les espaces
par des équations P;(E) déterminant les espaces.

Exercice 3.2. Soit Fy € G(k,n) et Lo € My, ,(R). Supposons que Lo g, est un isomorphisme.
Alors, pour E proche de Ey et L proche de Lg I'application L est un isomorphisme, et il existe une
(unique) application locale

S(L,7) : My, ,(R) x G(k,n) — M, ,(R),
de classe C* telle que L - S(L,w) = Id.

DEMONSTRATION. Soit G(7) une équation locale de 7 au voisinage de 7y, c’est a dire une application
C° locale
G:G(k,n) — M, n—i(R)

telle que 7 est le noyau de G(7). L'application linéaire (Lo o mp, G(mp) est un isomorphisme de R™
dans R¥ x R"~* |l en est donc de méme de (L o 7, G(7)), qui envoie 7 sur R¥ x {0}, et I'inverse

R(L,7) := (Lom,G(r))~' € L(R* x R"™* R")
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est une application C* de 7 et L au voisinage de (Lo, 7). La restriction S(L,7) de R(L,7) a
R* x {0} a pour image T, et elle vérifie

LoS(L,m)(z)=LomoR(L,7)(z,0) ==.

a

L'ensemble G(1,n) est appelé espace projectif de dimension n—1, noté aussi RP"~!. Nous |'avons
défini comme une sous variété de R™"("+1)/2_On a une submersion surjective 7 de R"** — {0} dans
RP™ qui, a tout vecteur non nul (v, ...,v,41) associe la droite dirigée par ce vecteur. L'application
f:RP™ — N est différentiable si et seulement si la composée for est différentiable sur R* ™1 —{0}.
C'est un cas particulier de la propriété suivante :

Propriété 3.3. Soit f : M — N une application, et soit m : M — M une submersion surjective
de classe C". Alors f o est C" si et seulement si f I'est.

DEMONSTRATION. Supposons que f o est C”, fixons un point o de M et un point yg tel que
7(yo) = 0. |l existe alors une section locale de 7, c’est 2 dire une application s : (M, o) — (M, yo)
de classe C" telle que m o s = Id. L'existence d'une telle section locale est une conséquence directe
du théoréme de forme normale des submersions. Localement, f = (f o) o s est donc C”. 0

L'espace RP! est difféomorphe 3 S'. Attention toutefois, I'application naive associant a tout point
de S* la droite vectorielle qu'il engendre n’est pas une bijection (chaque droite & deux préimages). On
définit plutét I'application qui, au point § = (A1,6,) € S' (vu comme sous variété de R?), associe la
(projection orthogonale sur la) droite dirigée par 6 + (1,0) si 6 # (—1,0), et par (0,1) si 8 = (1,0).
Cette application est une bijection de S' sur RP!. Il est facile de vérifier qu'elle est C!, et méme
C°. Pour montrer que sa réciproque est aussi C'*°, on calcule que le point d’intersection du cerle
unité avec la droite affine passant par (—1,0) et dirigée par le vecteur non-nul (vy,vs) est

001, v2) = (v% —v3 20102 ) .

v% + v%’ v% + v%
L'espace RP2, qui est de dimension 2, est défini ci-dessus comme une sous variété de RS. Nous
verrons qu'il se plonge dans R?, (il se plonge aussi dans R*, mais pas dans R?).

3.6 Fibré tangent, fibré vectoriel.

Soit M une sous variété C",r > 2 de RP. L'ensemble TM := {(z,v) € R*? v € M,v € T,M}
est une sous variété O™~ de R2P appelée le fibré tangent de M. Si ¢ : U — (R%,0) est une
équation locale de M, ou U est un voisinage de xg dans RP, alors

Ty : U xRP 3 (z,0) — (¥(x), dp, - v) € R?P
est un submersion. Sa différentielle s'écrit en effet
dTw(z,v) . (yaw) = (d% Y, d¢x “w + dez . (’U,y))

et elle est surjective car di), I'est. L'application T est donc une équation de TM N (U x RP). Cette
variété est munie d'une projection canonique m : TM — M qui est la restriction de la projection
sur le premier facteur.
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Exercice 3.3. Soit M une hypersuface de RP (une sous variété de codimension 1). Montrer que
I'application © — T, M est surjective de M dans G(D — 1,D). On pourra, pour chaque E €
G(D — 1, D) considérer une forme linéare | sur R dont E est le noyau, et montrer que I'application
linr admet un point critique.

Un champ de vecteurs de classe C*,k < r — 1 sur M s'identifie 3 une section S : M — TM,
c'est a dire a une application S : M — T'M telle que mo S = Id. Si X est un champ de vecteurs
vu comme application & valeurs dans R?, la section qui lui est associée est S(z) = (z, X (z)).

De maniére générale, on appelle fibré vectoriel (de type fini, de rang k) au dessus de M la
donnée d'une application différentiable E(x) de M dans une Grassmannienne G(k,n). L'ensemble
N :={(z,v),v € E(x)} C M x R™ est appelé espace total du fibré vectoriel. C'est une sous variété
de M x R", elle est munie d'une projection m : N — M qui est une submersion. Pour tout x¢ € M,
il existe un voisinage U de x dans M et un difféomorphisme 0 : 771 (U) — U x E(xy), qui préserve
les fibres (c'est a dire que 7 o 8(x,v) = x) et dont la restriction 6, a chaque fibre 7=!(z) est un
isomorphisme linéaire. On peut prendre pour 8, la restriction a E(x) de la projection orthogonale sur
E(zo) dans R™.

Un morphisme de fibrés vectoriel entre 7 : N —s M et # : N —s N est une application
différentiable G : N — N entre les espaces totaux qui envoie chaque fibre F(z) = 7~ !(x)
linéairement sur une fibre F'(&) = #~1(Z). Il existe donc une application différentiable g : M — M
telle que 7 o G = g o . On dit que G est un morphisme au dessus de g.

Si les fibrés sont donnés par des applications F' et F de M et M dans les grassmaniennes
G(k,n) et G(k,n), alors un morphisme de fibré est de la forme G(z,v) = (g(x),L(z) - v) ou
L: M — L(R",R") est une application différentiable telle que L(z) envoie F(z) dans F(g(z))
pour tout x € M.

Le fibré m: N — M est dit trivial si il est isomorphe au fibré produit M x R*. C'est équivalent
3 I'existence d'une application différentiable L : M — L(R™, R¥) dont la restriction & F(x) est un
isomorphisme pour tout x.

Si cette application existe, alors I'application (x,v) — (x, L(x)-v) est un isomorphisme de fibrés
vectoriels (au dessus de I'identité) entre N et M x R¥. Réciproquement, tout isomorphisme de fibrés
vectoriels entre ces fibré est de la forme (x,v) — (g(x), L(x) - v) ot L(x) est un isomorphisme de
F(z) dans R* pour tout x.

Si M et N sont des variétés difféomorphes, alors les fibrés tangents T, M et T, N sont isomorphes.
De plus, a tout difféomorphisme ¢ : M — N est associé |'isomorphisme canonique de fibrés

T¢ : (LC,’U) — (¢(x)7d¢x : ’U).
On remarque la propriété fonctorialité
T(pop) =TeoTi.

A titre d’exemple, considérons le fibré au dessus de la variété M = G(1,n) donné par I'application
identité de M dans G(1,n). C'est un fibré en droites dont |'espace total est E,, = {(z,v),x €
G(1,n),v € x} C G(1,n) x R™. En identifiant G(1,2) 3 S!, on peut visualiser 'espace total F
comme un ruban de Moebius dans S! x R2.

Soit 7 la projection sur le second facteur 7 : G(1, n) x R™ —» R™. Notons E,, le complémentaire
de la section nulle dans E),, c'est a dire I'ensemble E, = {(z,v),z € G(1,n),v € z — {0}}. La
restriction de m a F, est un difféomorphisme sur R™ — {0}, dont le difféfomorphisme inverse est
v+— (Ro,v).

Pour n > 2, on conclut que En est connexe, et donc que E,, n'est pas trivial (dans le fibré trivial
M x R, le complémentaire de la section nulle n'est pas connexe).
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FIGURE 2 — Ruban de Moebius

4 Champ de vecteurs, fibrations

Commencons par rappeler I'énoncé du théoreme de Cauchy-Lipschitz, sous une forme locale :

Soit X (t,x) : R x R — R? une application C",r > 1 définie dans une voisinage de (to,zo).
On considere |'équation différentielle &(t) = X (¢, x(¢)).

Il existe alors un intervalle ouvert I contenant tg, un voisinage ouvert U de x( et une application
0: 1 xU — R? de classe C", ayant les propriétés suivantes :

— o(tg,x) = x pour tout z € U, et ¢

— La courbe t — (¢, z) est une solution de I'équation différentielle pour tout = € U. Autrement

dit, on a la relation

8t<p(t7 l‘) = X(t7 (P(t7 x))

— Toute solution z(t) de I'équation différentielle définie sur un intervalle ouvert J contenant tg
et telle que x(to) € U vérifie z(t) = p(t, z(to)) sur INJ.

4.1 Champ de vecteurs sur une sous variété

Soit M une sous-variété de RP. Un champ de vecteurs C” sur M, est la donnée, pour tout
x € M, d'un vecteur X (z) € T, M qui est de classe C" en tant qu'application de M dans R”. Ceci
est équivalent a dire que, pour toute carte ¢ : M D U — R%, le champ de vecteurs (¢.X)(y) :=
doy-1(y) - X (¢ (y) est CT sur ¢(U).

On considérera aussi des champs de vecteurs non autonomes X (¢, z) qui sont des applications C”
de R x M dans R” telles que X (¢,z) € T,,M pour tout (¢,z). On associe souvent 3 un tel champ
non-autonome le champ autonome (1, X (¢,2)) sur R x M, ceci permet de déduire un certain nombre
de propriétés des champs non-autonome a partir de I'étude des champs autonomes.

Si x(t) est une courbe C'! 3 valeurs dans la sous variété M de R, alors pour chaque %, la dérivée
@(t), vue comme un élément de R”, appartient & T),4) M. C'est le vecteur i(t) = dx; - 1.

Etant donné un champ de vecteurs (non autonome) X(t,z) sur M, on dit que la courbe x
satisfait I'équation & = X (¢, ) si ©(t) = X (¢,2(t)) dans T, M pour tout t. Si la courbe x(t) sur
M résout I'équation @(t) = X (¢, x(t)), alors la courbe (¢, 2(t)) sur Rx M résout |'équation autonome

y=(LX(y))-
Soit X un champ de vecteurs sur M et ¢p : M — N un difféomorphisme. On note alors 1, X le
champ de vecteur suivant sur N :

VX (y) = dpyry) - X0 ()

Ce champ image n’est pas défini en général si ¢ n'est pas un difféomorphisme. On utilisera toutefois
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la notation ¥, X chaque fois qu'elle a un sens. La relation Y = ¢, X signifie donc que
Y((x)) = dipy - X ()

pour tout xz € M. La relation
(Wﬁ)*X = 90*(1/}*)()

est satisfaite lorsque ses termes sont bien définis.

Propriété 4.1. SiY = ¢, X et si 2(t) résout I'équation & = X (t,x), alors y(t) résout I'équation
y=Y(ty).
Fixons maintenant un champ de vecteurs non-autonome X (¢, x) de classe C",r > 1.

Théoreme 4.2 (Flot local). Pour tout (tg,z0) € R x M, Il existe un intervalle ouvert I contenant
to, un voisinage uvert U de xq, et un flot local ¢ : I x U — RY de classe C", c’est & dire une
application ayant les propsitétés suivantes :
— o(to,z) = x pour tout v € U.
— La courbet — p(t, x) est une solution de I'équation différentielle pour tout x € U. Autrement
dit, on a la relation

Oro(t,x) = X (t,0(t, ).
— Toute solution z(t) de I'équation différentielle définie sur un intervalle ouvert J contenant t,
et telle que x(ty) € U vérifie x(t) = ¢(t,x(to)) sur I N J.

DEMONSTRATION. Le théoreme se déduit de sa version dans R? en considérant une carte ¢ :
(M,z0) — (R%,0). On considere le champ image Y = #.X, et on lui applique le théoreme de
Cauchy-Lipschitz. On obtient un flot (¢, y) : (R x R%, (¢9,0)) — (R%,0), et on pose ¢(t,z) =
o~ (¥(t, (). 0

Corollary 4.3 (Unicité). Soit v(t) et 4(t) deux solutions de I'équation différentielle définie sur le
méme intervalle I. L'ensemble {¥ = ~} est soit vide soit égal a I.

DEMONSTRATION. l'ensemble J := {¢ : x(t) = ~(¢t)}, est un fermé de I puisque v et ¥ sont
continues. Pour tout s € J, il existe un flot local ¢, associé au point (s,7(s)). On a alors v(t) =
@s(t,2(s)) = ¥(t) dans un voisinage de s. L'ensemble .J est donc ouvert. On conclut par connexité. —

Proposition 4.4 (Solution maximale). Pour tout (tg, o) € R x M, il existe un intervalle [T, T et
une (unique) solution x(t) de I'équation différentielle telle que x(to) = xo et qui a de plus la propriété
suivante :

Pour tout intervalle ouvert I contenant ty et toute solution ~y(t) : I — M de I'équation
différentielle vérifiant ~(to) = xo, on a I C|T~,T*[ et v = ;.

La donnée de I'équation différentielle et d'une condition initiale du type x(tg) = x¢ est appelé
probleme de Cauchy. La solution donnée par la propriété est la solution maximale du probleme de
Cauchy.

DEMONSTRATION. L'existence d'un flot local implique celle d'une solution locale du probléme de
cauchy y(t) :Jto — €,tg + e[— M (donnée par v(t) = p(t, z0)).

Définissons maintenant le temps d'existence T comme le suprémum des temps T > t; tels que
la solution ~(t) ci-dessus peut &tre prolongée en une solution sur l'intervalle J¢g — ¢, T'.

Pour tout T €]to, T, il existe une solution du probléeme de Cauchy sur |tg — €, T, et celle-ci est
unique au vu du corollaire ci-dessus. Ces solutions se recollent donc en une solution sur Jtg — €, T,
qui est unique par le corollaire.
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On définit le temps d'existence 7~ comme l'infimum des temps T' < ¢, tels que la solution ()
ci-dessus peut étre prolongée en une solution sur l'intervalle |7, 7" [. Comme ci-dessus, on montre
que le probléme de Cauchy admet une unique solution sur l'intervalle ], 7" [. C'est la solution
maximale du probleme de Cauchy. 0

Théoreme 4.5 (Flot global). Soit tg € R. Il existe un ouvert W de R x M contenant {to} x M et
une (unique) application ¢ : W — M , de classe C", ayant la propriété suivante :
Pour tout x € M, I'ensemble W N (R x {x}) est un intervalle ouvert [T, , T, | et la courbe

177 T3 t— (t,2)
est I'unique solution du probléme de Cauchy donné par la condition initiale x(ty) = x.

DEMONSTRATION. Pour tout € M, on considére la solution maximale
0. (t) )T, TS [— M

du probléeme de Cauchy donné par la condition initial z(tg) = z. On considére alors I'application
o(t,x) == . (t), définie sur I'ensemble W := {(t,z) : t €]T, , T} [}.

Nous devons montrer que W est ouvert et que ¢ est C” sur W.

On considere pour ceci un point (sg,xo) de W, la solution x(t) := @(t, o), et un intervalle
compact [S,T] C]T, , T, [ contenant to et so. Pour tout s € [S,T], il existe un intervalle ouvert .J
contenant s et un flot local ©5 : (J x U, (s,z(s))) — (M, z(s)), qui vérifie donc 14(t, 2(s)) = z(t)
pour tout t € J. On peut de plus demander en restreignant J que I'application 9! : z — (¢, x)
soit un difféomorphisme local en z(s) pour tout t € J (car ¥ = Id). On peut recouvrir I'intervalle
compact [S,T] par un nombre fini de tels intervalles .Jy, ..., Ji, correspondant a des temps initiaux
S1,...,Sk sur chacun desquels est défini un flot

Ve, t Ji x Uy — M

tel que s, (t, x(s;)) = x(t). On suppose que les intervales J; sont rangés par ordre croissant de leur
extrémité gauche.

L'intersection J; N Js est alors un intervalle ouvert non-vide dans lequel on choisit un point
7. L'application 972 : x = 1, (t,x) est un difféomorphisme local en x(t2). On note 72 le
difféomorphisme local (en z(7)) inverse. On peut alors étendre 15, a Jo X Wa, ol W est un
voisinage ouvert de z(s1), par la formule

%1 (t7 3?) = wsz (t> 1/’;2 © ¢§f (‘T))
On vérifie que 0;@s, (t,x) = X (t, §s, (t, 7)) sur Jo x Wa, et que P2 = 2. Le corollaire sur I'unicité
implique donc que ¥, = 7/351 sur (J; N Jz) x Wa. L'application donnée par 5, sur J; x Wy et par
1/331 sur Jo x Wy est alors un flot de classe C" sur (J1 U J3) x Wy, que 'on note encore 1),,. On a
s, (t,2(s1)) = x(t) pour tout t € Jy U Jo, et ¢ est un difféomorphisme local en z(s1).
On choisit alors 75 € (J1 U J2) N J5, et on prolonge 15, a Js3 X W3 par la formule

sy (t,2) = s, (1,035 0 972 (2)).

On remarque que z/Nle est un difféomorphisme local en x(s;) pour tout ¢ € J3. On construit ainsi
itérativement un flot ¢ : (J; U--- U Jg) x Wi, — M, ol Wy est un voisinage de z(s1), et tel
que ¥, (t,(s1)) = x(t). De plus, ¢ est un difféomorphisme local en x(s;) pour tout t € I :=
(J1U---UJg).

21



On considere I'inverse locale 17! du difféomorphisme local ng : (M, x(s1)) — (M, 2(s0)), et
on pose

Uty (8 2) = s, (E, 95, (%))

pour tout ¢t € I. C'est une application C" définie sur I x V, pour un voisinage V de xy. Comme
chaque courbe I 3t — 14, (t,x), x € V est une solution de I'équation satisfaisant ¢y, (to, ) = z, on
conclut que I x V' est contenu dans le domaine W de ¢, et que ¢(t,x) = vy, (t,x) est C" sur Ix V.

Proposition 4.6. Si le temps d’existence T;} de le solution maximale x(t) d’un probléme de Cauchy
vérifie T,F < oo (resp. T, > —oc), alors I'orbite x([0,T,"[) (resp. z([0,T;}[)) n'est contenue dans
aucun compact de M.

DEMONSTRATION. Supposons que 7,7 < oo et que 'orbite ¢, ([0, 7,7 [) est contenue dans un com-
pact K de M. Le champ de vecteurs X est borné sur [0,7;] x K (en tant que champ 2 va-
leurs dans RP) donc la courbe x(t) est Lipschitz. Elle admet donc une limite x+ en T,F. Soit
o(t,x) | T,F — e, T, + e[xU — M un flot local en (T, z ). La courbe v(t) :]T,,, T, + €[ definie
par v = x sur [T, , T, [ et v(t) = p(t,a) sur [T,F, T, + €[ est en effet une solution du probléme
de Cauchy, ce qui contredit la définition de T;. Pour vérifier la différentiabilité de ~ en Tj, on
remarque que ¢ : (t,x) — (¢, ¢(t,x)) est un difféomorphisme local, tel que v,(1,0) = (1,X).
En conséquence, la courbe =1 (¢, x(t)) est la courbe (¢,z7), c'est & dire que x(t) = ¢(¢,2T) pour
t €]T+ — €, T+[ O

On s’interessera le plus souvent dans la suite a des champs de vecteurs autonomes et complets.

Proposition 4.7. Tout champ de vecteurs a support compact est complet.

DEMONSTRATION. Soit X un champ de vecteurs nul en dehors du compact K. Pour toute x ¢ K,
I'orbite maximale issue de = est la courbe constante z(t) = x, définie sur R. En conséquence, toute
orbite maximale x(t) issue d'un point de K reste dans K, et donc s'étend a R.

O

Dans le cas des champs de vecteurs complets autonomes, on a un flot ¢ : R x M — M tel que
©(0,z) = x. En notant ¢’ : M — M I'application z — ¢(t,z) on a

(PO = Id , QPH_S — <Pt ° 4,08

pour tous t et s. Pour vérifier la seconde égalité, il suffit de constater que chacune des courbes
t— !t (x) et t — ' o p*(x) est une solution de I'équation, qui vaut ¢*(z) au temps t = 0. On
rappelle I'égalité
t
Ohp(x) = X (¢ ().
Finalement, on note la formule
t t

Py oy =1opy

si Y = ¢*X. Explicitons pour terminer |'utile lemme de forme normale suivant :

Proposition 4.8. Soit X un champ de vecteurs C", et xy un point régulier, c'est 3 dire que X (z¢) #
0. Il existe alors une carte locale ¢ : (M, xy) — R x R4™! telle que ¢.X est le champ constant
(1,0).

DEMONSTRATION. Soit ¢ : (R¥~1,0) — (M, x0) une immersion locale telle que X (zq) & dio(R9~1).
Soit ! le flot de X. Alors I'application F : (t,y) — ¢’ o1 (y) est une paramétrisation locale de M
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telle que 0;F = X o F, c'est a dire F,(1,0) = X. 0

Soit G un sous-groupe de G, (R) qui en est aussi une sous-variété. On note g son espace tangent
au point identité, qui est donc un sous-espace vectoriel de M,,(R).

Proposition 4.9. La restriction a g de I'application exponentielle prend ses valeurs dans G.

DEMONSTRATION. Pour tout A € G, 'application B — BA est un isomorphisme de M, (R) qui
préserve G. En conséquence, |'espace tangent a GG au point A est |'espace gA constitué des matrices
hA,h € g. Pour tout h € g, I'application A — hA est un champ de vecteurs sur Gl,,(R) qui est
tangent a G, et qui engendre donc (par restriction) un champ de vecteurs sur G (on parle de champ
de vecteurs invariant a droite). L'équation différentielle associée A’(t) = hA(t) a une unique solution
telle que A(0) = I, c'est A(t) = exp(th), qui est donc dans G. 0

4.2 Fibrations localement triviales

Théoréme 4.10 (Ehresmann). Soit f : M — N une submersion de classe C"™*1, r > 1. Si M
est compacte (ou, plus généralement, si f est propre), alors f est une fibration localement triviale,
c'est a dire que, pour tout xo € N , il existe un voisinage U de xy dans N et un plongement
©: FxU — M, de classe C", oii F est la sous variété f~'(xq), vérifiant

fooly,z)=x
pour touty € F etx € U.

Ceci implique en particulier, si M est connexe, que toutes les fibres f~!(z) sont difféomorphes.
Le terme localement trivial impose une mise en garde. Toute submersion est localement triviale au
sens ou elle s'ecrit (x,y) — x dans un voisinage d'un point de sa source M. Ici, on obtient un
résultat local au voisinage d'une fibre entiére, autrement dit un résultat local du coté de I'image, ce
qui est plus fort.

Remarquons qu'un fibré vectoriel est aussi une fibration localement triviale.
DEMONSTRATION. On considere un plongement v de | — 2,2[?" dans N qui envoie I'origine sur zg.
Posons Z = f~1(y(] — 2,2[%)) et

g=v¢ tof: X —] 22,
Soient e; les vecteurs coordonnées de RV, et soient v;(z) les champs de vecteurs
vi(x) = g(z1)g(22) - - g(Tay)ei,
ol g : R — [0, 1] est une fonction réguliere qui vaut 1 sur [—1,1] et dont le support est contenu
dans | —2,2[.
On construit des champs de vecteurs V; sur la variété X tels que g.V; = v;. Pour ceci, on
considere I'orthogonal H'(z) du sous-espace K (z) := kerdg. dans RP™ et son intersection H(z)

avec T,Z(= T,M). Ce sous-espace est un supplémentaire de K(z) = kerdg, dans T,M. Comme
dg. est surjective, sa restriction a I'espace horizontal H(z) est un isomorphisme, et on pose

Vilz) = (dg.)iph ) (vilg(2)))-

Comme f est propre, le support de V; est compact.
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Montrons que les champs V;(z) sont C”. On fixe un point zy € Z et on étudie ces champs au
voisinage de zp. On étend localement la submersion g en une submersion

G : (RPM, 29) — (] = 2,2[" xRPM =N (g(2),0))

telle que G(z) = (g(2),0) pour z € M. L'espace K(z), vu comme sous espace de RP est le noyau
de dG,. L'application z — G(z) a valeurs dans la Grassmanienne G(dp, Djs) est donc C". On en
déduit en se référant a I'étude des Grassmaniennes plus haut que I'application

2+ H(z) = (K(2)" NT.M) € G(dy, D)

est C". Comme l'application dG (. est un isomorphisme. Son inverse S(z), vu comme application
linéaire 3 valeurs dans RP dont I'image est H(z), est une fonction C" de z au vu de I'exercice 3.2.
Les champs V;(z) = S(z) - v;(g(z)) sont donc C".

Soit ¢ le flot de V;. Comme g.V; = v;, on a

goqﬁ@) =z + te;

tant que = et x +te; sont dans [—1,1]% . En notant F la sous variété g—1(0), on définit I'application
¢ Fx]—1,1[% — X par

Qb(y,iﬂ) = L)O(yamlw"axdz\f) = Qb::lz]N O O¢Tl<y)

On remarque que g o p(y,x) = z. La différentielle

d@(y,07...,0) : (<7t17 © 'th) = C + tlvl(y) +oF thVdN (33)

est inversible, donc ¢ est un difffomorphisme local en (y,0) pour tout y € F. Au vu du Lemme
ci-dessous, il existe 6 > 0 tel que ¢ engendre un plongement de F'x] — §,[?~ dans X. On revient 3

I'énoncé en posant U = (] — 6, 8[4N) et p(y,z) = @(y, ¥ (x)). O

Lemme 4.11. Soient M et N des sous variétés, soit I’ une sous variété compacte de M, et soit
J : M — N une application différentiable dont la restriction a F est un plongement et qui est un
difféomorphisme local en chaque point de F. Alors il existe un voisinage U de F dans M tel que la
restriction de J a U est un plongement.

La compacité de F n'est en fait pas nécessaire.
DEMONSTRATION. Comme M est localement compacte, le compact F' admet un voisinage compact
W. On recouvre F' par un nombre fini d’ouverts U; contenus dans W sur chacun desquels J est un
difféomorphisme sur son image. L'ensemble X des couples (z,z') de W x W tels que J(z) = J(z')
est compact. Il contient la diagonale Ay, de W x W. De plus la réunion U := U;U; x U; est un ouvert
de W x W tel que X NU C Ay . le compact X — U est disjoint de A, donc de F' x F' (puisque
XN(FxF)=Ap). |l existe donc un voisinage V de F dans W tel que (V x V)NX C Ay et donc
tel que J est injective sur V. Quitte a restreindre V', on peut supposer que les ouverts U; recouvrent
V. La restriction de J a V est alors un difféomorphisme sur son image, c'est a dire un plongement.
En effet, pour tout € V, il existe i tel que = € U; et I'inverse de J au voisinage de J(z) est égale
au difféomorphisme J; ! 0
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4.3 Fibration de Hopf

On considere le champ de vecteurs linéaire V(z,p) sur R*
T1=p1, pP1=—%1, L2=Dp2, P2=—Ta.

Il décrit I"évolution d'un couple d'oscillateurs harmoniques dont x; et x5 sont les positions, et p; et
P2 les vitesses. En notation complexe z; = x; + ip;, les solutions de I'équation sont

z1(t) = zl(())e“7 z9(t) = 22(0)€it,

elles sont toutes périodiques de période 27 (sauf la solution identiquement nulle). On obtient ainsi
une partition de R* en un point et des cercles plongés. Au voisinage de n'importe quel point non nul
de R?*, cette partition peut étre redressée par un difféomorphisme local en une collection de droites
paralleles.

L'énergie de ce systeme physique est

B(z.p) = slaf* + Lo
2 2

On calcule facilement que dE -V = 0. On conclut que I'énergie est constante le long des trajectoire,
c'est a dire que E(x(t),p(t)) = E(x(0),p(0)) V¢ si (z(t),p(t) est une trajectoire de I'équation
différentielle. Ceci est aussi évident directement sur I'expression des solutions.

Le champ de vecteur V' engendre donc (par restriction) un champ de vecteurs (toujours noté V')
sur la sous-variété {E = 1/2}, qui nest autre que S®. Les trajectoires du systeme différentiel & = V/,
qui sont toutes des images plongées de S!, forment dont une partition de la sphére S3. Localement,
cette partition se redresse en une collection de droites paralléles.

La formule suivante va nous permettre de faire mieux. On pose

h(z1,22) = (22122, |21]* — |22|*) € C x R =R®.
Le calcul suivant
|h(21, 22)|* = 421227122 + (|21 — |22/°) = 421 P 22 + (|21 )* — |227)% = (|2 * + |22]?)?

montre que h(S?) C S?, et méme que h=1(S?) = S2. On constate encore une fois que h est
constante le long des orbites, et méme que les ensembles h = cte sont exactement les orbites. En
effet, si h(z1,22) = h(z], 2}), alors

|21 ? + [22f* = [h(21, 22)| = [h(z1, 29)| = 24 + |25/

donc |z;]* = |2}|*. On écrit alors 2% = z;e""s pour des réels t; et t;. Comme 2z, = 2], on conclut
que e!(1=*2) = 1, et donc que les points (z1,22) et (2}, 25) sont sur la méme orbite.

L'application h : S — S? est une submersion (nous le vérifierons ci-dessous), donc une fibration
localement triviale. Toutes les fibres de cette fibration sont difféomorphes 3 S!, en particulier, h est
surjective. Les fibres de h sont exactement les orbites du systéme différentiel & = V sur S3.

On montrera plus tard que S® n'est pas difféomorphe 3 S? x S!, la fibration de Hopf n’est donc
pas globalement triviale.

Montrons maintenant que h est une submersion en tout point différent de (0,0). En un point ou

z1 et zg sont non-nuls, on écrit I'application h en coordonnées polaires

(r1,01,72,05) — (2r172,61 — 02,77 — 13).
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On vérifie par un calcul direct que I'application (r1, 7o) — (2r172, 73 — r3) est un difféomorphisme
de ]0,00)? dans ]0,00) x R. L'autre facteur (61,602) — 02 — 07 est une submersion de 72 dans 5!,
donc h est une submersion sur I'ouvert {z; # 0} N {z2 # 0}.

En écrivant en coordonnées cartésiennes la matrice

T2 P2 T1 p1
dh(xl,pl,xg,pg) =2|-p2 x2 D1 —I1
1 P11 —T2 —P2

on voit que cette différentielle est surjective aux points tels que z; = 0,22 0 ou 25 = 0,21 # 0.

4.4 Oscillateur non résonant
On considere le champ de vecteurs linéaire V (x,p) sur R*
Ty =p1, pP1=—T1, <2=ap2, P2 = —ads,

avec un parameétre a irrationnel. |l décrit I'évolution d'un couple d'oscillateurs harmoniques dont les
fréquences d'oscillations sont différentes et incommensurables. L'énergie de ce systeme physique est

E(z,p) = (Iz1 + alz2?).

| —

1
5 (21 +pl+aw; +apy) =

La sous variété £ := {E = 1/2} est difféomorphe 3 S3. Les solutions de I'équation sont
2(t) = 21 (0)e”,  zo(t) = 2(0)ei.

Contrairement au cas a = 1, la plupart des trajectoires sont injectives (toutes celles de I'ouvert 2 :=
{z1 # 0} N {22 # 0}). Les trajectoires (21(t) = 0, 22(t) = 22(0)e’), et (21(t) = 21(0)e’, z3(t) = 0)
sont periodiques, et la trajectoire z(¢) = 0 est fixe.

On vérifie facilement que les quantités |z1[, |22| (et donc E') sont constantes le long des trajectoires.
Pour chaque 1 > 0,79 > 0, la sous variété T'(rq,ro) d'équation |z1| = 71, |22| = 72 est invariante.
Chacune de ces sous variétés est difféomorphe au tore T2 (presque tautologiquement).

L'application R : (21,22) — (|21]?,|22]?) est une submersion et un fibration localement triviale
(dont les fibres sont difféomorphes & T2) de Q sur ]0,00)%. On peut aussi la restreindre 3 une
fibration localement triviale de I'ouvert 2N E de la surface d'énergie, sur l'intervalle ](1,0), (0,1)[ de
R2. Toutefois, elle ne s'étend pas en une fibration localement triviale de toute la surface d'énergie,
les fibres R=1(0,1) et R~1(1,0) sont des cercles, et non des tores. Ce sont des fibres singulieres, sur
lesquelles R n'est pas une submersion.

Le champ de vecteurs V' engendre un champ de vecteurs sur chacun des tores T'(ry,r2). Les
champs de vecteurs sur T'(ry,72) et T(r},r}) sont conjugués par le difféomorphisme

(21, 22) —> (M1 21/r1,7522/72)

(donc en un sens, leurs dynamiques sont identiques). Pour décrire les orbites, on condidére la pa-
ramétrisation de T'(r1,72) par le difféfomorphisme local non injecif

7 :R?3 (61,0,) — (rleiel,rgeiez) € T(ry,rs).

La préimage du champ de vecteurs V est le champ de vecteur constant (1,a), c'est a dire que
m.(1,a) = V. L'orbite du point m(69,69) se représente donc dans ces coordonnées par la droite
d'équation (02 — 03) = a(6; — 6?). Toutefois, en raison la non injectivité de 7, la préimage de I'orbite
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contient toutes les droites translatées d'équation (63 — 609 —n) = a(f; — 09 —m), (n,m) € Z>%
Notons que I'ensemble Z des réels de la forme m — n/a, (n,m) € Z? est une partie dense de R. La
préimage de |'orbite est |'ensemble des droites d'équation

(02 —09) = a0, — ) — 2), z € Z.

C'est donc une famille "transversalement dense” de droites paralléles. Comme cette famille est dense
dans R?, son image par 7 qui est |'orbite de 7(#9,609) est dense dans T'(r1,72). Localement, au
voisinage de chacun de ses points, cette orbite se redresse en le produit d'un intervalle par un ensemble
dénombrable dense.

4.5 Orbites d’un champ de vecteurs

Soit V(x) un champ de vecteurs sur la sous-variété M, et soit (t) : R — M une solution de
I'équation &(t) = V(x(t)) (ou plus généralement x(t) : I —> M une orbite maximale).

Proposition 4.12. [ y a trois possibilités pour la solution x(t) :
— La solutions x(t) est constante, x(t) = xg, ou x¢ est une singularité de V, c'est a dire que
V(LL'()) =0.
— La solution x(t) est périodique, c'est a dire qu'il existe T > 0 tel que x(t + T) = x(t) pour
tout t. Dans ce cas, I'image de la courbe x est une sous-variété de M difféomorphe & S*.
— La courbe t — x(t) est une immersion injective.

DEMONSTRATION. Si g est une singularité de V, alors la courbe constant x = xq est une solution de
I"équation différentielle. La partie unicité du théoreme de Cauchy Lipschitz implique donc qu’aucune
autre solution ne passe par . En effet, si une solution ~(t) vérifie que v(s) = xo pour un certain
réel s, alors la courbe constante x et la courbe y(t) sont deux solution du probléme de Cauchy avec
la condition initial x(s) = xo, et elles sont donc égales.

Supposons maintenant que la solution x(¢) n'est pas constante, et donc que V (z(t)) # 0 pour
tout ¢, c'est a dire que I'application ¢t — x(t) est une immersion.

Supposons que cette immersion n’est pas injective. Alors il existe des temps s et S > 0 tels que
x(s) = z(s +5). On remarque que les courbes t — x(t) et t — x(t + .5S) sont solutions du méme
probleme de Cauchy, et donc égales. Autrement dit, I'égalité x(t) = z(t + S) a lieu pour tout ¢.
Considérons maintenant I'ensemble P des périodes de x, c’est a dire I'ensemble des réels S tels que
z(t +5) = z(t) pour tout t. On voit que P est un sous-groupe fermé de R. Il existe donc un réel
T > 0 (que I'on appelle la période de x) tel que P = TZ.

Considérons I'application 6 : R — S' € C ~ R? donnée par 0(t) = e!*>"/T . Cette application
est un difféomorphisme local surjectif. On constate de plus que si z(t) = z(s), alors 8(t) = 6(s).
La courbe x se factorise donc en & = g o 6, en posant g() = z(t) ou t vérifie 8(t) = 6. On vérifie
immédiatement que I'application g est bijective. Nous allons montrer que c'est une immersion, et
donc, puisque S! est compacte, un plongement (et donc un difféomorphisme sur son image).

Fixons 0y € S, et tg € R tel que O(tg) = 6. On choisit un petit intervalle ouvert I centré en t,
de sorte que 6|; est un difféomorphisme sur son image. Cette image (1) est un voisinage de ¢ dans
SL. Sur0(I), on a

g=ao ()"
C'est donc une immersion comme composée d'une immersion et d'un difféomorphisme. O

Soit V' un champ de vecteurs complet sur M, sous variété de dimension d. Considérons une orbite
X, c'est a dire I'image x(R) d'une solution de I'équation & = V. Nous avons vu que X est soit

un point, soit une sous-variété compacte plongée difféomorphe 3 S, soit I'image d'une immersion
injective.
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Propriété 4.13. Pour toutx € X, Il existe une carte ¢ : I xB — M, ou I est un intervalle contenant
0 et ol1 B est une petite boule ouverte de R%~1 centrée en 0, ayant les propriétés suivantes :

— ¢(0,0) =z,

— o Y X)=1Ix2Z
o1 Z est une partie dénombrable de B'.

Cette propriété est satisfaite par les orbites maximales non périodiques des champs de vecteurs,
pas, en général, par les images d'immersions injectives (penser au huit) !

Si X était une sous variété plongée de M, on pourrait prendre Z = {0} dans le résultat ci-dessus.
Mais en général, la "structure transverse” Z est plus complexe, comme nous |'avons illustré avec les
oscillateurs non résonnants dans 4.4.

DEMONSTRATION. Comme V() # 0, on peut redresser le champ V' au voisinage de z, c'est 2 dire
qu'il existe un plongement ¢ : I x B — M tel que ¢.(1,0) =V, ot (1,0) est vu comme un champ
de vecteurs constant sur I x B. L'ensemble ¢~1(X) est alors une réunion de segments verticaux de la
forme I x {z}. Notons Z la projection de ¢~1(X) sur B, de sorte que X N¢(I x B) = ¢(I x Z). No-
tons alors 7 I'ensemble des temps ¢ € R tels que ¢~ ox(t) € {0} x Z. L'application P = ro¢p~tou,
ol 7 est la projection sur le second facteur, induit une bijection entre 7 et Z (rappelons que la
courbe x est injective). Pour chaque T' € 7, I'application ¢! o = envoie I'intervalle 7'+ I sur le seg-
ment vertical I x {P(T)}. Ces segments verticaux sont disjoints, donc leur préimages le sont aussi.
Les intervalle T'+1,T € 7 sont donc disjoints, ce qui implique que 7 est dénombrable, donc Z aussi.

L'espace Z est alors totalement discontinu (c'est a dire que ses composantes connexes sont des
points) au vu du lemme ci-dessous. Les composantes connexes de I'ensemble X N U sont donc les
couches ¢~1(I x {z}). L'ensemble X n’est pas localement connexe si ce n'est pas une sous variété.

Lemme 4.14. Tout espace métrique dénombrable est totalement discontinu.

DEMONSTRATION. Fixons en effet un point g et considérons la fonction & — d(xg,z). L'image
de la composante connexe de xg est un intervalle dénombrable, et donc un point. O

5 Distances sur une sous-variété

Soit M une sous-variété de R”. On peut munir M de la distance induite par celle de R”, mais
on va construire une autre distance plus géométrique.

5.1 La distance géométrique
Propriété 5.1. Une sous variété connexe M est connexe par arcs C' (et méme C*).

DEMONSTRATION. On consideére la relation il existe une courbe C' de M connectant x 3 y.

Tout point z € M admet un voisinage V' tel que tout point y € V est relié a . On peut prendre
comme voisinage V' I'image d'une boule ouverte B par un plongement ¢ : B — M qui envoie 0 (le
centre de B) sur x. La courbe [0,1] 3 t — p(tp~1(y)) relie alors z 3 y.

La relation est une relation d'équivalence. Prouvons la transitivité. Soit 1 : [0,71] — M une
courbe reliant z a y et 72 : [0, T2] — M une courbe reliant y a z. On peut concaténer v; et vy, pour
former une courbe reliant x 3 z, mais cette courbe n’est pas forcément C1. On résout cette difficulté
en considérant une fonctions C* 0 : [0,1] — [0, 1] telle que #’(0) = 0 = 6’(1) et 6 > 0 sur ]0, 1].
Les courbes 7;(t) = v (T30(¢)) : [0,1] — M relient  a y et y a z, et elles vérifient de plus que
4; = 0 aux extrémités. La concaténation est alors une courbe C' reliant 2 3 2.
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Les classes d'équivalence de la relation forment une partition de M en ouverts. Comme M est
connexe, il n'y a qu'une classe. 0

On définit la longueur de la courbe C* « : [0,7] — M par

Liy) = / (o)),

ot |v] est la norme Euclidienne du vecteur v € RP. La longueur est invariante par reparamétrisation :

Propriété 5.2. Soit v : [0,T] — M une courbe C* et g : [S,S'] — [0,T] une fonction C*
croissante et surjective. Alors L(y o g) = L(7).

La preuve est un calcul immédiat de changement de variable, utilisant que |¢'| = ¢'.
On définit la distance géométrique

5(z,y)

sur M comme l'infimum des longueurs des courbes C! joignant = 3 y dans M. Vérifions I'inégalité
triangulaire : Soient x,y, et z trois points de M et soit € > 0. Il existe des courbes v, et v2 : [0,1] —
M qui joignent x a y et y a z et telles que L(v1) < 0(z,y) + € et L(12) < (y, 2) + . Comme
dans la preuve de la propriété 5.1, on peut supposer, en reparamétrant les courbes v; et v que
41(1) = 0 = #41(0). La concaténation 3 de y; et 2 est alors une courbe C* qui joint # 3 z. On a
alors

6(z,2) < L(y3) = L(m) + L(12) < d(z,y) +6(y, 2) + 2e.

Ceci est vrai pour tout € > 0, donc d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2).
On note immédiatement que

Contrairement a la plupart des constructions que nous avons faites jusqu'a présent, la distance
géométrique § dépend de la maniére dont M est plongée dans R”, et pas seulement sa structure
intrinseque de variété.

Proposition 5.3. Au voisinage d'un point xq € M, on a
d(z,2") <o’ = 2|(1 + e(|2’ — o] + & — o))
ou € est une fonction qui tend vers 0 en 0.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : (B,0) — (M, x¢) une carte. Posons L, = dp, et L = Ly. On munit B
de trois distances : La distance 6(¢(y), ©(y’)) (que I'on notera encore §(y,y’)), la distance | L(y' — )|
et la distance |o(y') — ©(y)]-

Onap(y) —ply) = fol Lyit(y—y) - (¥ — y)dt donc, comme ¢ est C*,

le(W') — o) =1Ly —y)|(1 + eyl + [¥'])

et, comme L est injective, il existe ¢ > 0 tel que

le(y') — ()| = el(y" =)L =€yl +1v']),

La longueur la courbe courbe v(t) = o(y + t(y — y')) vérifie
1
£0) = [ Wiz - 0 = lat < 1L =)l + el + 1))
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donc
8(e(), o) <le(y) — eI+ €|y + [yl))-

Comme |p(y) — xo| = c|y|(1 — €(y)), on conclut que
3(e(y), 0(y) < lo(y) —eWI(1 + e(le(y) — zol +0(y") — o))

On obtient I'inégalité désirée en appliquant celle-ci 3 ¥/ = ¢~ 1(2'), y = ¢~ (). 0

Corollary 5.4. La distance § engendre sur M la méme topologie que la distance Euclidienne.
Corollary 5.5. Si la variété M est fermée dans RP alors elle est compléte pour la distance §.
La distance géométrique sur M possede la propriété suivante :

Propriété 5.6. Soient xy et x1 deux points de M. Si rq et ri sont des réels positifs tels que
ro+ 11 > 6(xo,x1), alors Bs(xg,r0) N Bs(x1,71) est non vide.

On remarquera que cette propriété n'est pas satisfaite par la distance arctan(|y — z|) sur R%.
DEMONSTRATION. Si rg = 0 ou 7 = 0, le résultat est clair, on suppose donc ro > 0, 71 > 0 et on
choisit r{ €]6(zo,x1) — 71, (20, 21)]. Il existe alors une courbe v : [0,1] — M joignant x¢ a z; et
telle que L(y) < r{ + r1. La courbe v est continue, donc continue pour la distance §. La fonction
continue t — d(xg,y(t)) prend toutes les valeurs entre 0 et d(xg, 1), donc en particulier la valeur
r,. En notant ¢ un temps tel que é(xo,v(to)) = r(, on a

(w0, 7(t0)) < L(o0,t0]) =70 < 70
d(v(to), z1) < ﬁ(’)’[to,n]) =L(7) - ﬁ(V[o,to]) < 7"6 +ri—ro="m1

a

Théoreme 5.7. Soit M une sous-variété munie de sa distance géométrique §. Si M est compléte
pour 6, alors toutes les boules fermées de M sont compactes.

Dans un espace métrique localement compact général, les boules fermées ne sont pas forcément
toutes compactes.

Comme on le voit dans la preuve, la conclusion tient dans le contexte plus général d'un espace
métrique localement compact (M, §) qui est complet et vérifie la propriété 5.6.

DEMONSTRATION. Fixons x € M et montrons que les boules fermées de centre x sont compactes.
Pour ceci on considere le supremum R des rayons r > 0 tels que la boule B(x,7) est compacte. On
veut montrer que R = 400, on suppose que c'est un nombre fini.

La boule B(x, R) est compacte. Cette boule est fermée dans M complet, donc elle est complete.
Pour montrer qu'elle est précompacte, on fixe € > 0 et on considére une partie x1,...,Z, qui est
¢/3-dense dans la boule compacte B(x, R — ¢/3). Cette partie est alors e-dense dans B(zx, R). En
effet pour tout y € B(x, R), il existe un point 2z € B(x, R —¢/3) tel que §(y, 2) < €/2 (par le lemme
5.6). En choisissant i tel que d(z;,2) < €/3, on voit que §(x;,y) < €.

Il existe n > 0 tel que la boule B(z, R + 1) est compacte. Comme M est localement compacte,
chaque point y de M est le centre d'une boule compacte B, la boule ouverte associée étant notée
B,. Les boules By, y € B(z, R) recouvrent le compact B(x, R), et on extrait un sous-recouvrement
f|n| La réunion des boules fermées correspondantes et alors un compact K qui contient B(x, R) dans
son intérieur. La distance entre B(xz, R) et le complémentaire de K est strictement positive, c'est a
dire qu'il existe n > 0 tel que, pour tout point y qui appartient a une boule de rayon 27 et dont le
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centre est dans B(m,@), onay € K. Au vu de la propriété 5.6, on conclut que B(z, R+ 0) C K
et donc que la boule B(x, R+ §) est compacte. Ceci est en contradiction avec la définition de R, on
conclut que R est infini, ce qui termine la preuve. 0

Sous les hypothéses du Théoréme, les boules fermées B(x,70) et B(x1,71), qui sont compactes,
ont une intersection non-vide dés que ¢ + 11 = 0(xo, x1).

5.2 Géodésiques minimisantes.

Soit M une sous-variété de R” et § sa distance géométrique. On définit La longueur d’'une courbe
quelconque v : [S,T] — M comme le supremum

Ls(y) = sup (6(v(0), v (t1)) + -+ + 3(v(te-1), d(tx)))
S=to<t1 <<t =T
ol le supremum est pris sur I'ensemble des suites finies croissantes de temps intermédiaires S = tg <
t1 < - <tp_1 <ty =T. On notera £(’y[S7T]) lorsqu’on veut préciser le domaine de la courbe. On
note que cette formule fait sens dans tout espace métrique (M,d). On peut notamment considérer
la longueur L4 associée a la distance d(z,2’) = |’ — x| sur M.
Les quelques propriétés ci dessous de la longueur découlent directement de la définition :

£5(’7[s,t]) 2 6(’7(8)a’7(t))7 Vs <t
L(vs,m) = Ls(vs.) + LOey) V€[S, T

Propriété 5.8. Si M est une sous variété de RP et si v : [S,T] est une courbe C* sur

DEMONSTRATION. Notons Z(7y) le temps de cette preuve le terme de droite de I'égalité. Par définition
de 4, on a

pour tous s et t, et Z vérifie la relation de Chasles. On en conclut que Z(vy) > L(7). Réciproquement,
considérons un module de continuité w de 4 : [s,t] — RP. Pour tout [s,t] C [S,T], on a

< (t—s)w(t—s)

IR

() = (s)] = (t = 8)[3(s)l| <

et

/ [Y(o)ldo — (t - S)Iﬁ(S)I‘ < (t=s)w(t—s)

donc .

/ Iv(o)ldo — [y(s) — v(t)l‘ <2t = s)w(t —s).

En prenant une décomposition T' =ty < t; < --- < t, =T telle que t;;+1 —t; < €, on a donc
L£0) = Iy(to) = Y] + -+ y(tazt) = A(ta)] = Z(7) - 2(T - S)w(e).

Comme on peut choisir € > 0 arbitrairement petit, on a L(~) > Z(y) et donc L(v) =Z(7). 0

Nous allons maintenant montrer |'existence d'une géodésique minimisante Lipschitzienne :

Théoreme 5.9. Soit M une sous-variété fermée, munie de sa distance géométrique §. Etant donnés
deux points x et 1, il existe une courbe ~y : [0,1] — M qui est Lipschitz de constante 6(xq,z1),
et telle que v(0) = xo,7v(1) = z1. Cette courbe est donc de longueur §(xg,x1).
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La preuve qui suit montre en fait le résultat dans le contexte plus général d'un espace métrique
localement compact et complet (M, ) vérifiant la propriété 5.6.
DEMONSTRATION. Posons L = §(zg,x1). En utilisant la Propriété 5.6 et le Théoréme 5.7, on voit
que l'intersection B(zg, L/2) N B(z1,L/2) est non vide, et on choisit un point v(1/2) dans cette
intersection. On a alors §(zo,7v(1/2)) = d(v(1/2),21) = L/2.

On construit ainsi des points v(1/4) et v(3/4) tels que

S(zo,7(1/4)) = 6(7(1/4),7(1/2)) = 6((1/2),7(3/4)) = 6(v(3/4),21) = L/4.
Par récurrence, on construit ainsi une application y définie sur I'ensemble des nombres dyadiques de
[0,1] , a valeur dans M, et L-Lipschitz. On I'étend alors par continuité en une courbe L-Lipschitz de
[0,1] dans M telle que ¥(0) = zq et y(1) = z1. Comme la courbe « est L-Lipchitz, il est immédiat
que sa longueur est inférieure ou égale a L. Comme 6(xg,x1) = L, et que  relie ¢ a x1, on conclut
que L(7) = L. O

5.3 Meétriques Riemanniennes

Dans les sections précédentes, nous avons utilisé la distance ambiante de R” pour définir une
distance géométrique sur la sous variété M. En fait, ce qui était utile pour mesurer la longueur d'une
courbe est la donnée, pour chaque point x de M, d'un norme sur T, M, nous avons pris comme
norme la restriction de la norme Euclidienne de RP a T, M.

On aurait aussi pu se donner une métrique Riemannienne quelconque :

Définition 5.10. Une métrique Riemannienne sur une sous variété M est la donnée, pour chaque
x € M, d'un produit scalaire g, (v, w) sur l'espace vectoriel T,, M. On demande de plus que ce produit
scalaire dépende différentiablement du point x, c'est a dire que la fonction © — g, (V (x), W(z))
est différentiable pour tous champs de vecteurs différentiables V' et W

Exercice 5.1. Si M est une sous variété de RP, et si g, est une métrique Riemanienne sur M, alors il
existe une application différentiable G : M — ST (D) (I'ensemble des matrices symétriques définies
positives D x D) telle que g.(v,w) = (G(z)v,w), ot {.,.) est le produit scalaire usuel sur RP.

Etant donnée une métrique Riemanienne g, sur M, on définit comme ci-dessus la longeur d'une

courbe de M par
1
£, = [ Vo lio30a,

puis la distance §, donnée comme l'infimum des longueurs des courbes. Cette distance vérifie la
propriété 5.6, et donc les Théoremes 5.7 et 5.9.

On dit que la métrique g est compléte si M est compléte pour la distance géodésique associée.
La métrique Riemanienne naturelle sur une sous-variété fermée est compléte. Nous montrerons plus
tard que toute (sous) variété admet un plongement dans un espace R” dont I'image est fermée, et
donc une métrique Riemannienne compléte. Cependant, il existe aussi des métriques non complétes
(sauf sur une variété compacte).

6 Théoreme de I'orbite

6.1 Enoncé général

Soit M une sous variété de RP et E(z) un champ de sous-espaces de dimension m sur M c'est
a dire la donnée, en chaque point x € M, d'un sous espace vectoriel de dimension m de T, M tel
que I'application z — E(x) est différentiable de M dans la grassmanienne G(m, D).
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Pour chaque zy € M, on considére |'orbite X (z), c'est a dire I'ensemble des points de M qui
peuvent &tre reliés 3 zo par une courbe C? tangente 3 E, (telle que 4(t) € E(v(t)) pour tout t).
Dans le cas ou E(x) = vect(V(z)) pour un champ de vecteur V, I'orbite de xg est donc I'image de
toute solution maximale z(t) de I'équation & = V' (z) prenant la valeur .

Le théoréme suivant, appelé théoreme de I'orbite de Sussman, généralise la propriété 4.13 a ce
cadre.

Théoreme 6.1. Supposons que E(x) est de dimension constante. Pour tout xo € M, il existe une
carte ¢ : (B* x B!, (0,0)) — (M, ), otr B¥ et B! sont des boules ouvertes centrées en 0 dans R*
et R!, ayant la propriété suivante :

¢ 1(X(20)) =B*x Z
ol Z est une partie dénombrable de B'.

On a alors E(xg) C dgo(RF x {0}), mais en général, ce n'est pas une égalité. La dimension k de
I'orbite peut étre supérieure a la dimension du champ E. Cette dimension k est constante le long de
chaque orbite par connexité, mais elle dépend de I'orbite.

Présentons maintenant un point de vue légerement différend. On considére une famille V' de
champs de vecteurs complets sur M, et on note G le groupe de difféomorphismes de M engendré par
les flots des éléments de V. Tout élément de G est donc de la forme

— At t1
g=®p 00

ol ¢! sont des flots d'éléments de V. Pour tout 2z € M, on note G(z) I'ensemble {g(z),g € G}. On
a la version suivante du théoreme précédent :

Théoréme 6.2. Pour tout x € X, il existe une carte ¢ : (B* x B!,(0,0)) — (M, ), ot B* et B!
sont des boules ouvertes centrées en 0 dans R* et R!, ayant la propriété suivante :

¢~ (G(2)) = B* x Z

oll Z est une partie dénombrable de B'. En particulier, pour tout V.€ V,t € B* et z € Z, on a
(6~ 1.V (t,2) C R* x {0}.

Le théoreme 6.2 implique le théoreme 6.1. En effet, si E(x) est un champ de sous espaces sur
M, on définit la famille Vg des champs de vecteurs de M a support compact tangents a E (c'est
a dire que V(x) C E(x) pour tout z). On note G le groupe de difféomorphismes de M engendré
par les flots des éléments de Vg. On constate que , pour tout © € M, on a Gg(z) C X(z), la
réunion des courbes C? tangentes 3 E et passant par . En utilisant le théoreme 6.2, montrons que
Gr(z) = X(x), ce qui donne le théoreme 6.1.

On doit montrer que toute courbe v :] — 1, 1[— M tangente a E est contenue dans une G-orbite.
Par un argument de connexité, il suffit de montrer que tout sg €] — 1, 1[ admet un voisinage sur lequel
~(s) € G((s0)). Posons xg = 7(sp) et considérons la paramétrisation ¢ donnée par le théoreme 6.2

appliqué au point . Soient X7, ..., X,, des champs de vecteurs sur B* x B! tels que les vecteurs
¢« X;(x) forment une base de F(x) pour x proche de xy. Comme la courbe ~ est tangente a E, il
existe des fonctions f1,..., f, de classe C! telles que

(@~ o) (s) = fils)Xi(¢7" 0 y(s))
au voisinage de sg. En définissant X (s, x) := > fi(s)X;(x), on constate que :

— La courbe 0(s) = ¢~ o est, localement au voisinage de sg, une solution de I'équation
différentielle 6(s) = X (s,0(s)).
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— Le champ de vecteurs dépendant du temps X (s, z) est tangent 3 B* x {0}.

— Le point 6(so) est contenu dans B* x {0}.
On conclut que la courbe (s) est, localement au voisinage de sg, contenue dans B* x {0}, et donc
que la courbe 7 est localement contenue dans G(zp). On a démontré que X (z) = Gg(x), et donc
déduit le théoréeme 6.1 du théoreme 6.2. 0

L'exemple suivant montre qu'il faut étre prudent dans les énoncés : On se donnne une fonction f
nulle sur (—oco,0] et positive sur ]0,00), et on considere la famille V de champs de vecteurs sur R?
formée par les deux champs Vi(z) = e; et Va(z) = f(x2)ea. L'espace vectoriel E(z) engendré par
ces deux champs est Re; si o < 0 et c'est R? si 25 > 0. Les G-orbites sont les droites horizontales
x2 = ¢,c < 0 et I'ouvert {x2 > 0}, ce sont des sous variétés. Cependant, I'ensemble X (0) des points
atteignables depuis I'origine par une courbe C! tangente 3 E est I'ensemble {z5 > 0}, il ne satisfait
pas la conclusion des énoncés ci-dessus, et n'est pas égal a G(0).

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.2. Soit W |'espace des champs de vecteurs de la forme
g:V,V €V ,geG. OnadoncV CW, mais il n'y a pas nécéssairement égalité.

Lemme 6.3. Les champs de vecteurs de W sont complets et leurs flots appartiennent 3 G.
DEMONSTRATION. Soit W = ¢,V un élément de W. Si ! est le flot de V/, alors le flot de W est

Pt = goplog™t. Cest donc un élément de G. O

Notons H(x) le sous-espace de T, M engendré par les vecteurs W (z), W € W. Les champs de
W et donc ceux de V, sont tangents a H. Notons que la dimension de H(x) n'est pas forcément
constante. Cependant :

Lemme 6.4. La dimension de H(x) est constante le long de chaque G-orbite.

DEMONSTRATION. Soient z et y deux points d'une méme G-orbite. |l existe g € G tel que y = g(z).
Soient W7, ... Wy une famille d'éléments de W telle que les vecteurs W;(z),1 < i < k forment une
base de H(x). Alors, les champs de vecteurs g.W; sont des éléments de W, qui forment une famille
libre au point y. On a donc dim H(y) > k = dim G(x). Par symétrie, dim H(y) = dim H (z). O

Fixons un point 79 € X, et considérons un plongement J : (B!,0) — (M, ) transverse 3
H(zg) (c'est a dire que dJo(R!) @ H(x) = T, M) d'une petite boule ouverte de R! dans M. On
considere des champs de vecteurs Wy, ..., Wy de W dont les évaluations en x( constituent une base
de H(zp). On note ¢! les flots associés. L'application

¢:R¥ x B' S (ty,...th, 2) —> i 0 0 it 0 J(2)

est un difféomorphisme local en (0, 0), car

0rd(0,2) « (S1,...,8) = ZSsz(J(z))

Quitte 3 restreindre B, on suppose donc que c’est un plongement de B* x B! dans M, ol B* est
une petite boule ouverte de R* centrée en 0.

Lemme 6.5. On a d,4(t,2) - R¥ C H(¢(t,z)) pour tout (t,z) € B¥ x B

DEMONSTRATION. On rappelle la formule 4 (gowt, (z)) = (9.V)(gop}, (2)) pour tout difféomorphisme
g et tout champ de vecteurs V. En posant g = ©}* o -0 @!i!", on a donc

B, d(t,2) = (9. Vi) (g o ol (g} 009l 0 J(2)) = (g.Vi)(e(t, 2)) C H(g(t,2))
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car g € G, donc g, V; C W, donc g.V;(¢(t, z)) C H(o(t, 2)). 0

Comme la dimension de H(x) est égale a k si z € G(xg) on en déduit :
Propriété 6.6. Pour tout x € G(z¢) N ¢(B* x BY), on a d(¢p~ 1), - H(x) = RF x {0}.
Chaque couche horizontale ¢(B* x {z}),2 € B! est contenue dans une G-orbite, donc :

Propriété 6.7. Pour tout x € M, I'ensemble ¢=1(G(z)) est une réunion de couches horizontales de
la forme B* x {z}.

On note Z la projections sur R! de ¢=1(G(x()), de sorte que
G(xo) N ¢(B* x B') = ¢(B* x 7).
Comme tout champ W € W est tangent a H on a:

Propriété 6.8. Pour tout champ W € W, les couches horizontales ¢(B* x {z}),2 € Z sont
localement préservées par le flot ©t;,. Plus précisément, pour tout x1 € ¢(B* x{z}), on a pw (t,y) C
#(B* x {z}) sur un voisinage de (0,71) dans R x ¢(B* x {z}).

Il reste 3 démontrer que Z est dénombrable. Pour ceci, on considére |'ensemble C des courbes C?

de la forme
Ys) =g o0l (a)

ol z est un point de M, ol ¢! sont des flots d’éléments de W et oli 7;(s) sont des fonctions C2. Si
~ € C, on déduit de la propriété 6.8 que le second facteur w3 0 ¢! o v est localement constant sur
son domaine de définition v~ 1(4(B* x 2)).

On munit X de la distance géométrique §(x, y) définie comme I'infimum des longueurs des courbes
de C joignant & a y. On démontre que c’est une distance exactement comme pour la distance
géométrique sur une sous variété plongée.

Lemme 6.9. Pour tout z € Z, I'application
¢= 1 BY 3y ¢(y.2) € (X,0),
est un homéomorphisme sur son image ¢(B* x {z}), qui est un ouvert de (X, ).

On déduit de ce lemme que (X, §) est localement compact. Comme deux points de X sont reliés
par une courbe de C, et qu'une telle courbe est continue pour la distance ¢, 'espace métrique (X, 9)
est connexe. L'espace métrique (X, ) étant connexe et localement compact, il est séparable (voir la
section 7 ci-dessous pour la démonstration de ce résultat). Finalement, les ouverts ¢(B* x {z}),z € Z
de (X, 9) étant disjoints, Z est dénombrable.

DEMONSTRATION DU LEMME 6.9. On fixe z € Z et on pose U = ¢(B* x {z}), c’est un disque
plongé dans R”. Soit 07 la distance géométrique sur U, on a

dou=26=>d

ol d est la distance Euclidienne de RP. L'inégalité 5y > § découle de I'observation que toute courbe
C! sur U est dans C. La proposition 5.3 implique que &y et d (et donc aussi &) engendrent la méme
topologie sur U. Comme I'application ¢, est un homéomorphisme a valeurs dans (U,d), c'est un
homéomorphisme a valeurs dans (U, §).

Il reste a démontrer que U est un ouvert de (X, d). Pour tout zg = ¢(yg, 2) € U, il existe R > 0
tel que B*(yo, R) C B* et il existe r > 0 et tel que

Bs(z0,7) NU C ¢(B*(yo, R/2))
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ol Bs est la boule de X pour la distance 4. Soit y(¢) : [0,1] — X une courbe de C telle que
7(0) = z¢ et qui n'est pas contenue dans U. Soit ¢y > 0 le premier temps de sortie de ¢(B*(yo, R/2)),
to = inf{t € [0,1],7(t) ¢ &(B*(yo, R/2))}. Le point (o) appartient 3 ¢(0B*(yy, R/2)), ol
OB*(yo, R/2) est la sphere de rayon R/2, donc il n’appartient pas & Bs(xo,7). La longueur de ~y est
minorée par la longueur de la courbe (g 4,], donc par r. On conclut que toute courbe de C issue de
xo qui sort de U est de longueur au moins 7, et donc que Bs(zg,r) C U. O

6.2 Cas des feuilletages

On dit que le champ de sous espaces E(x) engendre un feuilletage (ou qu'il est intégrable) si elle
admet la propriété de redressement suivante :

Pour tout = € M, il existe une carte ¢ : (B¥ x B!,0) — (M, ), ou B* et B! sont des boules
ouvertes centrées en 0 dans R* et R/, telle que

E(¢(y)) = doy(R* x {0})

pour tout y € B¥ x B!

Le théoreme de redressement des champs de vecteurs affirme que les champs de droites (champs
de sous espaces de dimension 1) engendrent toutes des feuilletage, on verra que ce n'est pas le cas
en dimension supérieure.

Etant donné un point & € M, on appelle feuille de = I'ensemble X des points qui peuvent étre
reliés a x par une courbe tangente a la distribution. La derniére étape de la preuve du Théoreme 6.2
permet de montrer, dans le cas d'un feuilletage :

Proposition 6.10. Pour tout x € X, il existe une carte ¢ : (B? x B',0) — (M,x) , ot B* et B!
sont des boules ouvertes centrées en 0 dans R? et R, ayant les propriétés suivantes :

— ¢ redresse E, c'est 4 dire que E(¢(y)) = do,(R? x {0}) pour tout y € B x B!,

— ¢ Y (X)=B*xZ
ol Z est une partie dénombrable de B'.

La différence par rapport a I'énoncé général du théoreme de I'orbite est que la dimension d de X
est bien celle des sous-espaces.

7 Espaces métriques localement compacts

On décrit quelques propriétés des espaces métriques localement compacts qui donneront le contexte
topologique des variétés de dimension finie. Une suite exhaustive de compacts dans X est une suite
K; de parties compactes de X qui recouvrent X, et telles que K; est contenu dans l'intérieur de
Ki+1.

Proposition 7.1. Soit X un espace métrique localement compact. Si X est connexe ou séparable,
alors X admet une suite exhaustive de compacts.

DEMONSTRATION. Pour chaque point € X, on définit le réel r(x) comme le suprémum des rayons
r tels que la boule fermée B(x,r) est compacte. Si il existe un point z tel que r(z) = +o0, alors on
pose K; = B(z,1).

Sinon, r(z) prend des valeurs réelles strictement positives (car X est localement compacte). Pour
tous x et y, la boule B(y, r) est contenue dans la boule B(z,r+d(x,y)), donc r(y) < r(x)+d(x,y).
La fonction 7 est donc 1-Lipschitz, donc continue.
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A tout compact K, on associe la réunion K’ des boules fermées B(xz,r(x)/2) centrées sur K.
Montrons que K’ est compact. Pour ceci on considére une suite x,, de points de K’. Chaque point
Zn est dans une boule B(y,,7(y.)/2), avec y, € K. Comme K est compact, on peut supposer
en prenant une sous-suite que y, a une limite y dans K. Comme r est continue, on peut de plus
supposer que (y,) < 3r(y)/4 pour tout n et donc que x,, est dans la boule compact B(y, 3r(y)/4)
pour n assez grand. La suite z,, admet donc une sous-suite convergente.

La réunion des boules ouvertes B(z,7(x)/2),2 € K est un ouvert contenu dans K et contenant
K, donc K est contenu dans I'intérieur de K'.

PREUVE DANS LE CAS CONNEXE : On construit maintenant la suite de compacts suivante : On
prend n'importe quel compact K7 non vide (par exemple un point), et on pose K,;11 = (K;)'.

Pour montrer que c'est une suite exhaustive de compacts, il suffit de montrer que la réunion U
des K; est égale a X. Comme U est la réunion des intérieurs des K;, c'est un ouvert. Montrons
maintenant qu'elle est fermée, et donc égale a X par connexité.

Considérons une suite x,, € U telle que x,, — x dans X. Choisissons n assez grand pour que
r(zy) > r(x)/2 et d(xy, z) < r(xz)/4. Comme z,, € U, il existe i tel que z,, € K, et donc

x € B(zp,r(x)/4) C B(wp,r(1,)/2) C K] = Ki11

PREUVE DANS LE CAS SEPARABLE : On considére une suite dense x;, et on fait comme ci-
dessus, mais en posant K; 1 = (K;) U {x;y1}. Comme B(z;,r(z;)/2) C K;, on vérifie facilement
que UKi = X. O

Corollary 7.2. Tout espace métrique localement compact et connexe est séparable.

Ceci découle immédiatement de I'existence d'une suite exhaustive de compacts. On rappelle qu'une
application f entre espaces topologiques est dite propre si la preimage par f de tout compact est
compacte.

Corollary 7.3. Si X est un espace métrique localement compact séparable, alors il existe une fonction
continue et propre f : X — [0, 00).

L'existence d'une fonction positive propre implique celle d'une suite exhaustive de compacts, il
suffit de prendre K; = {f < i}.
DEMONSTRATION. Soit K; une suite exhaustive de compacts. Posons a; = d(K;, K, ), c'est un réel
strictement positif. On considere la fonction f(z) := ;5 d(K*,z)/a;. La somme est localement
finie, donc la fonction f est bien définie, et elle est continue. Si x n'est pas dans K1, alors
d(z, K;) > d(K$,,, K;) pour tout 7, donc f(x) > j.

Autrement dit, le fermé {f < j} est contenu dans K, il est donc compact. O

Corollary 7.4. Si (X,d) est un espace métrique séparable localement compact, alors il est muni
d'une distance compléte D qui engendre la méme topologie que d.

DEMONSTRATION. Soit f une fonction propre et positive sur X. On pose D(z,y) = d(z,y)+|f(y) —
f(@)], on vérifie facilement que c'est une distance. Comme D > d, la topologie engendrée par D
est plus forte que celle de d. Réciproquement, si z,, — z dans (X, d), alors, par continuité de f,
D(z,,x) — 0. On conclut donc que les deux distances engendrent la méme topologie.

Si x,, est une suite de Cauchy pour D, alors la suite f(x,) est bornée. La suite x, est donc
contenue dans une partie compacte de X, et donc elle converge. 0

37



Corollary 7.5. Le compactifié d’Alexandroff d’'un espace métrique localement compact séparable
(X,d) est métrisable.

DEMONSTRATION. Posons X = X U {oo}. On considére une fonction propre positive f sur X, et
on pose g =1 — arctan f, qui est une fonction propre de X dans ]0, 1]. On pose alors

D(x,y) = min (d(z,y) + 9(y) — g9(x)], 9(z) + g(v)).

On vérifie facilement que |g(y) — g(z)| < D(z,y). Vérifions maintenant I'inégalité triangulaire pour
D. On consideére trois points x,y, z dans X.
Dans le cas ot D(x,y) = d(z,y) +19(y) — g(x)| et D(z,y) = d(z,y) + |9(z) — g(z)|, on a

D(x,y) <d(z,2) +[g(z) — g(z)| < D(z,y) + D(y, 2).
Dans le cas ot D(x,y) = g(y) + g(z) et D(y, z) = g(z) + g(x), I'inégalité

D(z,z) < g() +g(2) < D(x,y) + D(y, 2)

est évidente.
Dans le cas ot D(x,y) = d(z,y) +[9(y) — g(z)| et D(y,z) = g(y) + g(2), alors

D(z,2) < g(2) + g(x) < g(2) + g(y) + D(z,y) = D(y, 2) + D(z,y).

Nous avons vérifié I'inégalité triangulaire pour D, qui est donc une distance sur X. On vérifie fa-
cilement que D et d ont les mémes suites convergentes. On définit alors dsur X par d = D sur
X x X, R .

d(xz,00) = d(o0,z) = g(z) Ve X,

et bien sur d(oo, 0c0) = 0. Vérifions I'inégalité triangulaire. Comme D est une distance sur X, il suffit
de constater que

d(z,y) = D(z,y) < g(z) + g(y) = d(z, 00) + d(c0,y)
et
d(z,00) = g(z) < gly) + D(x,y) = d(y, 00) + d(z,y)

pour tous z et y dans X. |l est facile de vérifier directement que (X, d) est compact. En effet, si x,
est une suite de X, ou bien liminf g(x,) = 0, et x,, admet une sous-suite qui converge vers oo, ou
bien liminf g(x,,) > 0, et x,, est contenue dans un compact de X. 0

Une partition de I'unité localement finie est une famille f, : X — [0, 1] de fonctions continues
qui ont la propriété que, pour tout x € X, il existe un voisinage V de x et une famille finie A
d’'indices tels que toutes les fonctions f,,a ¢ A sont identiquement nulles sur V, et qui de plus
vérifient > fo(x) =1 pour tout z, (la somme n'implique qu'un nombre fini de termes non nuls en
chaque point z au vu du caractére localement fini). La partition finie (f,) est dite subordonnée au
recouvrement ouvert (U, ) si le support de f, est contenu dans U, pour tout «. On dit qu'un espace
topologique admet des partitions de |'unité si on peut subordonner une partition localement finie a
tout recouvrement ouvert.

Proposition 7.6. Soit X un espace métrique séparable localement compact. Alors X admet des
partitions de I'unité, c'est a dire que, pour tout recouvrement ouvert de X, il existe une partition de
I'unité localement finie subordonnée a ce recouvrement.
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DEMONSTRATION. Soit (U,,« € A) un recouvrement ouvert de X, et K; une suite exhaustive de
compacts. On recouvre K par un nombre fini de boules ouvertes dont les adhérences sont contenues
dans l'un des ouverts U, et dans K3. On appelle By cette famille de boules ouvertes. Pour tout
1 > 3, on recouvre le compact K; 1 — Kl par une famille finie B;;1 de boules ouvertes dont les
adhérences sont contenues dans |'un des ouverts de U{ et dans |'ouvert I%i+2 — K;_1. A chacune des
boules ouvertes B de la famille B = U;»28;, on associe une fonction continue fp : X — [0,00)
qui est strictement positive sur la boule et nulle en dehors. La famille f est localement finie puisque
les fonctions fp, B € U;»;4+1B; sont nulles sur K;. La somme f = ZBGB fB est donc une fonction
continue a valeurs strictement positives. Les fonctions g := fp/f forment alors une partition de
I'unité localement finie, qui est subordonnée a Uf.

Les fonctions gp := fp/f forment alors une partition de I'unité localement finie, dont chacune des
fonctions est a support dans I'un des ouverts U,,. Choisissons maintenant une fonction a(B) : B — A
qui, & chaque boule B € B, associe un indice a(B) € A tel que B € Ua()- Pour tout a € A, on
définit la fonction h,, := ZBEG_l(a) gp. Cette somme est localement finie et définit donc une fonction
continue. La famille (h,,) est une partition de I'unité localement finie de X. Vérifions que |'ouvert U,
contient le support de f,. Pour = & U, il existe un voisinage V' de x qui n'intersecte qu'un nombre
fini des boules B. On peut de plus supposer en restreignant V' que chacune de ces boules contient x
dans son adhérence, et donc qu'aucune de ces boules n'est contenue dans U,. Pour chacune de ces
boules, on a donc a(B) # «, ce qui implique que h, est nulle sur V. 0

En fait, tout espace métrique admet des partitions de I'unité, mais c'est un peu plus difficile a
montrer.

Corollary 7.7. Tout espace métrique localement compact et localement connexe (c’est le cas des
variétés topologiques) admet des partitions de I'unité.

DEMONSTRATION. Soit (Xj3) les composantes connexes de X (elles sont ouvertes, et elles connexes
donc séparables), et soit (U,) un recouvrement ouvert de X. On considére une partition de I'unité
fap adaptée au recouvrement ouvert (U, N Xj) et on note f, la fonction 35 fap, C'est a dire la
fonction dont la restriction a X3 est égale a f,g. C'est une partition de I'unité de X. O

Un espace topologique est dit paracompact si il est séparé et si tout recouvrement ouvert admet
un sous recouvrement localement fini. Il est (presque) évident qu'un espace qui admet des partitions
de I'unité est paracompact. Réciproquement, il est classique en topologie (depuis Bourbaki) que tout
espace paracompact admet des partitions de I'unité. Démontrons la variante qui nous sera utile.

Proposition 7.8. Soit M un espace paracompact et soit F un sous espace vectoriel de C(M,R)
qui est stable par somme localement finie et par quotient (par un élément de F ne s'annulant pas),
et qui a la propriété que, pour tout ouvert U de M et tout point x € U, il existe f € F, a valeurs
positives, a support dans U, et strictement positive en x. L'espace M admet alors des partitions de
I'unité composées de fonctions de F.

On utilisera ce résultat dans le cas ou M est une variété et ol F est un I'ensemble des fonctions
C* sur M. Dans le cas général d'un espace paracompact M, il n'est pas évident que I'espace F =
C°(M,R) vérifie les hypothese ci-dessus, mais c'est vrai (tout espace paracompact est normal).
DEMONSTRATION. Soit (U,) un recouvrement ouvert de M. Il existe une famille fg,5 € B de
fonctions de F a valeurs positives, subordonnée au recouvrement U, (c'est a dire que pour tout
il existe « tel que fg est a support dans U, ) et telle que pour tout z il existe 5 tel que fz(z) > 0.
Comme M est paracompact, on peut extraire un sous recouvrement localement fini B’ C B du
recouvrement ouvert {fg > 0}, 3 € B. La somme s(x) = 35 p/ f3() est localement finie, donc
elle définit une fonction s continue et strictement positive. La famille f3/s, 8 € B’ est une partition
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de I'unité dont chaque fonction est a support dans un des ouverts U,. On se raméne a une partition
de I'unité subordonnée a U, comme dans la derniere étape de la preuve de la Proposition 7.6. 0

8 \Variétés
8.1 Premiére définition

Soit M un espace métrique. On dit que M est une variété topologique de dimension d si il est
localement homéomorphe 3 R%. On appelle carte topologique de M tout homéomorphisme entre un
ouvert U de M et un ouvert V de R%.

Une famille U, — V,,a € A de cartes de M est un atlas C" si les applications

$o © ¢§1 : (bﬁ(Ua N Uﬁ) — ¢a(Ua N U,B)

sont C7 et si les domaines U, recouvrent M. Notons que les ensembles ¢, (U, NUpg) sont des ouverts
de V,,, donc de R<.

Définition 8.1. Une variété de classe C" est un espace métrique M munie d'un atlas C".

Les applications C*,k < r entre variétés C" sont les applications C* dans les cartes. Plus
précisément, si M et N sont deux variétés munie de leurs atlas (Uy, ¢o), @ € A et (Vg,93),5 € B,
I'application f : M — N est dite C* si Ygo fopy! est C* sur son domaine ¢, (U,) pour tous
a et 5. Comme (¢ ) et (103) sont des atlas, il suffit de vérifier que, pour tout z, il existe o € A et
B € B telsque x € Uy, f(x) € Vs, et hgo fo¢! est OF au voisinage de ¢q (7).

Nous appellerons carte C" de la variété M tout couple (U, ¢), ol ¢ est un plongement différentiable
dans R?. L'ensemble des cartes C" est un atlas C” qui contient |'atlas initial de M.

Toute sous variété M de R” est naturellement munie d’'une structure de variété dont les cartes
sont les difféomorphismes entre des ouverts de M et des ouverts de R?.

Toute variété différentiable est localement compacte et localement connexe, donc paracompacte.
Elle admet des partitions de |'unité C'°°, ce qui découle de la proposition 7.8 une fois qu'on a constaté
qu'il existe une fonction C> sur R¢ qui est positive sur la boule unité et nulle en dehors.

Exercice 8.1. — Montrer que la fonction t — e='/* (étendue par 0 en 0) est C>°.
— Montrer que la fonction qui vaut f(t) = =9 (1=0"" syr]1,2[ et 0 en dehors est C>.
— En posant g(t) la primitive de f qui vaut 0 en t = 2, montrer que la fonction x — g(|x|/2)
est C* sur RY, positive sur la boule unité, et nulle en dehors.

Les partitions de I'unité permettent de montrer :

Propriété 8.2. Soit f : M — R une fonction (sans régularité) localement majorée sur la variété
M. Alors il existe une fonction g de classe C*° telle que g > f.

DEMONSTRATION. Tout point z € M admet un voisinage ouvert U, sur lequel f est majorée par le
réel a, > 0. On considére une partition de I'unité localement finie (h.), de classe C'™°, adaptée au
recouvrement (U). On pose alors g =) _a.h.. 0

On peut ainsi améliorer la Proposition 7.4 :

Proposition 8.3. Sur toute variété séparable M, il existe une fonction propre a valeurs positives de
classe C*°.
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La séparabilité de M est ici une condition nécessaire.
DEMONSTRATION. On considére une suite exhaustive de compacts K; et la fonction f qui vaut i
sur K; — K;_1. On applique alors le résultat précédent pour trouver une fonction lisse g telle que
g =1+ 1 en dehors de K. 0O

8.2 Seconde définition

Soit M un ensemble (a priori sans structure) et soit ¢ : Uy, — Vu,a € A une famille d'appli-
cations bijectives, ol les U, sont des parties de M qui recouvrent M et les V,, des ouverts de RZ. On
dit que les applications ¢, forment un atlas C" si chacun des ensembles ¢, (U, N Up), (o, B) € A?
est un ouvert de R et si chacune des applications

ppody 1R D ¢o(Us NUs) — RY
est C".
Définition 8.4. Une pré-variété de classe C" est un ensemble M muni d’un atlas C".

Il existe alors une unique topologie sur M telle que les applications ¢, sont des homéomor-
phismes, c'est la topologie dont les ouverts sont les parties U de M telles que ¢(U NU,) est ouvert
(dans R%) pour tout a.

On remarque que les domaines U, sont des ouverts pour cette topologie. De plus, si V' est un
ouvert de R?, alors I'ensemble ¢ 1 (V) est ouvert pour tout a. En effet, pour tout (3,

$5(0a" (V) = (dp 0 02" ) (V N ¢a(Us NUp))

est ouvert puisque ¢z o ¢! est un difféomorphisme. Les applications ¢, sont donc continues. La

continuité des applications réciproques est claire.
La topologie de M associée a |'atlas ¢, est séparée, mais elle n'est pas nécessairement métrisable.

Propriété 8.5. Une variété (C" ) est une pré-variété (C™ ) dont la topologie sous-jacente est métrisable.

La littérature utilise souvent le terme variété pour ce que nous avons appelé pré-variété. La
proposition 7.8 implique que toute pré-variété paracompacte admet des partitions de I'unité C™°.

Proposition 8.6. Toute pré-variété paracompacte est une variété.

8.3 Plongement
On montre ici que la notion de variété n’est pas vraiment plus générale que la notion de sous
variété :

Théoreme 8.7 (Whitney). Pour toute variété C>° séparable M, il existe un plongement F' : M —
R24+1 de classe C*, dont la premiére composante est propre. Son image F(M) est donc une sous
variété fermée de R24+1 difféomorphe 3 M.

L'hypothése de séparabilité est bien siir nécessaire. On rappelle que toute variété connexe est
séparable. On rappelle aussi que, si la premiére composante de F est propre, alors I est propre.

Lemme 8.8. Soit M une variété de dimension d admettant un atlas fini. Alors il existe D € N et un
plongement v : M — RP.
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DEMONSTRATION. Soient ¢; : U; — R%, 1 < i < k un atlas fini de M. Les ouverts U; recouvrent
donc M et les applications ¢; sont des plongements. Soit f; une partition de |'unité subordonnée
au recouvrement ouvert U;. Les fonctions f; sont a support dans U;. L'application f;¢; peut donc
s'étendre en une application C” sur tout M, valant 0 en dehors de U;. L'application

F:M>z+— (fl(l‘), fi@)o1(x), fa(x), fa(x)p2(x), ... fr(x), fk($)¢k($)) c Rk(d+1)

est alors une immersion injective. En effet, si F(z) = F(y), alors f;(z) = fi(y) pour tout i. En

choisissant un indice i tel que f;(z) # 0 (et donc « € U; et y € U;) on déduit alors de I'égalité

fi(@)gi(x) = fi(x)p;(x) que ¢;(x) = ¢;(y) et donc que = =y puisque ¢, est injective sur U;.
Pour montrer que F' est une immersion, on calcule

dF, - v = (dfiz - v, 01(2)df1o - v + f1(2)drs - v, . .. O (@)dfke - v + fr(2)ddpg - v.

Si v est dans le noyau de cette application linéaire, alors df;,-v = 0 pour tout 4, donc f;(z)d;,-v = 0.
En choisissant ¢ tel que f;(z) > 0, on conclut que d¢;, - v = 0, et, comme ¢; est une immersion en
z, que v = 0.

Finalement, on considére une fonction propre f € C°°(M,R). L'application ¢» = (f, F) est une
immersion injective car F' |'est, et elle est propre car f I'est. C'est donc un plongement. 0

Lemme 8.9. Soit M une sous variété de R”, de dimension d. Alors I'ensemble des applications
linéaires L € L(R"™,R*"*1) telles que L|y; est une immersion injective est dense dans L(R", R?¥+1).

En conséquence, Toute variété de dimension d admettant un atlas fini admet une immersion
injective 3 valeurs dans R24+1,
DEMONSTRATION. Soit M C TM I'ouvert constitué des points (x,v) € TM tels que v # 0.
L'application
e:TM x LR",R**1Y) 5 (z,0,L) — L -v € R

est une submersion. En effet on a Orey .1 - £ = £ - v. Comme v # 0 I'application linéaire
Oresvr s LR R 50— .y € R2IH!

est surjective. On en déduit que e~ 1(0) est une sous variété de codimension 2d + 1 de TM x
L(R™,R?4+1) donc de dimension n(2d + 1) — 1. Le cas facile du théoréme de Sard implique que la
projection Xy de e~1(0) sur le facteur L(R", R?%1) est de mesure nulle. Une application linéaire L
est dans X1 si et seulement si il existe un point (z,v) € TM tel que d(Lo f),-v =0, c'est a dire si
et seulement si L o f n'est pas une immersion.

Soit M2 C M? I'ouvert constitué des couples (z,y) tels que = # y. Considérons |'application

h: M? x L(R",R*) 5 (z,y, L) — L(f(y) — f(x)) € R*H,

qui est une submersion. En effet, pour tout (z,y) € M2, on a f(y) # f(x) puisque f est injective.
L'application dph : £ — £(f(y) — f(x)) est donc surjective. La préimage h~1(0) est donc une sous
variété de dimension n(2d + 1) — 1, et sa projection ¥ sur le facteur £L(R" , R?¢+1) est de mesure
nulle. Or X5 est précisément |'ensemble des applications L telles que L o f n’est pas injective.
L'ensemble X1 U X5 est de mesure nulle, et, pour tout L est dans son complémentaire, L o f est
une immersion injective. O
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Exercice 8.2. Soit M une sous variété de dimension d. Montrer qu’il existe une immersion de M dans
R2?. On peut pour ceci considérer la restriction de I'application e apparaissant dans la démonstration
du Lemme 8.9 a la sous variété

STM = {(z,v) € TM,|v] = 1}.

Lemme 8.10. Soit M une variété et f une fonction propre sur M. Alors il existe un plongement
F : M — R**3 dont la premiére composante est égale 3 f.

DEMONSTRATION. Considérons une partition de I'unité g; de R subordonnée au recouvrement i, +
2[,i € Z. Soit U; I'ouvert f=1(Ji,i + 2[). Comme U; est relativement compacte, c’est une variété
admettant un atlas fini, et donc un plongement 1; dans R2?*1. On prolonge I'application (g; o f);
par 0 en dehors de U;. L'application (dans lequelle les sommes se réduisent a un seul terme pour
chaque x)

F:z r—> Zgzz o f(x)a(x Zgzl+1 o f(x 77/121+1(I))

est un plongement. Comme la premiere composant de F' est une fonction propre, F' est propre et
il suffit de montrer que c'est une immersion injective. Si F'(x) = F(y), alors f(x) = f(y). Il existe
alors au plus deux entiers i tels que g; o f(x) > 0, I'un est pair, on I'écrit I'autre impair.

Supposons qu'il existe un entier pair i = 2k tel que goi, o f(x) > 0, cet entier est alors unique, et
on a

g2k © f(z) Yo (x ZQQl o f(x)paulz ZQQZ o f(W)¥a(y) = gar o f(y) 2k (y)

donc 9o () = 12r(y), ce qui implique que 2 = y. Si il n'existe pas d'entier pair tel que g;o f(x) > 0,
alors il existe un unique entier impair tel que g; o f(x) > 0, ce cas se traite de la méme fagon.
Pour montrer que F' est une immersion, on calcule

dF, v =(dfy - v, Y (Yar(@)d(gar © [)a + ga1 0 f(@)dihty - v,
l

Z(¢21+1(9C)d(92l+1 o f)a + gary1 © f(@)dpars1)z - v).-

l

Si v est dans le noyau de cette application linéaire, alors df, - v = 0, donc d(g; o f), - v = 0 pour
tout 7. Alors, pour tout i tel que g; o f(x) > 0, on a di;(x) - v = 0, ce qui implique que v =0.

PREUVE DU THEOREME DE WHITNEY. On considére le plongement F' = (f,g) de M dans
R x R*¥*2 donné par le Lemme précédent, oli f est une fonction propre. Soit ¢ : R*+2 — p4d+2
(Ia boule unité ouverte) une difféomorphisme. Alors (f, ¢og) est un plongement de M dans R x R44+2,
Au vu du lemme 8.9, il existe une application linéaire L € L£(R*¥*3 R24+2) dont le coefficient L,
est non nul, et telle que Lo (f,g) est une immersion injective. La premiére composante de Lo (f,g)
s'ecrit L11f + 1o g, ou [ est une forme linéaire sur R*4+2 Comme la fonction [ o g est bornée, la
fonction L11 f + 1 o g est propre. L'application L o (f, g) est donc un plongement. 0

8.4 Feuilles

Soit M une sous variété de RP et X une partie connexe de M qui satisfait la conclusion du
théoreme de I'orbite :
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Pour tout = € X, il existe un plongement ¢ : (B* x B!, (0,0)) — (M, z), ou B* et B sont des
boules ouvertes centrées en 0 dans R* et R, ayant la propriété suivante :

p Y (X)=B*xZ

ol Z est une partie dénombrable de B!. L'ensemble X est alors connexe par arcs C, cela se démontre
exactement comme pour les sous variétés. On munit X de la distance géométrique §(z,z’) définie
comme I'infimum des longueurs des courbes de X joignant x a z’. On peut alors munir 'ensemble
X d'une structure intrinséque de variété :

Proposition 8.11. // existe une variété connexe N et une immersion J : N — M dont X est I'image.
L’immersion .J est un homéomorphisme de N dans (X, ). Si N est une autre variété qui admet une
immersion injective J : N — M d'image X, alors il existe un difféomorphisme g : N — N tel que
J=Jog.

L'ensemble X est une sous variété de M si et seulement si J est un plongement.
DEMONSTRATION. On appelle paramétrisation locale de M adaptée 3 X en z tout plongement
¢ : (B¥ x B',(0,0)) — (M, ) tel que ¢~1(X) = B* x Z avec Z dénombrable. On appelle carte
locale adapté a X en x I'inverse d'une paramétrisation locale adaptée a8 X en x. On a montré dans le
lemme 6.9 que toute paramétrisation locale adaptée a x induit, pour tout z € Z, une homéomorphisme
de B¥ x {z} sur son image (munie de la distance 9).

Etudions d’abord I'unicité. Si J : N —» M est une immersion injective d'image X, si Y est une
variété, et si f : Y — M est une application différentiable a valeurs dans X, alors I'application f se
factorise par J, c'est a dire qu'il existe une application différentiable g : Y — N telle que f = Jog.

L'existence (et I'unicité) de I'application g découle de l'injectivité de J. Pour montrer que g est
différentiable, on considere un point yo € Y et son image 2o = f(yo) € X. On considére alors une
carte adaptée ¢ = (¢1, ¢2) de M en 5. Comme f est a valeurs dans X, I'application ¢o f est a valeurs
dans B* x Z. Comme les composantes connexes de Z sont ses points, la seconde composante de ¢o f
est nulle au voisinage de 2o, c'est a dire que ¢o f prend ses valeurs dans R* x {0}. La méme remarque
s'applique a I'application J : N — M, et I'application ¢o.J : (N, J~1(x)) — (R¥ x{0},0) est une
immersion donc un difféomorphisme local, c'est a dire une carte de N. Dans cette carte, I'application
g s'écrit (po J)og=¢o f, qui est différentiable.

On peut donc factoriser J = J o g. Si J est aussi une immersion injective d'image X, on a aussi,
réciproquement, que g~ ! est différentiable, g est alors un difféomorphisme.

Si J est un plongement, alors son image X = J(N) est une sous-variété, comme nous |'avons
déja démontré. Réciproquement, si X est une sous-variété, le résultat d’unicité implique que toute
immersion injective d'image X est un plongement.

Comme toute courbe x(t) de classe C! se factorise par .J, on conclut de la connexité par arcs C!
de X que IV est connexe.

Venons-en a |'existence. Pour toute paramétrisation locale de M, on définit I'ensemble Uy :=
¢~ 1(B* x {0}) C X. Les applications ¢ : Us — B* x {0} ~ B*, ol ¢ est une carte de
M adaptée a X, forment un atlas de X. En effet, si ¢ et 1 sont deux cartes de M adaptées a
X, alors ¢! est un plongement de B* dans M. L'application ¢ o 1)~! est définie sur I'ouvert
W = 1p(dom ¢ Ndom ¢) N (B* x {0}). Son second facteur est localement constant donc le domaine
de ¢ o p~! est un ouvert de W, sur lequel I'application ¢ o 9~! coincide avec ¢ o 9~ et est donc
différentiable. 0

8.5 Quotients

Soit G un sous groupe de GI,,(R) qui en est aussi une sous variété. Une action de G sur une
variété M est une application a : G x M — M, de classe C, telle que a;q = Id et telle que
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ag oap = agp, pour tous g et h de G, ol a4 est I'appliction z — a(g, z). L'application g — a, est
alors un morphisme du groupe G dans le groupe des difféomorphismes de M. On appelle orbite de x
I'ensemble a(G, z) = a,(G).

On dit que I'action a est libre si I'application a,, : g — a(g, x) est injective pour tout € M.

On dit que I'action a est propre si I'application (g,x) — (a(g,x),x) est propre. De maniere
€quivalente, I'action a est propre si, pour tout compact K de M, I'appliction a|gx i est propre.

En particulier, si G est compact, toute action de GG est propre.

Exercice 8.3. Montrer que Z" est isomorphe a un sous-groupe de Gl,(R) qui est une sous-variété
de dimension 0. Montrer que I'action de Z™ sur R™ par translations est propre.

Exercice 8.4. Montrer qu’'une action a est propre si et seulement si, pour tout K € M, I'ensemble
des g € G tels que a,(K) N K # () est compact.

Commencgons par une remarque générale sur les actions de groupe.

Proposition 8.12. Soit a une action différentiable de G sur M. Pour tout x € M, I'application a,
est de rang constant sur G, et le sous groupe isotrope I, := a,(x) est une sous variété fermée de
G de dimension dg — k ou k est le rang de da.

DEMONSTRATION. En dérivant par rapport a h en h = Id I'expression a(gh,z) = a(g,a(h,x)), on
obtient I'égalité dya(g, x) o dry(Id) = dya(g,x) o dga(Id,x) ou 14 est la multiplication a droite par
g, qui est un difffomorphisme. Comme 9,a(g,x) est un isomorphisme, on conclut que le rang de
d(ag)g = 04a(g, x) est égal au rang de d(ay)rq = 9ga(ld, )

Le théoreme de forme normale des applications de rang constant implique que I, est une sous
variété dont I'espace tangent en Id est le noyau de 9ya(ld, x). 0O

Le théoreme suivant permet notamment de munir le tore T™ = R™/Z™ d'une structure de variété
qui fait de la projection un difféomorphisme local. Il donne aussi un cadre théorique contenant la
fibration de Hopf (dans le cas G = S = SOy (R)).

Théoreme 8.13. Soit a(g,x) une action libre et propre du groupe G sur une variété M. Alors il
existe une variété N de dimension dy; — dg et une submersion m : M — N ayant la propriété
suivante :
Tout point zy € N admet un voisinage U et un difféomorphisme ¢ = (m,0) : =1 (U) — U x G
vérifiant
Yoa(g,x) = (n(z),90(x))
pour tout (g,x) € G x 7~ *(U). On dit que m : M — N est un fibré principal de groupe G.

Dans le cas ou G est une groupe discret (c'est a dire muni de la topologie discéte), I'hypothese
que G est un sous-groupe de Gi,,(R) est inutile.

La submersion m n'est pas forcément propre (sauf si G est compact), c'est malgré tout une
fibration.
DEMONSTRATION. Pour tout & € M, I'application a, est un plongement propre de G dans M. En
effet, elle est propre en raison de la propreté de |'action a, et c’est une immersion en raison de la
liberté de I'action, au vu de la proposition 8.12 (elle est de rang constant égal a d¢). L'orbite du
point x est donc une sous variété fermée. En fait, on a :

Lemme 8.14. Pour tout xo € X, il existe un disque plongé D centré en x( et tel que I'action a
induit un plongement (c’est a dire un difféomorphisme sur son image) de G x D dans M.
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DEMONSTRATION. Soit d¢ la dimension de G, dj la dimension de M, et d =: dj; —d¢. Considérons
une immersion locale ¢ : (R?0) — (M, zq) telle que I'image de d¢o est un supplémentaire de
I'image de d,a(Id,z). L'application A : GxRY 3 (g,y) — a(g, #(y)) est alors un difféomorphisme
local en (Id,0). Il existe donc une boule ouverte B%(0,r) et un voisinage ouvert U de Id dans G tels
que A est un plongement (c’est a dire un difféomorphisme sur son image) sur B4(0,7) x U.

Montrons que A est un difféomorphisme local en chaque point de G x B%(0,7). On a en effet
A(gh,x) = ag(A(h,x)), et, en différenciant par rapport a (h,z) en h = Id, on obtient

dA(g,:E) : (gw7v) = d(ag)¢(z) o dA(Id,m) . (w,v).

Comme A est un difféomorphisme local en (Id,x) c'est un difféomorphisme locale en (g, x).
Montrons finalement que A peut &tre rendu injective en réduisant la boule B¢. Si ce n’était
pas le cas, il existerait deux suite y,, et y/, tendant vers 0 dans B%(0,7) et des suites h,, # hl,
dans G telles que A(gn,yn) = A(gl,vy,). En notant x,, = ¢(yn),x,, = ¢(y.,), ceci implique que
xn = a(h,thl,x")), c'est a dire que x,, = a(gn,z),) avec g, € G, g,, # Id. Comme les suite x,, et
x}, restent dans un compact, la propreté de I'action implique que g,, reste dans un compact de G. On
peut donc supposer que g, converge vers un élément g de G. A la limite, on voit que 2o = a(g, zo)
et donc g = Id. A partir d'un certain rang, on a donc g,, € U et l'injectivité de A sur B4(0,r) x U
implique (si g, # Id) que a(gn,x),) = A(gn,y,,) # A(Id, y,) = T,, ce qui est une contradiction.
L'application A est un difféfomorphisme local injectif, et donc un difféomorphisme sur son image.
On pose alors D = ¢(B), et a(g,z) = A(g, ¢~ *(x)) est un difféomorphisme de G'x D sur on image.

Soit N I'ensemble des orbites, et 7 : M — N la projection naturelle qui, a un point, associe son
orbite. Traitons d'abord I'aspect métrique.

Lemme 8.15. Il existe une distance dg sur M, compatible avec sa topologie usuelle, qui est invariante
par l'action de G, c’est a dire que dg(a(g,x),a(g, ")) = dg(z,2") pour tout g € G.

DEMONSTRATION. On munit le compactifié d'Alexandroff de M d'une distance d compatible avec
la topologie de M, et I'on restreint cette distance a M. Elle a la propriété que d(x,,x.) — 0 si les
suites x,, et x), sortent de tout compact. On pose alors
dg(z,2") = maxd(a(g, z),a(g,z")).
geG

On vérifie facilement que dg est une distance. Montrons que le maximum est atteint. En effet, si g,
est une suite maximisante, alors I'une des suites a(g,, ) et a(gn,x’) admet une valeur d'adhérence
(sinon la distance d(a(gn, ), a(gn,x’)) tendrait vers 0) ce qui implique que g, admet une sous-suite
convergente en raison de la propreté de |I'action. Si g est la limite, on a dg(z, 2’) = d(a(g, z),a(g,z’)).

Montrons finalement que la topologie engendrée par d¢ est moins fine (et donc égale) a celle en-
gendrée par d. Supposons que d(x,,, 2) — 0 mais qu'il existe g,, € G tels que d(a(gn, ), a(gn, x)) >
b > 0 pour tout n. Alors I'un des suites a(gn,7,) ou a(gn,r) admet une valeur d'adhérence
dans M, donc g, aussi au vu de la propreté de I'action. On peut donc supposer que g, —> ¢
et alors, pour la distance d sur M, on a a(gn,zn) — a(g,z) et a(gn,z) — a(g,z) et donc
d(a(gn,Tn),a(gn,x)) —> 0, ce qui est une contradiction. 0

On munit N de la distance

da(y,y' )= inf da(zy)

dy(z,z') = inf
NET) = e e yren—1(a)

pour tout z € m!(z). Montrons que dy est bien une distance. Si dy(x,2’) = 0, alors pour tout
y € 7 1(x) il existe une suite y/, € 7~ 1(2') telle que dg(y,y),) — 0. Ceci implique que y est
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contenu dans la fermeture de 7~!(z’) et donc dans 7=!(2’). On a donc z = 2. Pour démontrer
I'inégalité triangulaire d(x,z') + d(2’,2") > d(z,2"), on fixe y' € 7~1(2'), et on écrit

d(z,2') +d(z',2") = ;r;f,(dc(y,y’) +da(y',y")) = inf da(y,y") = d(z,2"),

oll les infimums sont pris sur y € 7~ 1(x) et y” € 7~ !(2"). On remarque que la projection 7 :
(M,dg) — (N,dy) est 1-Lipschitz donc continue.

On munit N de I'atlas dont les paramétrisations locales sont les application mo¢, ot ¢ : B — M
est un plongement d’un boule ouverte B de R? dans M vérifiant la conclusion du lemme précédent,
c'est a dire tel que a induit un plongement de G x ¢(B) dans M. Ces applications sont injectives car si
deux points y et 3’ sont tels que To¢(y) = Tod(y’), alors il existe g € G tel que a(g, d(y)) = o(v'),
ce qui implique que ¢(y) = ¢(y') au vu de l'injectivité de a sur G x ¢(B), et donc que y = /.
L'ensemble a(G x ¢(B)) est une réunion d'orbite. Notons A5 le second facteur de A=, qui est
aussi I'application (7o ¢)~!ox. L'application ¢0A2_1 associe a tout point z € a(G X ¢(B)) I'unique
intersection de I'orbite de z avec le disque ¢(B). Elle est différentiable puisque A2_1 I'est.

Le lemme précédent montre que les images de ces paramétrisations locales recouvrent N.

Les applications 7 o ¢ sont continues car 7 I'est. Montrons que leurs inverses sont continues.
Si w, — x dans (N,dy), alors il existe une suite y, € 7 '(x,) qui tend vers le point y =
#(B) N w1 (). Comme I'application A" est différentiable, donc continue, on a z, — z dans B
oll z = (mo¢) !(x) et 2z, = (T o) !(z,). On a montré que chaque paramétrisation 7 o ¢ est un
homéomorphisme, on note ¢ I'homéomorphisme inverse (qui est donc une carte de N).

Chaque changement de carte ¢ o $~! est différentiable puisqu'il s'écrit Agl o ¢. Les cartes %)
constituent donc un atlas de NV et la munissent d'une structure de variété.

Pour toute carte ¢ : U — B de N associée comme ci-dessus a un plongement ¢ : B — M,
on considere le difféomorphisme

G x U3 (g,2) — alg, o p(2)) € m1(U).

Son inverse v satisfait les conclusions du théoreme. 0

Addendum 8.16. Sim: M — N est une application vérifiant les conclusions du théoréme, alors
toute application différentiable f : M — X (a valeurs dans une variété X ) invariante par I'action a
( c'est a dire que foay = f pour tout g € G) se factorise par 7, c'est a dire s'écrit f = f o7 avec
une application différentiable f N — X.

En particulier, I'application m : M — N est unique : Toute autre application 7@ : M — N
vérifiant le théoréme est de la forme @ = ¢ o w avec un difféomorphisme ¢.

DEMONSTRATION. Toute application f : M — X invariante par l'action a se factorise en f = form
oll f(y) est défini comme f(x) pour n'importe quel point 2 de 7~!(y). La valeur f(x) ne dépend
pas du choix de z au vu de l'invariance de f.

Comme 7 est une submersion surjective, la différentiabilité de f implique celle de f

Si @ : M —> N est une autre application satisfaisant les conclusions du théoreme, alors il existe
une application différentiable ¢ telle que 7 = ¢ o m, et réciproquement il existe une application
différentiable (b telle que T = o 7. On aalors # = pom = ¢ o do 7. Comme 7 est surjective, on
conclut que qS ¢ = Id, et de la méme fagon que ¢ o & = Id. Les application ¢ et qb sont donc des
difféomorphismes. 0O

Pour vérifier que se résultat s’applique a la fibration de Hopf, et plus généralement a tous les
champs de vecteurs dont toutes les orbites sont 1-périodiques, on utilise :
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Exercice 8.5. Soit V' un champ de vecteur sur une sous variété M dont toutes les orbites sont
périodiques de période (minimale) 1. Montrer qu'il existe une action libre a de S* sur M telle que

oy () = a(e®'™, ).

On dit que le groupe G agit librement proprement discontiniiment sur M si il agit par une
action libre a qui et propre pour la topologie discrete. Dans ce cas, la submersion 7 : M — N
est un difféfomorphisme local puisque les variétés M et N ont la méme dimension. C'est méme un
revétement :

Définition 8.17. L’application différentiable m : M — N est un revétement si tout yo € N, admet
un voisinage ouvert U ayant la propriété suivante : Il existe un ensemble au plus dénombrable discret
Z et un difféomorphisme ) : U x Z —s n~Y(U) qui commute avec les projections sur U.

Exercice 8.6. Montrer que tout difféomorphisme local propre est un revétement fini (c’est 3 dire que
Z est fini).

Soit H un sous-groupe de Gi,,(R) qui en est aussi une sous variété. Soit G un sous-groupe de H
qui est une sous variété fermée de H (en fait, le caractere fermé est automatique). On définit I'action
de G sur H par a(g,h) = hg~!. Cette action est propre (car G est fermé dans H). L'ensemble des
orbites de cette action est le quotient H/G, que le théoreme 8.13 munit d'une structure de varitété
telle que la projection canonique est une submersion.

Il'y a une action naturelle a droite de H sur H/G. En effet la composition A : mop: H x H —
H/G du produit et de la projection canonique est invariante par |'action du sous groupe {Id} x G
donnée par ((Id,g),(h,h')) — (h,h'g~') sur H x H, et donc se factorise en une application a de
(Hx H)/(Idx G)=H x (H/G) dans H/G. Cette application est une action de H sur H/G.

Réciproquement, soit M une variété munie d'une action transitive a(h, z) de H. On dit que |'action
est transitive si chaque orbite est égale a M, c'est a dire si chacune des applications a,, : H — M
est surjective. Alors, pour tout z € M le sous-groupe isotrope I, := a,!(x) est une sous variété
fermée de H, et I'application a, se factorise en a, = ¢pomw ot w : H — H/I, est la projection
canonique et ¢ : H/I, — M est un difféomorphisme. En effet, |'application a, est de rang dim M
au vu de la proposition 8.12, donc I'application ¢ aussi.

Plus généralement, si a est une action différentiable de H sur M et si x est un point de M, alors
I'application a, se factorise en ¢ o ot ¢ : H/I, — M est une immersion injective. Dans le cas
ou |'action a est propre, I'immersion injective ¢ |'est aussi, c'est donc un plongement. Chaque orbite
d'une action propre (pas nécessairement libre) est donc une sous variété.

Exercice 8.7. Montrer que I'orbite du point x, qui est I'image de I'immersion ¢, satisfait les conclu-
sions du théoréme de |'orbite méme lorsque I'action n'est pas propre.

Exercice 8.8. Expliquer les égalités G(k,n) = Lx(R*, R")/Gl1(R),
G(k,n) = L, x(R",R"*)/Gl,,_1(R), G(k,n) = O(n)/(O(k) x O(n — k)).

9 Espace tangent et crochet de Lie

9.1 Espaces tangents et champs de vecteurs.

Deux courbes v,% : (R,0) — (M, x) sont dites tangentes en 0 si les courbes ¢ oy et ¢ o7 ont
la méme dérivée en 0 pour toute carte de M en z. Il suffit que cette propriété soit satisfaite dans une
carte. C'est une relations d'équivalence R sur I'ensemble C}(R, M) des courbes sur M qui satisfont
~(0) = z. Définissons I'espace tangent comme I'ensemble des classes d'équivalences

T,M := C:(R, M)/R.
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Pour toute carte ¢ en z, I'applicatin v — ¢o~/(0) engendre une bijection entre T, M et R? (car deux
courbes ont la méme image si et seulement si elles appartiennent a la méme classe d'équivalence).
On munit T, M de la structure d’'espace vectoriel qui fait de cette bijection un isomorphisme. Cette
structure ne dépend pas du choix de la carte ¢. En effet, si ¢~> est une autre carte en z, alors

($07)(0) =d(od o ((¢07)(0)),

ol d(qNSo ¢~ 1)o est un isomorphisme.
Toute application différentiable f : M — N définie au voisinage de x engendre naturellement
une application dérivée
da:f oM — Tf(I)N

Cette application assicie a tout vecteur v € T, M le vecteur défini par la courbe f oy, ol 7 est
n'importe quelle courbe représentant v. Si 4 est une autre courbe représentant v, alors pour toute
carte ¢ de M en x et toute carte ¢ de N en y, on a

(pofod)(0)=d(pofod - (po7)(0)=d(pofod o (do7)(0)=(pofor)(0)

donc la classe de f o4 est la méme que celle de f o~. Si J est un plongement de M dans R”,
I'application dJ,, : [y] — (J o7)’(0) est un isomorphisme entre |'espace tangent T,,M de M vue
comme variété abstraite et |'espace tangent T,,(J(M)) de J(M) vue comme sous variété.

Le représentant [y] € T, M d'une courbe C'! n'est autre que

que I'on continuera a noter #(0).
Présentons maintenant un autre point de vue trés utile. On dit qu'une application linéaire

L:C*(M,R)—R
est une dérivation ponctuelle en z si elle a la propriété de Leibnitz

L(f9) = 9(x)L(f) + f(x)L(g).

Si L est une dérivation en x sur M, et si ¢ : M — N est une application C* au voisinage de «z,
alors I'application

UL f s L(f o 1)

est une dérivation ponctuelle en f(x). L'application L — 4, L est linéaire. A toute vecteur tangent
v € T, M, on associe la dérivation ponctuelle

Lv(f) = dfa: U= (f O’Y)/(O)

pour toute courbe +y représentant v. si M et N sont deux (pré) variétés et ¢ : (M, z) — (N, y) une
application différentiable, alors ¥,.(L,) = Lgy,.., dans D, (les dérivations ponctuelles en y).

Proposition 9.1. L’espace D, des dérivations en x est un espace vectoriel de dimension d, et
I'application v — L., est un isomorphisme de T, M dans D, M.

Méme dans le cas d'une sous variété, la proposition ci-dessus n’est pas évidente.
DEMONSTRATION. Pour tout ouvert U de M contenant z, les espaces D, (U) et D,(M) sont
isomorphes. Un isomorphisme est donné par I'application i, associée a I'inclusion de U dans M (c'est

I'application (i.L)(f) = L(f oi) = L(fjv))-
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Pour le montrer, on consiére une fonction h : M — [0, 1] de classe C'™ égale a 1 au voisinage
de x et A support dans U, et la fonction g = 1 — (1 — h)?, qui a les mémes propriétés.
Pour toute dérivation ponctuelle L en x sur M (ou sur U), on a L(f) = L(gf). En effet,

L(f) = L(gf) = L((1 = h)*f) = (1 = h)(2) L((1 = h)f) + (1 = h) () f(x)L(1 = h) = 0.

On constate alors que I'application qui a une dérivation L sur M associe la dérivation f —— L(gf)
sur U (ol la fonction gf est étendue par zero en dehors de U) est une inverse de i,.

Soit ¢ : (M,z) — (R%,0) une carte de M en = (de domaine U). On peut choisir ¢ surjective.

Les applications d¢, : T, M — ToR? = R9 et ¢, : D, (U) — Dy(R?) sont des isomorphismes.
Il suffit donc de démontrer que |'application

R? 5 v +— L, € Dy(R?)

est un isomorphisme. Pour démontrer la surjectivité, on considére une dérivation ponctuelle L en 0
sur RY,

On commence par constater, si 1 est la fonction constante égale a 1, que L(1) = L(1-1) =
1L(1) + 1L(1) = 2L(1), donc L(1) = 0.

On rappelle alors qu'une fonction f de classe C™ s'écrit f(z) = f(0) + F'(z) - = ou

1
F(x) ::/O dfro.dt

est une application C™ de R? dans (R%)*, telle que F(0) = dfs. On a donc, f(z) = f(0) +
S %, #;Fi(x), et donc

d
Lf= ZFi(O)L(asi) =D,f
ouwv= (L(ml),L(ch),...,L(xd)). |

Un champ de vecteurs sur une (pré) variété M est la donnée, pour chaque x € M, d'un vecteur
V(x) € T, M. On demande de plus que ce vecteur V(x) dépende régulierement de x. Il y a plusieurs
facons équivalentes d'exprimer cette régularité. On peut par exemple demander que le champ de
vecteurs soit différentiable dans les cartes. On peut aussi demander que la fonction z — df, - V()
soit C'*° pour toute fonction f de classe C*°. On associe alors au champ V(z) une I'application
linéaire

Ly : C®(M) — C®(M)

telle que Ly f(x) = df, - V(x). Cette application vérifie la propriété de Leibnitz

Lv(fg) = fLvg+gLlvf,

On dit que c'est un dérivation globale. Récirpoquement, si £ : C®°(M) — C°°(M) est une
dérivation globale, alors pour chaque z € M I'application L, : f —— Lf(x) est une dérivaion
ponctuelle. Elle est donc engendrée par un vecteur de T, M. Toute dérivation globale est donc en-
gendrée par un champ de vecteurs. On prendra garde a la formule de calcul :

Propriété 9.2. Si V est un champ de vecteurs sur M, et ¢ : M — N est une application
différentiable telle que ¢,V existe, alors

(Lorvf)op=Ly(fop).
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La proposition suivante est bien utile :

Proposition 9.3. Pour tout champ de vecteurs X sur une variété séparable M, il existe une fonction
f a valeurs strictement positive telle que le champ fX est complet.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une fonction propre C° et strictement positive. Si la fonction Lxg est
bornée, alors X est complet. En effet, on considére une solution maximale z(¢t) :|T~,T*[— M. La
fonction (gox)” est bornée sur |T—,T"[. Si T" < oo, on conclut que gox est bornée sur [0, 7], ce
qui implique que z([0,T"[) est contenu dans un compact, ce qui est une contradiction. On montre
de la méme fagon que T~ = —oc.

Si X g n'est pas borné, on considére une fonction h lisse et strictement positive qui majore |Lxg],
par exemple h = (Lxg)?> + 1. On pose alors f = 1/h, et on observe que |Lsxg| = |fL.g| =
|L£.g]/h < 1. Au vu de ce qui précéde, le champ fX est donc complet. 0

En général, il n'y a pas de maniére canonique de représenter la dérivée seconde %(t) d'une courbe
comme un élément de Tv(t)M. Dans le cas ol M est une sous-variétéde RP, ceci se manifeste par
le fait que %(t) (définie en considérant v comme une courbe de R”) n’appartient pas a T, M.

Il y a toutefois un cas particulier important dans lequel c’est possible : lorsque 54(¢) = 0.

Proposition 9.4. Soit vy une courbe C? sur M telle que #(0). Alors la courbe g : t — (t'/?) est
C" (ot t'/? est prolongé sur R comme fonction impaire). En notant 5(0) := 24'(0) € Ty0)yM, on a

dg(0) - 5(0) = (¢ 07)"(0)
pour toute carte locale ¢ : (M,~(0)) — R

DEMONSTRATION. La courbe z(t) := ¢o est une courbe sur RY telle que #(0) = 0. Un développement
limité élémentaire montre alors que z(t'/2) = 2t3(0)+o(t). La courbe t — z(t'/2) est donc dérivable
en t = 0 de dérivée égale 3 23(0). La courbe t — (t'/?) = ¢~ o 2(t'/2) est donc dérivable en
t =0, de dérivée (dp(0)) " - %(0). 0

On peut aussi faire une preuve directe du fait que la dérivée seconde est bien un vecteur tangent
en un temps ou la dérivée est nulle :

Exercice 9.1. Soit ¢ : (R%,0) — (R%,0) un difféomorphisme et soit v : (R,0) — (R%,0) une
courbe C?. Montrer par un calcul direct que (¢ 0v)"(0) = dgq -v"(0) si 4(0) = 0, mais que ce n'est
pas le cas en général.

Plus généralement :

Proposition 9.5. Soit f : M — N est une fonction C? telle que df,, = 0. Alors il existe une
unique application bilinéaire symétrique d> f.., de Ty, M x T,,M dans Tt(xo) N telle que, pour toute
paramétrisation locale 1 de M en xq et tout carte locale ¢ de N en f(x),

d* (0o fou))o - (v,w) =dpg(zy) 0 d fuy (dibo - v, dtbg - w).

DEMONSTRATION. Pour chaque choix de v et ¢, la formule ci-dessus détermine une forme bilinéaire
symétrique b de T, M x T, M dans Ty, N. Il nous faut montrer que cette forme bilinéaire ne
dépend pas du choix de ¢ et ¢b. On peut le faire par un calcul direct (pas si facile, mais instructif),
mais nous allons utiliser une autre méthode. Pour tout v € T, M, on choisit une courbe v telle
que v(0) = xo et ¥ = v. On constate alors que la courbe f o~ est de dérivée nulle en 0, et sa
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dérivée seconde vérifie (f o )" (0) = b(v,v). Pour le vérifier, on pose n = 1! o . L'application
po for:RIM — RIN est de dérivée nulle en 0, et on a

(pofor)'(0)=(poforpon)'(0)=d*(pofoib)o- (1'(0),7(0))
= dgpf@o) ' b(ddjo ’ 77,(0)7 do - 77/(0)) = dcpf(ﬂCo) ’ b(”? U)'

D’'autre part, il découle de la proposition 9.4 que

(po foy)(0) =dpsay) - (fov)"(0)

ce qui démontre I'égalité (f o v)”(0) = b(v,v). On conclut que b(v,v) est indépendant de ¢ et ¥
pour tout v, et donc, par polarisation, que la forme bilinéaire symétrique b est indépendante de ¢ et

. O

Dans le cas ol M est une sous variété de R, on a encore une autre interprétation naturelle pour
d?f, : Cest la restriction 3 T,,, M de la forme bilinéaire d? ]{L0 ou f est n'importe quelle extension
C? de f a un voisinage de zo dans R,

9.2 Crochets de Lie

Soient X et Y deux champs de vecteurs, que nous supposerons complets sur la (pré) variété M.
On veut décrire dans quelle mesure les flots ¢ x et py commutent. On considére, pour chaque
x € M, I'application ¢ : R? — M donnée par
$a(t,s) = 9% 0 P 0 py° 0 pi ().
[l est immédiat que ¢(t,s) = x sit =0 ou s =0, donc 9;¢(0) = I5¢(0) = 0 dans T, M. La dérivée
seconde d%¢q est donc bien définie comme application bilinéaire de R? dans T, M et elle est de la
forme (toujours car ¢(t,s) =z sit =0 ou s =0)

Ao - (5,t) = st02¢(0)
avec 0%¢ € T, M. On pose

X, Y)(2) = 926(0)
c'est le Crochet de Lie de X et Y. C'est un champ de vecteurs C*° si X et Y le sont. En considérant
la courbe v;(t) := ¢4 (¢, %), qui a une dérivée nulle #(0) =0, on a

(X, Y](x) := 42(0)/2.
Propriété 9.6. Soit ¢ : M — N une application différentiable. Si 1. X et 1).Y existent (et sont
des champs de vecteurs différentiables), alors
DEMONSTRATION. Fixons un point = et Considérons la courbe z(t) = &(r(¢t),r(t)), ot r(t) =
sign(t)+/|t|, de sorte que 2’(0) = [X, Y](x).

z(t) == i 0 g5 0 oy W 0 " (2)

On a alors

poa(t)=popi o ool o ooy P oy ooy oy o(x)
_5";(2/ ‘Pw(*;( @w*(t) © Py, "D (),

et, en dérivant en t=0, dy, - [X,Y](z) = [¢* X, ¥*Y (¢ (2)). =
L'exercice suivant montre que le crochet n’est pas toujours nul :
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Exercice 9.2. Soit X un champ de vecteurs constant et Y un champ de vecteurs linéaire donné par
Y (z) = bx. Alors [X,Y] est le champ constant égal 3 bX.

Exercice 9.3. Soient X et Y deux champs de vecteurs linéaires sur R, donnés par X (r) =
ax,Y (x) = bx. Montrer que [X,Y](x) = (ba — ab)(x).

Exercice 9.4. Soient a et b deux matrices de M, (R). Considérons les champs de vecteurs X et Y
sur Gl,,(R) donnés par X (g) = ag, Y(g) = bg. On a alors @' (g) = exp(ta)g, ¥} (g) = exp(th)g.
Montrer que 0.¢4(0, s) = exp(sb)aexp(—sb)g — ag et donc que [ X,Y](g) = (ba — ab)g.

Si G est un sous groupe de Gl,(R) qui en est aussi une sous variété, alors I'espace tangent
g = T14G C M, (R) est stable par I'opération a,b+— ab — ba.

On obtient une autre interprétation du crochet de Lie en remarquant que
s t —s __ .t
Py OPx °Py = Plp3).X

et donc
bu(t,s) = @Ew;)*x ° SO)_(t(x)-

On a alors
9:92(0,8) = (o3 ) X (z) — X ()
dont on déduit :

Propriété 9.7.

d

XY@ =g

((3):X ().

Exercice 9.5. Montrer la formule
35 ((#5) X (2)) = [(¢3): X, Y] = (%)X, Y]

Calculons les crochets de Lie en coordonnées. Si X et Y sont des champs de vecteurs de R",
vus comme applications de R dans R, alors on a (¢3). X (z) = (d(¢3)s - X(2))(¢5°()). En
remarquant que Oys—od(¢3 )z - X (7)) = d(Os|s=09% )z - X (x) = dY, - X(x), on obtient :

(X, Y)(z) =dY, - X(x) —dX, - Y(z)
ce qui s'écrit aussi en coordonnées

i, 0X,

([X,Y]): = . 9w, " Oy

Y;.

Il est instructif de revenir aux exercices 9.2 et 9.3 avec ces formules. Finalement, on a

Propriété 9.8.

| Lixy)=Lx oLy — Ly o Ly.|

Cette propriété caractérise le champ [X, Y], et est souvent donnée comme sa définition.
DEMONSTRATION. Soit ¢ une carte. On remarque d’abord que Lx (fop) = (L, x f)oep. En utilisant
cette formule, on obtient

Lixy)(fop)= (L. ixvf)oe=(Lip.xpvf)op
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et
(Lx oLy —LyoLx)(fop)=((Lo.x oLy — Loy oLy x)f) o

Il suffit donc de montrer I'égalité dans les cartes, c'est a dire dans R<. On fait le calcul direct

LxoLyf(z)=d(df, Y(x)). X(z)= d*f, - (Y(x),X(x)) + dfy odY, - X(x)

Ly o Lxf(x)=d(df, - X(2))s-Y(z) = d*fr - (Y(x),X(2)) + dfp 0 dX, - Y (z)
et donc

LxoLyf(r)—LyoLxf(x)=dfy (dY, X(x)—dX, Y(x))=df, [X,Y](z).
Le point remarquable de ce calcul est la simplification des termes de second ordre. O
Il est remarquable que I'opérateur différentiel Lx o Ly — Ly o Lx est une dérivation (a priori,

c'est un opérateur du second ordre). C'est un exercice facile et intéressant de vérifier directement
qu'il vérifie la propriété de Leibnitz. La propriété 9.8 implique :

Propriété 9.9. L'application qui aux champs de vecteurs X et'Y associe leur crochet de Lie [X,Y]
est bilinéaire et antisymétrique :
[X,Y] = —[¥, X].

Elle vérifie de plus I'identité de Jacobi
(X, Y], Z] + [V, Z], X] + [[2. X], Y] = 0.
L'antisymétrie implique notamment que

XY)@) =L ((p%).Y(2)

ds |5:O

d

= 5 (FR)Y (@) = Lx (V).

Le dernier opérateur est appelé dérivée de Lie de Y par rapport a X. L'identité de Jacobi est
équivalente a
HX’YLZ] = [Xa [Y7 ZH - [K [X, ZH;

elle s'interpréete comme la relation
ﬁ[x)y] = EX e} EY — ﬁy e} ['X

ou cette fois les opérateurs L agissent sur les champs de vecteurs et plus, comme plus haut, sur les
fonctions.

Propriété 9.10. On a la relation [fX,gY]| = fg[X, Y] — (Ly f)9X + (Lxg)fY.

Le cas particulier [X, gY] = g[X,Y] + (Xg)Y se réécrit Lx(gY) = gLx(Y) + (Lxg)Y, c'est
une régle de Leibnitz pour |'opérateur Lx. La démonstration est immédiate en utilisant propriété 9.8.
Revenons maintenant a la question de la commutation :

Théoreme 9.11. Soient X et Y des champs de vecteurs tels que le champ [X,Y] est identiquement
nul. Alors les flots de X et de Y commutent. Plus précisément, pour tout x € M, si I et J sont des
intervalles contenant 0 tels que 3, o ' () est défini pour tout s € I, t € J alors on a la relation

o 0 vy (z) = ¢§ 0 i (x)

pour tous s € I,t € J (en particulier, le membre de gauche est bien défini). Si X et Y sont complets,
alors la relation de commutation est valable pour tous t et s dans R.
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Dans le cas complet, ceci implique aussi que (¢3-).X = X pour tout s.
DEMONSTRATION. |l suffit de démontrer le résultat dans le cas ot I et J sont compacts. Soit U le
domaine de définition commun des flots ¢3., s € J. C'est un ouvert contenant z. On a (¢y°), X = X
sur U, ceci découle du calcul

d d

75 (63X () = %lﬂzo((sﬁ?")*(w;s)*X(x))

= [Y, (0y")X] = [(03°)4Y, (03 ") X] = (3°)4[Y, X] = 0.

Les champs (3°)+X, s € J sont tous définis sur U, et ils y satisfont la relation % (") X () =0,
donc (¢y")« X = X.

Considérons la restriction Xy de X a l'ouvert U € M. On conclut que les flots y° o o o ©§
et ‘thu de ces champs sont égaux sur le domaine de définition de cpg(u (qui, a priori, peut étre
strictement contenu dans U N domyY ). Il découle de notre hypothése que U contient le segment
d'orbite x (I x {x}), et donc que z est dans le domaine de % pour tout t € I. On a donc
oy’ ol 0 s (x) = i (z) pour tout t € I,s € J, ce qui est le résultat annoncé. 0

L'exercice suivant montre qu'il faut &tre un peu prudent dans le cas de champs non complets.

Exercice 9.6. Considérons I'application exponentielle e : C — C* et les champs de vecteurs
constants e et ey sur C*.

Montrer qu’il existe des champs X et X5 sur C tels que e, X; = e;.

Montrer que o1 o pi(2) # i o ©1(2) pour z = —3ir /4.

On rappelle que tout champ de vecteurs peut étre redressé au voisinage d'un point régulier. En
présence de plusieurs champs de vecteurs, on a :

Théoreme 9.12. Soient X, ..., X} des champs de vecteurs au voisinage de xq dont les valeurs en g
forment une famille libre. Il existe une carte locale ¢ : (M, zo) — (R%,0) qui redresse simultanément
ces champs de vecteurs, c'est a dire telle que

D X; = €

(le champ de vecteur constant égal au i-éme vecteur de base) si et seulement si [X;, X;] = 0 dans
un voisinage de xg.

DEMONSTRATION. Supposons que les champs X; peuvent étre redressés. Alors X; = ¢ 'e;, donc
[Xq,X]] = (b;l[ei,ej] =0.

Réciproquement, soit E C T, M |'espace vectoriel engendré par les vecteurs X;(zg),1 < i < k.
On considere alors une immersion v : (R4~* 0) — (M, z0) transverse 3 E en 0, c'est 2 dire telle
que I'image de diy est un supplémentaire de E dans T, M. Les flots gotXi sont bien définis dans un
voisinage de (0, 7¢) et ils commutent deux 3 deux. Soit W : (R* x R 0) — (M, xq) I'application
définie par

Uty ... th,y) = %, 00 0% (¥V(y)).
On voit facilement que 9, ¥y = di)g et que 0, ¥g = X;(0), et on conclut que ¥ est un difféomorphisme
local de M en xq. Ceci est vrai sans hypothése de commutation. On voit directement dans |'expression
du flot que 0y, V(y,t) = X1(¥(y,t)), c'est a dire que W.e; = X1, ol ey, ... ey est la base canonique
de R*. En utilisant la commutation locale des flots, on observe que

i ti— t; t
\Il(tla cee atkay) = 503(1 ©:--0 CPXi_ll © @Xj_il ©---0 Qof)?k (w(y))a
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et donc que 0, V(y,t) = X;(¥(y,t)), c'est a dire que V.e; = X; pour tout i. L'inverse locale ¢ de
WU est la carte locale cherchée. 0

Considérons maintenant une champ de sous-espaces E(x) de rang k, c’est a dire la donnée, pour
tout x € M, d'un sous-espace vectoriel E(x) de T,,M. On suppose que ce champ est différentiable,
c'est a dire qu'il est représenté dans une carte par une application différentiable a valeurs dans la
Grassmannienne G(k,n). |l est équivalent de dire que, au voisinage de tout point zy € M, il existe
des champs de vecteur différentiables X, ..., X} tels que les X;(z) engendrent E(x) pour tout x
voisin de xy. Ce champ de sous espaces est dit intégrable au voisinage de xg si il existe une carte dans
laquelle il est constant. Il engendre alors un feuilletage, voir la section 6.2. Un corollaire immédiat du
théoréme 9.12 est :

Corollary 9.13. Le champ E(x) est intégrable au voisinage de xy si et seulement si il peut étre
engendrée localement par des champs de vecteurs X; qui commutent deux a deux.

Il est bien siir possible d'engendrer un champ de sous espaces intégrable par des champs de
vecteurs qui ne commutent pas deux a deux. On a en effet donné un exemple de champs de vecteurs
linairement indépendants de R? et qui ne commutent pas, ils engendre la distribution constante
(donc intégrable) de rang maximal. Toutefois, on a :

Propriété 9.14. Si E(x) est un champ de sous espaces intégrable au voisinage de x, et si les champs
de vecteurs X;,1 < i < k engendrent E(z) au voisinage de xy, alors [X;, X;](x) € E(x) au voisinage
de x.

On a aussi la réciproque :

Théoréme 9.15 (Frobenius). Soit E(x) un champ de sous espaces de dimension k au voisinage de x,
engendré par les champs X1, ..., Xy. Si il existe un voisinage de x¢ dans lequel [X;, X;|(z) € E(z)
pour tous i, j, alors le champ de sous espaces E(x) est intégrable au voisinage de x.

DEMONSTRATION. Nous allons construire des champs qui engendrent localement le méme champ
de sous espaces et qui commutent. On considere pour ceci une submersion 1 : (M, x9) — (R¥,0)
telle que dv, | E(x,) €St un isomorphisme. L'application linéaire di),p(,) est alors un isomorphisme
pour tout = proche de xg, et on définit les champs de vecteurs

Yi(2) = (daip@) (e:), 1<i<k.

Comme dans la preuve du du Théoréme D'Ehresmann (4.10), les champs Y; sont réguliers et vérifient
¥.Y; = e;. On a donc 9.[Y;,Y;] = [e;,e;] = 0, c'est a dire que di, - [Y;,Y;](z) = 0. Au vu du
Lemme ci-dessous, on a [Y;,Y;] € E(x) et donc [Y;,Y;] = 0 puisque di, est injective sur E(x).

Lemme 9.16. Sous les hypothéses du théoréme, si Y et Z sont deux champs contenus dans E en
chaque point, alors [Y, Z] est un champ contenu dans E en chaque point.

L'espace des champs contenus dans E est stable par crochet de Lie, on dit que c’est une sous
algebre de Lie de |'espace de tous les champs de vecteurs sur M.
DEMONSTRATION. On écrit Y =Yy, X, Z = > %iX;, ol y;, z; sont des fonctions régulieres. Le
crochet [Y, Z] est donc une somme de termes de la forme

[ini, Zij] = yi[Xia Zij} - Z]()(]JL‘L)AXZ =VYizj [Xi,Xj] + yi(XiZj)Xj - zj(iji)X,' € FE.
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Dans le cas général d'un champ de sous-espaces de dimension k& non nécessairement intégrable,
ou plus généralement d'une famille V de champs de vecteurs, le théoreme de I'orbite donne I'existence
d'orbites qui sont localement difféomorphes au produit d’'un disque de dimension d et d'un ensemble
dénombrable. L'espace tangent H(x) C T, M de I'orbite de = contient I'espace E(x) = Vect(V(x)).

De plus, si V' et W sont deux champs de vecteurs tangents a I'orbite de x, alors la courbe

1) = ey oot e ppt 0wyt ()
est contenue dans I'orbite de x, donc sa dérivée §(0) = 2[V,W](x) est tangente a l'orbite de z.
En définissant L'algebre de Lie £V engendrée par V comme le plus petit espace vectoriel de champs
vecteurs contenant V et invariant par crochet de Lie, on en déduit que H(z) D LV(x) (cette inclusion
est souvent une égalité, mais pas toujours). On conclut en particulier :

Théoreme 9.17 (Chow). Soit M une variété connexe et V une famille de champs de vecteurs
complets sur M telle que LV (x) = T, M pour tout x. Alors 'orbite de tout point de M est égale a
M.

Exercice 9.7. Dans le cas analytique, I'inclusion H(x) D LV (x) est une égalité.

Il suffit de démontrer que (p4 ). X (z) C LV(x) pour tous X etY dans LV.

On vérifie pour ceci que la courbe t — (¢4 ). X (x) € T, M est tangente & LV(z) 3 tous les
ordres en 0. Ses dérivées successives sont en effet (Lx)*Y .

Soit G un sous groupe de GI,,(R) qui en est une sous variété. Soit g I'espace tangent de G en
I'identité et soit a une action différentiable de G sur une variété M. A tout vecteur v € g, on associe
le champ de vecteurs sur M défini par V,,(x) = 04a(Id, z) - v. Rappelons que g est un sous espace
vectoriel de I'ensemble des matrices g invariant par le crochet de Lie [v,w] = vw — wv (produit de
matrices). On en conclut que I'ensemble des champs V,, est invariant par crochet de Lie. Si G est
connexe, alors le group a4,g € G est précisément le groupe G engendré par les flots des champs
V.. On peut donc appliquer directement le théoréeme de I'orbite et conclure que les orbites a(G, x)
vérifient sa conclusion pour tout z (avec H(x) = 04a(ld, ) - g).

Si G n'est pas connexe, alors on considére la composante GGy de l'identité dans G. C'est un sous
groupe distingué de G, qui est aussi une sous-variété. Le quotient G /G| est discret, donc dénombrable.
Chaque G-orbite est donc une réunion au plus dénombrable de Gy-orbites difféomorphes, elle vérifie
donc les conclusions du théoreme de I'orbite (avec le méme espace tangent H(z) que ci-dessus).

9.3 Formes de Pfaff

Une forme différentielle de degré un, ou forme de Pfaff, sur la variété M est la donnée, pour
chaque x € M, d'un forme linéaire a, sur T, M. On demande de plus que cette forme linéaire
dépende régulierement du point z, c'est a dire par exemple que la fonction z — «, - V() soit
différentiable pour tout champ de vecteurs x.

Exercice 9.8. Toute forme de Pfaff o« engendre une application linéaire A des champs de vecteurs
vers les fonctions, qui est C*°(M)-linéaire, c'est a dire telle que A(fX) = fA(x). Réciproquement,
montrer que tout application linéaire de I'espace des champs de vecteurs C*° vers C*°(M) qui est
C°°(M)-linéaire est engendré par une forme de Pfaff.

Pour toute fonction f, on définit la forme a, = df,. Les formes de Pfaff de ce type sont dites
exactes. Les formes localement exactes sont dites fermées.

Si « est une forme de Pfaff sur M et si ¢ : N — M est une application différentiable, alors on
définit la forme ¢ *a sur N par

(Y a)e = ay(e) © dis.
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En particulier, si 1 est une paramétrisation locale de M, alors 1)*« est la représentation locale de «.
On remarque que, pour tout champ de vecteurs V sur M, on a

(W a)- (¥7'V) = (a-V)oy

c'est a dire qu'on peut calculer a - V' dans les cartes. Comme ¢*(df) = d(f o 1), étre exacte ou
fermée est invariant par difféomorphisme.

Les formes de Pfaff s'intégent le long des courbes. Si vy : [0,1] — M est une courbe C!, on
définit f,y o= fol y(py - ¥(t)dt. Pour toute application 1, on a fwov o= fv *a. Dans le cas d'une
forme exacte, on a f,y df = f(y(1)) — f(~(0)).

De la méme facon que le dual (R™)* de I'espace R" s'identifie a R™ on pourrait penser qu'il y
a peu de différences entre les champs de vecteurs et les formes de Pfaff. Mais ce n'est pas le cas.
Par exemple, deux champs de vecteurs sont équivalents en des points non singuliers, mais il n'en est
pas de méme des formes de Pfaff : si toutes les formes de Pfaff étaient localement équivalentes, elles
seraient toutes fermées, ce qui n'est pas le cas.

Exercice 9.9. Montrer que la forme o = z1dxy sur R? n'est pas fermée. En effet, si a = df, alors
O12f =1 et 021 f =0, ce qui contredit le théoréme de Schwarz.

A toute forme de Pfaff o, on associe le champ de sous-espaces K (z) = ker a,,. C'est un champ
d'hyperplans si la forme ne s'annule pas. Réciproquement, tout champ d’hyperplans peut localement
étre représenté comme noyau d'une forme de Pfaff a non nulle. Si les formes de Pfaff « et 8 ont le
méme champ de noyaux, alors il existe une fonction non nulle f telle que a = f§.

Propriété 9.18. Soit « une forme de Pfaff non nulle en zy. Le champ de noyaux de « est intégrable
si et seulement si il existe des fonction f et g telles que o = gdf au voisinage de x.

On dit parfois que g est un facteur intégrant de f. Le champ de noyau d'une forme fermée est
donc intégrable.
DEMONSTRATION. Si a = gdf, alors df,, est non nul, donc f est la premiere coordonnée d'une carte
locale ¢ en x(. La carte ¢ redresse le champ K.

Si le champ K est redressé en le champ constant x; = 0 dans la carte ¢, et si f est la premiere
coordonnée de ¢, alors df et o ont le méme noyau, donc il existe une fonction g telle que a = gdf. 5

La thermodynamique classique offre un exemple célebre. On décrit une systéme physique par des
quantités macroscopiques z € R™. On a alors une forme « qui donne les échange de chaleurs, c'est a
dire que si les quantités macroscopiques = du systemes évoluent au cours du temps (assez lentement
pour rester en équilibre) suivant une courbe 7(t), alors I'intégrale [ a donne I'échange de chaleur
total entre le systéme et son milieu. Les physiciens notent cette forme §(Q).

Les évolutions ~y(t) tangentes au noyau de « sont les transformations adiabatiques. Si le champ
de noyaux de la forme « n’était pas intégrable, il existerait un état x( depuis lequel on pourrait faire
évoluer le systéme vers n'importe quel état = voisin de x( par des transformations adiabatiques. En
effet ou bien les hypotheses du théoreme de Frobénius sont satisfaites en chaque point, ou bien il
existe un point xo et deux champs de vecteurs X et Y tangents au noyau de « tels que a- [X, Y] # 0
en xg, et donc au voisinage de xo. On peut alors appliquer le théoreme de Chow (qui dans ce cadre
est plutét dii & Carathéodory) a un voisinage de .

Le second principe de la thermodynamique affirme que ce n’est pas le cas (sinon, on pourrait
trouver une petite courbe fermée v au voisinage de xg le long de laquelle le bilan de chaleur fvo‘
est non-nul). On conclut que le champ d'hyperplans ker a est intégrable, et que la forme « admet
localement un facteur intégrant, c’est a dire qu'il existe localement des fonctions 7" > 0 et S telles
que a =T4dS.
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9.4 Complément : fibrés vectoriels

Un fibré vectoriel de rang k au dessus de la variété M est la donnée, pour chaque point x de M,
d'une espace vectoriel F'(x) de dimension k. On a alors un espace total E := {(z,v),z € M,v €
F(z)} et une projection naturelle 7 : E — M. On suppose de plus qu'est donné un espace vectoriel
S de sections de 7 qui vérifie :

Pour tout g € M, il existe k sections s1, ..., s, dans S et un voisinage U de xq telles que, pour
chaque = € U, les vecteurs s;(x) forment une base de F'(x) et tel que toute section s € S est, sur
U, une combinaison linéaire a coefficients C*>° des sections s1, ..., Sk.

On dit que le fibré est trivial sur U si il existe des sections s1, ..., s comme ci-dessus.

L'application

UxRF 3 (z,t) — (x,Ztisi(J:)) cn 1 (U)

est alors bijective et linéaire dans les fibres, son inverse est appelé une trivialisation locale du fibré.

Il existe une unique structure de pré variété sur F telle que 7 est une submersion et telle que les
sections de S sont différentiables. Pour tout ouvert U de la base M qui est un ouvert de carte de M
et qui est tel que le fibré est trivial au dessus de U, on a une paramétrisation

V xRF 3 (y,t) — (6(y), Y tisi(6(y)))

de 7=1(U), ot V est un ouvert de R? et o ¢ : V —= U est un difféomorphismes. Ces pa-
ramétrisations forment un atlas de F.

Exercice 9.10. Soient m : E — M et 7 : E — M deux fibrés vectoriels de base M. Soit
g : E — E une application différentiable qui envoie chaque fibre de F(x) = n~'(x) dans la fibre
de F(x) = 7~ 1(x) par une injection linéaire. Montrer que g est un plongement de E dans E.

Théoreme 9.19. Tout fibré vectoriel de rang k au dessus de la variété M admet un plongement (de
fibré vectoriel) a valeurs dans le fibré trivial M x R4k Son espace total est une variété différentiable.

On rappelle qu'un sous fibré équivalent a un sous-fibré d'un fibré trivial est dit de type fini. Tout
fibré vectoriel de rang fini au dessus d'une variété est donc de type fini.

Lemme 9.20. Si 7w : E — M est un sous fibré vectoriel de M x R™ de rang k, alors il existe
une application linéaire L € L(R",R4+F) telle que I'application (x,v) — (x, L(v)) induit un
plongement au dessus de I'identité de E dans M x Rtk

DEMONSTRATION. On suppose que k > 0. Soit SE C M x R™ I'ensemble des (z,v) € E tels que
|v| = 1 (norme Euclidienne dans R™). C'est une sous variété de E, de dimension dp; + k — 1, car 1
est une valeur réguliere de I'application v — |v|? sur chaque fibre F'(z) et donc une valeur réguliere
de I'application (z,v) — |v|? sur E.

Considérons maintenant I'application g : SE x L(R™ R4 +k) s RIm+k définie par

g(z,v, L) =L-v.

C'est un submersion sur SE x L(R", R4 +k) et g=1(0) est donc une sous variété de SE x
L(R"™ R¥+k) de codimension dy; + k, c'est a dire de dimension strictement inférieure 3 la di-
mension de £(R™, R¥+%) Sa projection sur ce facteur est donc de mesure nulle, et il existe un point
L € L(R™,R%TF) qui n’est pas dans cette projection. Pour un tel L, on voit que L p(,) est injective
pour tout z, c'est a dire que I'application (x,v) — (z, L - v) est un plongement. 0
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Lemme 9.21. Siw: E — M est un fibré vectoriel et si V' est un ouvert relativement compact de
M, alors il existe un plongement au dessus de I'identité de 7=(V') & valeurs dans V x Rdm+k,

DEMONSTRATION. On recouvre V' par un nombre fini N d'ouverts V; pour desquels il existe une
trivialisation ¢; : 7~ '(U;) — U; x Rk, On note h; : 71 (U;) — R* la seconde compo-
sante de ¢;. On considére une partition de I'unité f* subordonnée aux ouverts U;. Les applications
H;(z,v) := fi(z)h;(x,v) sont étendues par 0 en dehors de 71 (U;). L'application H : E — (R*)N
ayant pour composantes les H; est linéaire et injective dans chaque fibre. En effet, pour tout « € M,
il existe ¢ tel que f;(x) > 0, mais alors I'application H; est injective sur la fibre F(z). On a donc
un plongement z — (7(2), H(z)) de E dans M x R*N. En appliquant le premier lemme, on
en déduit I'existence d'un plongement linéaire dans les fibres a valeurs dan RiM+Ek de |3 forme
z+— (mw(z), Lo H(z)). 0

Lemme 9.22. Sinw: E — M est un fibré vectoriel sur la variété M alors il existe un plongement
au dessus de I'identité de E dans V x Rim+k,

DEMONSTRATION. On considere une fonction propre g sur M, les ouverts U; = g~ '(Ji,i + 2[)
et une partition de l'unité f; adaptée aux ouverts U;. Pour chaque i, il existe une application
linéaire dans les fibres 0; : 7= 1(U;) — R FF telle que z — (m(2),60;(2)) est un plongement.
On prolonge 6; par 0 en dehors de w1 (U;), et on considere les application © := >, 62, (au plus
un des termes de cette somme est non nul pour chaque point) et 6 = >k 62k+1. L'application

(6,0) : E — R2(@+k) induit une injection linéaire sur chaque fibre. Au vu du premier lemme, il
existe donc L € L(R(da+k) Rdr+k) telle que L o (©,0) induit une injection linéaire dans chaque
fibre. O

Le fibré tangent T'M d'une variété est le fibré dont les sections sont les champs de vecteurs, le
fibré cotangent T M est le fibré dont les sections sont les formes de Pfaff.

10 Formes différentielles

10.1 Formes multilinéaires alternées.

Etant donné un espace vectoriel de dimension finie E, on note A*E I'espace des formes k-linéaires
alternées sur F.

Pour k = 1, A'E est le dual de E. Pour k = dim E, A*FE est de dimension 1. En particulier,
AF(RF) est engendré par le déterminant.

Sily,...,1l; sont des éléments de E*, alors on note I; A --- Al I'élément de AFE défini par

LA ANl = det((Li(v))1<icki<i<k) = det(Lvg, . .., Log),
oll L: E — R¥ est I'application linéaire de coordonnées I;. On remarque que I'application
(I, - lg) — AN Ny

est linéaire et antisymétrique. Son image engendre linéairement A*E (mais, si k& > 1, son image n’est
pas égale 3 AFE, on appelle décomposables les formes linéaires alternées de la forme i1 A --- A l},).
La forme I; A --- Al est non nulle si et seulement si les formes linéaires I; sont indépendantes dans
E*
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Propriété 10.1. Soit e1,...eq une base de E et soit I; la base duale. Alors les éléments [;, A --- A
liv i1 < ig - iy forment une base de A¥E, dans laquelle chaque élémént a € A*E se décompose en

a = E a(€i1,€i2,...,€ik)lil/\"'/\l,‘k.
i <dp < <ip
L'espace vectoriel A*E est donc de dimension (z)
DEMONSTRATION. Pour calculer a(v1, ..., vx), on écrit v; = 3. 1;(v;)e; et on décompose alors par

multilinéarité

a(vl,...vk) = Z a(ejl,ej2,...ejk)ljl(vl)-~-ljk(vk)

J1:925--5Tk

= Z Z a(€iy iy s i Mipqy (V1) - i) (VE)

11 <ig< - <ip 0ESy

= Z a(€iyy ..., €) Z 8(0)i, oy (1) - L, g (VE)

11 <ig<---<i ceSy
= Z al€iyy e )i A ANlg(vg, .., vp).
11 <ig<---<ip
L'unicité de la décomposition découle facilement de I'observation que, si i1 < i9--- < i et
J1 < j2 <--- < jj sont des suites différentes, alors {;, A--- Al (ej,,...,€e5,)=0. 0

Si L: E — F est linéaire, alors pour tout k on définit I'application linéaire A¥L : A¥F — A*E

par
(A*L)a(vy,...,vx) = a(Avy, ..., Avg).

On la notera souvent L* au lien de A¥L. On constate que L*I; A--- A L*l;, = L*(Iy A--- Al) pour
l; € E*.Si L est une application linéaire de F dans F et si dim E = k, alors A*L est la multiplication
par det L, ce que I'on peut reécrire L*« = (det L)a. Plus généralement, si L : E — F est linéaire, si
(e;) est une base de E et (F;) une base de F, alors les coefficients de A*L dans les bases fj, A+ A fj,
et e;, \---Aej, sont les déterminants des matrices k x k extraites de la matrice représentant L.

Etant donné une k forme alternée o sur E et un vecteur v € FE, on définit le produit intérieur
iy, comme la (k — 1) forme alternée

tpa(vy .. vp—1) = av,vg, ..., vE).
Propriété 10.2.

iv(ll VANREIWAN lk) = Z(—l)i+1li(v)ll Ao ANy N Ao Al

iv(a A B) = (iya) A B+ (=1)Fa Aiyf.

DEMONSTRATION. La premiere égalité est le développement du déterminant

Li(v) h(v2) - l(vg)
lg v l2 V2 l2 Vi
(A Al (v, v, vg) = (_) 2 _ (:k)
lk(v) lk(vg) lk(’l}k)

par rapport a le premiére colonne. La seconde égalité découle facilement de la premiere. 0
Le noyau ker o de la forme « est défini comme |'ensemble des vecteurs v tels que la (k — 1)-forme
1,0 est nulle.
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Propriété 10.3. Le noyau d’une k-forme non-nulle o est de dimension au plus d — k. De plus, si
ce noyau est de dimension d — k, alors la forme o est décomposable, et elle est proportionnelle a
Iy A+ Nl pour toute base (11, - ,li) de I'orthogonal de ker a.

DEMONSTRATION. Soit I est un supplémentaire du noyau de «. La restriction de o a3 I est une
k-forme non-nulle (le vérifier), donc k < dim F. La k-forme « a un noyau de dimension n — k si et
seulement si elle est décomposable et non nulle. En effet, soit F' un supplémentaire de ker v et 7w est
la projection sur F' parallelement a ker a.. Alors la restriction 5 de o a F est une k-forme sur |'espace
F' de dimension k&, donc elle est décomposable. La forme o = 7n*3 est donc décomposable. Le noyau
de la forme décomposable non-nulle I; A -+ - Ay est kerly N --- Nker . O

Définissons maintenant le produit extérieur A : A¥E x A'E — A*T'E par les formules

1
(Oé A 5)(1}1 .. -Uk+l) = I Z s(a)oz(vg(l), - vg(k))ﬁ(vg(k+1), . Ua(k+l))

0EBGry

= Z 5(0)a(Va(1)s - - Vo (k) B(Vo(kg1)s - - - Vo (hti) )
ceQ(k,l)

ol Q(k,l) C Gy est I'ensemble des permutations o telles que o(1) < 0(2) < ---o(k) et o(k+1) <
o(k+2) <--- < o(k+1); cet ensemble contient un élément dans chaque classe a droite de &, x &;.
Le produit extérieur est bilinéaire, et vérifie

aAB=(-DFgAa
ot (—1)* est la signature de la permutation (1,...,k+1)— (k+1,...,k+1,1,...,k).
Propriété 10.4. On a

(WA AG)A Qg1 A Algg) =1 A Ay
pour toutes formes linéaires Iy, ..., l;y;. Le produit extérieur est donc associatif.

DEMONSTRATION. Posons a =13 A+~ Alg et 8 =1lgp1 A+ Algy.
Si les formes Iy, .. .14 sont linéairement indépendantes, alors il existe des vecteurs v;,1 < j <
k + 1 tels que I;(v;) = d;,;. On a alors, pour ces vecteurs,

(Oé/\ﬁ)(’l)l,...,’l)jﬁ_l) =1= l1 /\-~-/\lk+l(v1,...,vk+l).

On déduit de ce calcul que I'égalité voulue est satisfaite dans le cas ol awA 3 est nulle (ce qui ne peut
arriver que si les formes I;,1 < i <1+ k sont liées).

Si les formes (1y,...1;) sont liées, les deux membres sont nuls et I'égalité est satisfaite. Il en est
de méme si les formes (lg41,-..,lg+s) son liées.

Dans les autres cas, le noyau kera = kerly N --- N kerl; est de dimension d — k, et le noyau
ker 8 = ker g1 N---Nkerlgy; est de dimension d —[. L'intersection ker a Nker S est de dimension
au moins d — (k +1). Il découle de la définition de a A B que ker a Nker 8 C ker(a A f).

Si la forme (k 4 1)-forme o A 3 est non nulle (le cas ou elle est nulle a déja été traité) son noyau
est de dimension au plus d — (k + 1) donc en I'occurrence égale a d — (k +1). Ce noyau est donc égal
a kerankers = ﬂfjll kerl; et la forme oo A B est proportionnelle a I3 A - -+ Alg4;. Le calcul initial
de cette preuve montre que le coefficient de proportionnalité est égal a un. 0

En particulier, cette application coincide avec celle que nous avons déja définie de A'E x A'FE
dans A%E.
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L'ensemble des k-formes décomposables est un cone. Pour I'étudier, on considére son image NV
dans le projectif G(1, A¥E). N est donc I'ensemble des droites vectorielles de A*E dirigées par des
formes décomposables non nulles. On fixe une base et on identifie £ 3 R?. Le groupe orthogonal
O(d) agit sur G(1, A*R?) par O, a —— (O~1)*a. Comme O(d) est compact cette action est propre,
ses orbites sont des varités. La trace N des formes décomposables sur G(1, A*R?) est une orbite de
cette action, c’est donc une variété. Le groupe isotrope des transformations qui fixent dz1 A--- Adzy
est le groupe O(k) x O(d — k) des transformations orthogonales qui fixent R* x {0}. La variété N
est donc difféomorphe a la grassmanienne G(k,d), ou a la Grassmanienne G(d — k, d).

On construit directement une bijection de G(k,d) dans N de la fagon suivante : étant donné
F € G(d — k,d) on prend une base Iy, - - ,l; de I'orthogonal de F' dans (R?)* et on associe 3 F' la
droite vectorielle dirigée forme [y A - -+ Alj, qui est non-nulle. Cette droite ne dépend pas du choix de
la base (mais la forme I3 A --- Al en dépend, a un facteur prés). Le passage par I'action du groupe
orthogonal ci-dessus permet de montrer sans effort que I'application que nous venons de définir est
bien un difféomorphisme.

L'ensemble des formes décomposables non nulles est donc une sous-variété de A*E de dimension
1+ k(d — k). On vérifie que 1+ k(d — k) < (¢) sauf sik < louk >d— 1.

10.2 Formes différentielles

Une k-forme différentielle sur la variété M est la donnée, pour chaque z € M, d'une forme
k-linéaire alternée v, sur T, M. On suppose de plus que «, dépend régulierement de x, c'est a
dire que, étant donnés k champs de vecteurs différentiables X1,..., Xy sur M, la fonction z —
az(Xq,...,Xg) est différentiable. Il est pratique d'assimiler les fonction a des O-formes.

Il existe un unique fibré vectoriel A*(T'M) au dessus de M dont les fibres sont les espaces A¥T}, M
et dont les sections différentiables sont les formes différentielles de degré k. Les formes de Pfaff sont
les formes différentielles de degré un.

Une k-forme différentielle o engendre donc une application R-multilinéaire alternée sur I'espace
des champs de vecteurs dans C'*°(M). Réciproquement, une telle application multilinéaire alternée a
"vient” d'une forme différentielle si et seulement si elle vérifie

a(fX1, X, Xi) = fa(Xy,..., Xp)

pour toute fonction f de classe C* (la preuve est la méme que pour les formes de Pfaff).

On note A*M I'ensemble des k-formes differentielles sur M. On définit fibre & fibre le produit
A ARM x APM — AR

Si ¢ : M — N est une application différentiable et si o est une k-forme sur IV, alors on définit
la forme p*a sur M par

(), = A¥(dps) i
c'est a dire
(@ ) (V1,. .., Vk) = Q) (dpe - v1, ... dog - V).
On voit que (¢ o ©)* = ¥* o * et on rappelle que *(df) = d(f o ) pour toute fonction f. Une

k-forme différentielle est dite décomposable si elle s'écrit gdfy A --- A dfy. Si « est décomposable,
alors p*« I'est aussi, au vu de la propriété ci-dessous.

Propriété 10.5.
©*(gdfy A+ dfy) = (gop)d(frow) A ANd(fr o),

ce qui s'écrit aussi
@ (gdfy A+ dfi) = (©"g) (@ dft) A= A (9" dfi).
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DEMONSTRATION. Pour vérifier cette égalité, on constate que

O (gdfs A~ dfi)o (o1, ok) = 90 (@) (A1) i) A A ()o@ (s - V1, - dips - g)
= g o o(x)det (((df;)p(x) © dos - v5)i ;)
_gotpx)de( fzo(pw UJ)J)

= (gop)d(fiop) A Nd(fr o p).

Toute k-forme différentielle sur R? est de la forme

o = Z (Ii17,__ikd$il /\"'/\déﬁik,

11 <ig<---ip

ou dx; désigne la forme linéaire [; de la base duale canonique (qui est aussi la forme df pour f = x;).

Si « est une forme sur M et si ¢ est une paramétrisation locale de M au voisinage de xq, alors
©*a est une forme sur R, c’est donc une somme finie de formes décomposables. On en déduit que
« est localement une somme finie de formes décomposables. En utilisant une partition de I'unité
subordonnée a un recouvrement de M par des disques plongés, on conclut :

Proposition 10.6. Toute k-forme différentielle sur la variété M est une somme localement finie de
formes décomposables.

On a aussi
Propriété 10.7. o*(a A B) = p*a A p*S.

En effet cette égalité est clairement satisfaite lorsque « et 8 sont décomposables, et les deux
membres sont linéaires. La proprosition suivante sera utile :

Proposition 10.8. Soi o une forme décomposable non nulle en . Considérons deux décompositions
a= fdgi N---Ndgr et o = fdgy N --- Ndgy au voisinage de xq. Alors il existe un difféomorphisme
local ¢ de RF tel que, au voisinage de x,

En conséquence,

(dgi A+ Adgr)e = det (dp(g1 (@), .- gr())) (dgi A -+ A dgp)s.

DEMONSTRATION. Considérons le champ de sous-espaces de dimension d — k donné par H(z) =
ker ;. Ce champ est intégrable, ses feuilles locales sont les fibres de la submersion ¢ : M > 2 ——
(91(),...gr(x)) € R*. Ce sont aussi les fibres de la submersion ¢ : M 3 — (§1(x), ... ge(z)) €
RE. Soit N un petit disque de dimension k transverse a H(x¢). La restriction a N de chacune des
submersions 1) et 9 est un difféomorphisme sur son image. L'application ¢ := 1) 09~ convient. 0

Etant donné un champ de vecteurs X sur M, on définit I'opérateur Lx sur A*M par

(Cxa), = &

dS Is:()

((PX) " )a-

On remarque que, dans le cas ol « est de degré 0, c'est a dire une fonction f, on a (¢%)*f = fop%
et I'opérateur Lx coincide avec celui que nous avons déja défini. On déduit de la propriété 10.7 par
bilinéarité que :
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Propriété 10.9. Lx(aAB) = (Lxa) AB+a A (LxfB).

Un calcul immédiat montre
Propriété 10.10. ¢* (L, xa) = Lxo.

On remarque aussi les identités o*(df) = d(f o ¢) et Lx(df) = d(Lx [), et finalement :
Propriété 10.11. Lixy) = LxLy — Ly Lx .

DEMONSTRATION. Cette égalité est vraie pour les formes de degré 0, c'est une des définitions du
crochet de Lie. Au vu de I'identité Lx (df) = d(Lx f), elle est donc vraie pour toute 1 forme exacte
a = df. Au vu de la propriété 10.9, elle est donc satisfaite pour toute forme décomposable, et donc
pour toute forme. 0O

10.3 Intégration et formule de Stokes sur le cube.

On peut intégrer les d-formes différentielles sur R%. En définissant la d-forme de référence dx; A
--+ Adxg, on peut écrire toute d-forme « sous la forme a, = a(x)dxy A -+ Adzy. Dans le cas ol «

est a support compact, on définit alors
/ = / a(z)dz.
R R

Plus généralement, pour tout compact K C R?, et toute forme « définie sur R? (ou sur un voisinage

de K), on définit
/ = / a(z)dz.
K K

Cette définition est moins naive qu'il n'y parait au vu de la proposition suivante. On dit que le
difféomorphisme ¢ de R? (ou entre ouverts de R?) préserve I'orientations si detdyp > 0 en tout
point.

Proposition 10.12. Soit V un ouvert de R? « une forme différentielle sur V., et K un compact
contenue dans V. Soit ¢ : W — V' un difféomorphisme qui préserve I'orientation, alors

/ @*a:/ a.
P 1(K) K

DEMONSTRATION. En écrivant « sous la forme o, = a(z)dxy A -+ Adzg, on a
(¢*a), = (det dpy)a(p(z))dey A -+ Adxg.

On a donc f@,l(K) pra = le(K)(det dp.)a(p(x))dx, et , comme ¢ préserve |'orientation

/ oo = / | det dip, |a(ip(z))dz = / a(w)dz,
o=1(K) o=1(K) K

ou la derniere égalité est la formule de changement de variables dans les intégrales multiples. 0

Considérons le cube C' = [0,1%. Il a 2d faces que nous notons CY = {0} x [0,1]¢7!, Cf = {1} x
(0,191, C9 = [0,1] x {0} x [0, 1]972, etc.. En notant w; la forme dx1 A+ - - Adxi—1 Adziy1 A+ - - Adg,
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toute (d—1)-forme « s’écrit >, a;(x)w;. La restriction de chacune des formes multilinéaires w;, j # ¢
a un sous-espace contenant e; est nulle. Il est donc naturel de poser

/ o —/ ai(x1,...,2i-1,0,2i41,...,2q)dxy - - dr;_1drigy - - drg
co [0,1]

et
/ « Z:/ ai(mh-~-a$i71717$i+17~-~7$d)d$1"'d$i71d$i+1"'d$d~
ol 0,1]4-1

On définit alors I'intégrale de « sur le bord de C' par

feomger (o L)

Comme
ai(xl,...,xi,l,l,xiﬂ,...,xd)—ai(xl,...,xi,l,O,xiH,...,xd):/ Biai(xl,...,xd)dxi,
0

on obtient 4
o= (—1)i+13ia(x1,...7:rd)dx1 coodxg.
oo L

En notant da la d-forme
d .
do = (Z(l)”l&-a(xl, e ,xd)> dri A -~ ANdxg
i=1
on a démontré :
Proposition 10.13. [, o= [, do

On va maintenant extrapoler autour de cette formule. On va définir une différentielle d sur les
formes différentielles, la différentielle extéreure, une notion d'intégration sur les variétés et une notion
de bord de sorte que la formule de Stokes [, a = [, do soit satisfaite.

10.4 Différentielle extérieure

On définit un opérateur d qui, a une k-forme sur une variété M associe une k + 1-forme. On
demande au vu de I'étude ci-dessus que la différentielle de la forme a(x)dxg A - -+ A dxy, sur R¥ soit
Oha(x)dzg A -+ ANdxp_. Cette derniere forme n'est autre que da Adxy A -+ Adxg_1. On demande
aussi que l'opérateur d se comporte bien par changement de carte, et plus généralement que

¢ da = d(¢*a)

pour toute application différentiable ¢. Au vu de ces deux propriétés, la différentielle d'une forme
décomposable a = fdgy A -+ A dgy ne peut étre que

df Ndgy N\ - Ndgy.

En effet, on considere I'application p(z) = ( (x),91(x),...,9x(z)). On a alors fdgi A--- Adgy =
©*(z1dag A - - Ndayg) et donc d(fdgr A -+ Adg) = @*(dzy A+~ ANdag) =df Adgr A ... A\ dgy.
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Théoreme 10.14. Soit M une variété. Il existe une unique famille d’applications R-linéaires dj, :
AM — ARV telles que

(dpa)e = (df Adgr A -+ Ndgr) .
siao= fdgy A--- ANdgy au voisinage de x.

Par définition, on a dy f = df pour toute fonction f. On notera d la différentielle dj.
DEMONSTRATION. L'unicité est claire, mais pas |'existence. Commencons par démontrer que, si o
est une forme nulle au voisinage de z, alors, pour toute décomposition locale a = fdgi A -+ A dgy
ona (df Adgi A---Adgg)z =0.Si (dg1 A+~ ANdgr). = 0, il est clair que (df Adgy A---ANdgg). = 0.
Si (dg1 A -+- Adgk)z # 0, on doit avoir f = 0 sur un voisinage de x, donc df, = 0, et on a encore
(df Ndgy A -+ Ndg)z = 0.

Considérons maintenant une k-forme décomposable « et deux décompositions o = fdgi A- - -Adgx
et @ = fdj; A--- A djy. On doit montrer I'égalité

(df ANdgy A -+ Ndir)e = (df Adgy A - A dgr)e

pour tout z. Montrons cette égalité en un point zo en lequel oy, est non-nulle. |l découle de la
proposition 10.8 qu'il existe un difféomorphisme local ¢ de R” tel que

(dgi A -+ Adgr). = det (d(g1(), - -, gi(@))) (dgr A -+ A dgi)e

au voisinage de zo. On a alors f(z) = f(x)h(g1(z),...,gx(z)) ot b = 1/detd¢. On déduit que
df = hdf + >, fOihdg;, et on conclut I'égalité voulue puisque dg; A dgi A --- A dgi, = 0.

L'égalité voulue est démontrée sur I'ouvert U des points x en lesquels a,;, # 0. Par continuité, elle
est aussi valide sur I'adhérence de cet ouvert. Nous avons aussi démontré qu'elle est satisfaire sur le
complémentaire de cette adhérence, donc partout. 0O

On appelle différentielle extérieure les applications dj, données par le théoréme, elles sont en
général toutes notées d, et c'est aussi ce que nous ferons. On déduit immédiatement de la définition :

Propriété 10.15. (dya), = 0 si « est nulle au voisinage de x.
dy f = df pour toute fonction f.
korl o dk, =0.
di(p*a) = *(dpa) Pour toute application différentiable .
diri(a A B) = (dra) A B+ (=1)*a A (dB).

On notera d pour dj.
DEMONSTRATION. |l suffit de démontrer ces propriétés pour des formes décomposables, et elles sont
immédiates. Détaillons juste le calcul pour la derniere. Si o = fdg; A--- Adgg et § = hdgg+1 A+ A
dgg+1, alors a A B = fhdgy A -+ A dgg4; donc
dlaNB)=hdf Ndg1 N+~ Ndggyi1 + fdh ANdgr A -+ N dggyi
= (df/\d91/\'-'/\dgk)/\(hdgk_,_l/\'--/\dgk.+l)+fdg1/\--'/\dgk/\---/\dgk_,_l
= (da) A B+ (=1)*fdg A+ Adg Adh A dgigr A+ A dgrs
= (da) A B+ (=1)Fa A (dB).

Lemme 10.16. S/« est une famille (réguliére) de k-formes, alors Os(das) = d(Osas).
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DEMONSTRATION. On se place au voisinage d'un point 2. En prenant des fonctions fi,..., f4 qui
sont les coordonnées d'une carte locale, on voit que les formes (df;), engendrent (T,,M)* pour x
proche de z(. Toute k-forme différentielle au voisinage de xg s'écrit donc

o = Z Qi ... i, (.’Iﬁ)df“ VANREIWAN dfzk

i1 <<k

La famille o, s'écrit

Qs = Z Wiy sein (8’ a:)df’h ARERRA df’ik.

i< <,k
On a alors
d(0sos) = Y 0a(0saiy..ip) Adfi, Ao Ndfi,
i1 < <4k

> 0u(0aai,. i) Nfi, A Ndfi, = 0s(da).

1< <;k

En dérivant par rapport a s I'égalité d((¢%)*a) = (¢%)*(de), on obtient :
Proposition 10.17. Pour tout champ de vecteurs X ona Lx od =do Lx.
On a finalement :

Proposition 10.18 (Formule de Cartan).
Lx =dix +ixd.
DEMONSTRATION. On vérifie pour les formes décomposables o = fdg; A --- Adgy, :

ixdoa=Lxfdgpy N+ Ndgr — Lxgidf Ndga A -+ Ndgr + Lxgodf Ndgr ANdgs--- ANdgg + - - -
d(ixa) = d(fLxgidgs A -+ Ndgy — fLxgadgy Ndgs -+~ Ndgg + - )
=d(fLxg1) Ndga N\ -+ Ndgr — d(fLxga) Ndg1 Ndgs -+ Ndgy + -+
=Lxqdf Ndga--- Ndgr — Lxgo2df Ndgy ANdgs--- Ndgg, + -+
+ f(Lxdgi) Ndga--- Ndgy — fd(Lxdgz) Ndgy Adgz--- Ndgk + -
Lxa=Lxfdgi A---Ndgk + f(Lxdgr) Ndgz -+ ANdgi + fdgi N (Lxdge) Ndgz - ANdgg + -+ .

On peut aussi faire une preuve par récurrence sur le degré en utilisant les formules ix(a A ) =
ixa/\ﬂ—l—(—l)’“a/\ixﬁ, d(a/\B) = dOZ/\ﬁ-F(—l)kOé/\dﬁ et ﬁx(a/\ﬁ) =LxaNpf+anLxp. O

Soit M une variété munie d'une forme volume w (c’est a dire une d-forme qui ne s'annule pas).
Pour tout champ de vecteurs X, on considére la (d—1)-forme ixw et sa différentielle d(ixw) = Lxw.
Cette d-forme est de la forme fw et on appelle divergence de X (par rapport a la forme volume w)
la fonction f. La divergence divX de X est donc la fonction définie par la formule

(divX)w = Lxw = d(ixw).
Exercice 10.1. Sur R? muni de la forme volume canonique dxi A- - - Adzg, la divergence du vecteur

X = Zi Xi(x)ei S’écrit dIVX = Zz azXl
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Munissons maintenant R? de son produit Euclidien usuel et de sa forme volume canonique w. A
tout champ de vecteurs X, on associe la 1-forme o, - v = (X (x),v) et la 2-forme ix. On remarque
que I'application v — i,w est un isomorphisme entre A'R3 et A2R3. On définit alors le rotationnel
du champ de vecteurs X comme |'unique champ de vecteur tel que

d(ax) = irot xXWw.

10.5 Orientation et intégration

Le bon comportement de I'intégrale des formes différentielles sur R? (proposition 10.12) permet
d’envisager une extension de I'intégrale aux variétés. Il y a toutefois une difficulté liée a la contrainte,
dans la proposition 10.12, que le difffomorphisme ¢ préserve I'orientation. Ceci nous conduit aux
définitions suivantes.

Un atlas de la variété M est dit orienté si tous les changements de cartes ¢ o 1)~! sont des
difféomorphismes de R? qui préservent |'orientation.

Une variété orientée est une variété munie d'un atlas orienté. Une orientation d’une variété M est
le choix d'une structure de variété orientée pour M (c'est a dire d'un atlas orienté compatible avec
la structure de variété de M). Une variété orientable est une variété admettant une orientation.

Une orientation de M détermine une orientation de T, M pour tout x. Cette orientation dépend
continliment de x au sens o, si (V;) sont des champs de vecteurs tels que les évaluations Vi (), . .., Vy(x)
forment une base orientée de T, M, alors les V;(y) forment une base orientée de T}, M pour y proche
de z. Réciproquement, la donnée d'une orientation de T, M pour tout x dépendant continiment de
x détermine une orientation de M.

Le choix de deux orientations d'une variété M détermine donc un signe localement constant. Une
variété orientable connexe admet exactement deux orientations.

Soit o une d-forme sur la variété orientée M supportée dans un compact d'un domaine de carte

orientée. On définit I'intégrale
/ o= / Pra
M Rd

oll ¢ : R — M est n'importe quelle plongement orienté dont I'image contient le support de a.
La proposition 10.12 implique que cette valeur ne dépend pas du choix de ¢. En effet, si ¢ est un
autre plongement orienté, alors ¥*a = (=1 o 9)*(¢*a), et p~! o) préserve I'orientation, donc
Jvra= [

Soit AM I'espace des d formes & support compact sur M.

Définition 10.19. L’intégrale o — fM « est I'unique forme linéaire sur ASM telle que fMa =
fRd p*a lorsque p est un plongement orienté et o une d-forme supportée dans I'image de .

Pour toute partie compacte K de M, l'intégrale a — |, ¢ @ est l'unique forme linéaire sur AM
telle que fK o= fvfl(K) p*a lorsque ¢ est un plongement orienté et o une d-forme supportée dans
I'image de ¢.

Pour calculer jK «, on recouvre le compact K par un nombre fini d'images U; de paramétrisations

orientées ¢; : R — M, on choisit une partition de I'unité f; de M subordonnée au recouvrement
(Uiy M — K) de M, et on pose

/Ka B Z;/«o:lm palie) = Z/K fie

Si (g;) est une autre partition de |'unité subordonnée a un recouvrement par ouverts de cartes, alors

zégjaz;ﬁ{figjazgz{m,
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c'est a dire que la somme est indépendante de la partition de |'unité choisie.

Propriété 10.20. Soit ¢ : M — N un difféomorphisme préservant I'orientation, soit K un compact
de N, et soit « une d-forme sur N. On a a

/ ¢>*oz=/ o
¢~1(K) K

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer la formule pour les formes o supportées dans I'image d'une
paramétrisation orientée . Dans ce cas, la forme ¢*« est supportée dans I'image de la paramétrisation
orientée ¢~ 0 ¢, et on a

[ sanf oreprvas [ sam[a
¢~ 1(K) (¢71op) "1 (e~ 1 (K) oK) K

O

Etudions un peu plus la question de I'orientation. On donnera en particulier un exemple de variété
non orientable. Une forme volume sur M est une d-forme w (d est la dimension de M) ne s’annulant
pas, c'est a dire que pour tout x € M, la forme w, sur T, M est non nulle. Comme |'espace des
d-formes alternées sur T, M est de dimension 1 pour tout x, si w est une forme volume sur M, toute
d-forme « sur M s'écrit o = fw.

Proposition 10.21. La variété M est orientable si et seulement si elle admet une forme volume.

DEMONSTRATION. Soit w une forme volume sur M . Pour toute paramétrisation locale ¢ : R — M,
la forme ¢*w est de la forme fdxy; A --- A dxg avec une fonction f qui ne s'annule pas. On dit
que la paramétrisation ¢ est positive si f > 0, négative si f < 0. Si ¢ est une paramétrisation
négative, alors @ os est une paramétrisation positive, ol s est la symétrie linéaire (z1, 2, ...,24) —>
(—21,29,...,24). Les images des paramétrisations positives recouvrent donc M, et constituent un
atlas de M. Si ¢ et 1) sont deux paramétrisations positive, alors p*w = fdxi A---Adxg et (P)*w =
gdzi A --- A dxg donc

(W o) (doy A+ Adag) = dzy A+ Adzg,

/
goyp~t
c'est a dire que detd(yp"t o ), = f(x)/g(x»~1(z)) > 0. L'atlas constitué des (inverses des) pa-
ramétrisations positives est donc orienté.

Réciproquement, considérons une variété orientée M, muni d'un atlas orienté constitué de cartes
@; + Uy — R?. Considérons une partition de I'unité (f;) subordonnée aux ouverts relativement
compacts ¢~ !(B). La forme a := Y, fipiw, oll w est la d-forme canonique sur R?, est alors une
forme volume. En effet, étant donné une paramétrisation orientée ¢ de M en un point x, on a

Yo = Z(fi o) (pi oY) w = (Zgi(fi °o9))w

7

ol chaque fonction g; est strictement positive sur 1 ~1(U;). De plus, pour tout point 2 du domaine
de v, il existe i tel que f; oep(x) > 0, donc g;(x)(f; o)(x) > 0, donc (3, gi(fiov))(x) > 0. Nous
avons montré que la d-forme a ne s'annule pas. 0

Propriété 10.22. Soit m : M — N un difféomorphisme local, et soit v un difféomorphisme de M
tel que mo p = m. Si N est orientable, alors M I'est aussi, et ¢ préserve |'orientation.
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DEMONSTRATION. Soit w une forme volume sur N. Alors 7*w est une forme volume sur M, qui est
donc orientable. De plus, p*(7*w) = (70 ¢)*w = 7*w donc ¢ préserve la forme volume 7*w sur M,

et donc I'orientation. 0
La sphere 5S¢ est orientable. On obtient un orientation de 7,S% en choisissant les bases Vi, ...,0q
telles que x, vy, . .., vg est une base orientée de R4+1. L'application —Id préserve I'orientation de R¢

si et seulement si d est pair. On conclut que I'espace projectif RP? = S9/—Id est orientable si et
seulement si d est impair. On a utilisé :

Propriété 10.23. Soit M une variété orientable et G un groupe discret de difféomorphisme préservant
I'orientation de M agissant librement et proprement. Alors le quotient M /G est une variété orientable.

Soit AYTM le fibré vectoriel de rang un au-dessus de M dont les d-formes sont les sections.
On peut le considérer comme un sous-fibré de M x R*!. Son intersection M avec M x S% est
une variété de dimension d, qui est telle que la projection 7 : M — M est un revétement 3 deux
feuillets. La symétrie o : (x,v) — (&, —v) préserve M et sa restriction est un difféomorphisme o tel
queroo =7 etooo = Id.

Proposition 10.24. La variété M est orientable, et la variété M est orientable si et seulement si o
préserve |'orientation.

On appelle M le revétement des orientations.
DEMONSTRATION. Tout point & de M est de la forme (z,w) ol w est une d-forme non-nulle sur
T,.M. On définit une forme volume « sur M par

a(Lw) = dﬂ-a‘,w)w'

La variété M est donc orientable. La seconde affirmation découle des propriétés ci-dessus. 0

Exercice 10.2. Supposons M connexe. Montrer que M est orientable si et seulement si M est
connexe.

10.6 Domaines a bord et formule de Stokes
On note HY le demi plan (—o0, 0] x R~ c R4,

Définition 10.25. Soit N une variété. On dit que M C N est un domaine a bord si pour tout x € M
il existe une carte ¢ : U — R de N dont le domaine U contient x et telle que $(UNM) = ¢(U)NH?
(on ne demande pas que ¢(x) =0).

On appelle redressement a bord de M les cartes de M vérifiant la propriété ci-dessus.

_ Notons M l'intérieur de M dans N au sens topologique. Le point z € M appartient a l'intérieur
M si et seulement si il existe une carte ¢ de IV en x dont le domaine est contenu dans M. C'est aussi
équivalant 3 I'existence d'un redressement & bord ¢ de M tel que ¢(x) est dans I'intérieur de H.

Notons M := M — M le bord de M en tant que domaine a bord. Attention, si M n'est pas
fermé dans N, OM n'est pas le bord topologique de M dans N. Considérer par exemple ]0, 1[x]0, 1],
qui est un domaine a bord difféomorphe 3 H¢, dont le bord en tant que domaine a bord et |0, 1[x {1}
alors que son bord topologique est le carré.

Propriété 10.26. Les redressements & bords de M envoient le bord de M sur le bord de H®. Plus
précisément, si ¢ : U — R est un redressement & bord de M, alors (U N OM) = ¢(U) N OH?.
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DEMONSTRATION. |l suffit de montrer que ¢(UNM) = ¢(U)NH?. C'est vrai car ¢ : U — ¢(U) est
un homéomorphisme, U N M est I'intérieur topologique de U N M dans U, ¢(U) N H? est I'intérieur
de H? dans ¢(U) N H?, et o(UN M) = ¢(U) N H. 0

Les redressements a bord de M dont le domaine intersecte le bord de M sont donc des redresse-
ments du bord de M. Le bord de M est donc une sous variété de N, de dimension d — 1. L'espace
tangent T,,N en un point du bord est découpé en trois parties : I'hyperplan T, (OM) des vecteurs
tangents 3 OM, qui sont ceux que les redressements de M envoient dans {0} x R9~1, I'ouvert des
vecteurs entrants dans M, qui sont ceux que les redressements envoient dans (—oo, 0[xR?~!, et les
vecteurs sortants (les termes entrant et sortant sont donc définis au sens strict).

On dit que M est orientable (orientée) si son intérieur I'est. Si M est orientée, tous les espaces
tangents T, M, x € M sont orientés.

Le bord de M est orientable (en tant que variété de dimension d—1) si M I'est. On va déterminer
une orientation de M en fonction d'une orientation de M (il y a la une convention arbitraire, mais
universellement acceptée car elle permet de ne pas avoir de signe dans le formule de Stokes) :

On dit que la base (v, ..., vq) de T,(OM) est orientée si (v, va,...,vq) est une base orientée de
T, M pour tout vecteur sortant v.

Montrons pour commencer que ce choix est indépendant du choix du vecteur sortant v. En effet, si
w est un autre vecteur sortant, alors il s'écrit av+asve+- - -+aqvg avec a > 0. La base (w, va, ..., vq)
est donc obtenue depuis la base (w,vs,...,v4) par la matrice par blocs

a 0
(* Id) S Gld(R),
qui est de déterminant a > 0.

Montrons maintenant que ce choix d’orientation est effectivement continu. On considére pour
ceci des champs de vecteurs Vs, ...V tangents a OM et formant une base orientée en xg € OM.
On considere alors un champ de vecteurs V' qui est sortant en xg. Alors le champ de vecteurs V' est
sortant au voisinage de xg, et (V(x),Va(x),...Vy(x)) est une base orientée de T, M pour tout x
dans un voisinage de xy. Ceci implique que (Va(x),...Vy(z)) est une base orientée de T,,(OM) pour
tout z voisin de zq dans OM.

Par exemple, I'orientation de {0} x R?~! en tant que bord de H? est I'orientation donnée par
(e2,...,eq) (c'est pour cette raison que nous avons travaillé avec le demi plan inférieur plutdt que
supérieur). Ceci permet de donner une nouvelle définition de I'orientation du bord d'un domaine a
bord : C'est I'unique orientation telle que la restriction au bord d'un redressement orienté de M est
une carte orientée de M (3 valeurs dans 9H? muni de son orientation ci-dessus).

On peut utiliser cette convention pour orienter les faces du cube C¢ = [0, 1]%, (bien que celui-ci

ne soit pas une variété a bord, il I'est quand on se restreint a la partie des points (z;) dont au
plus une coordonnée est égale 3 0 ou 1). L'orientation de la face C} est (—1)**! fois I'orienta-
tion donnée par (e1,...,€;_1,€i41,---,€q). Ici, (1)1 est la signature de la permutation circu-
laire 1,...,i —> 4,1,...,i — 1. L'orientation de la face C? est (—1)* fois I'orientation donnée par
(e1,...,€i-1,€i4+1,-..,€q). Ceci coincide avec les signes que nous avions mis dans la définition de
Jac

Théoreme 10.27 (Stokes). Soit o une (d — 1)-forme a support compact sur la variété N et M un
domaine a bord orienté de N, alors
/ o= / da
oM M

si OM est muni de |'orientation induite de celle de M .
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DEMONSTRATION. Montrons d'abord la formule dans le cas ot M = H?* ¢ N = R?. Elle prend la

forme
/ (il)*a:/ da
Rd—1 Hd

oll i1 : (wa,...2q) — (0,29,...,24) est la paramétrisation naturelle (et orientée) de OH?. On
pourrait se ramener au cas déja fait du cube, mais on va plutdt refaire le calcul. On rappelle la
notation w; = dxq A -+ Adx;—1 Adx;y1 A -+ Adzg. Considérons d'abord une forme « qui s'écrit
a; = a(r)wy. On a alors ijaxa,...,2q4) = a(0,z2,...2q)dx2 A ... A dxy donc, par définition,
Jpa—i(i1) o = fyeRH a(0,y)dy. Comme a est a support compact,

0
a(O’ y) = /_ a10’(757 y)dt

donc

/ (il)*a=/ a(O,y)dy=/ / 61a(t7y)dtdy=/ da= [ do
Rd—1 Rd—1 Ré—1 J(—00,0] Hd Hd

puisque da = da Adxy - - - ANdxg = O1adxy A - - - Adxg. Dans le cas d'une forme a, = a(z)w;, i > 2,
ona (i1)*a =0, et

/ do = / (=) (9a)dx = (—1)"! / / dia(x1, ... ,xq)dr;dry - -dri_ydaiy ... .deg =0
Hd Hd Hi-1 JR

car
(o]
/ (9ia(x1,...,xi,l,t,xiﬂ,...,xd)dt:0
— 0o

puisque a est a support compact. La formule est donc satisfaite aussi dans ce cas (les deux termes
sont nuls). La formule est donc satisfaite pour toute forme a support compact.

Considérons maintenant un domaine a bord M C N général. Si ¢ : R* — M est une pa-
ramétrisation orientée de N qui envoie H¢ dans M et si a est supportée sur I'image de ¢, alors

| a= | (woira= [ iwa= [ dge)= [ o= [ a

La formule de Stokes est donc satisfaite par la forme «. Par linéarité, elle est donc satisfaite par toute
forme a. O
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