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Résumé

Ce mémoire expose les premiers résultats de la théorie des marches aléatoires sur R¢ & temps
continu, les processus de Lévy. Un tel processus est entiérement déterminé par sa loi a 'instant 1,
qui constitue un exemple de loi indéfiniment divisible (elle est la convolution n-iéme d’une autre
loi, pour tout n).

L’étude des lois indéfiniment divisibles permet d’en fournir une décompostion caractéristique,
appelée représentation de Lévy-Khintchine, comme convolution de trois termes aisément identi-
fiables : un terme de dérive (évolution de la valeur moyenne), un terme de diffusion (traduisant
un mouvement brownien) et un terme traduisant une évolution par "sauts" discontinus, analogue
4 un processus de Poisson.



Mémoire dirigé par F. Benaych-Georges

Merci Florent !
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1 Introduction : processus de Lévy et préliminaires

1.1 Processus de Lévy
1.1.1 Définition

Définition 1.1. Un processus aléatoire (X;)i>0 sur R? ( X, : (Q, F) — R ) est un processus de Lévy
s’il satisfait les conditions suivantes :

(i) Pour tout choixz den >1 et 0 <ty <ty < .. <ty, les variables aléatoires Xi,, X1, — Xy, Xty —
Xy ooy Xe, — X, —1 sont indépendantes.
(i) Xo =0 ps.
(iii) La loi de X1y — X5 ne dépend pas de s.
(iv) (Xi) est continu en probabilité, c’est a dire que pour tout t > 0 et pour tout € > 0

lim P[|X, - X¢| > ] =0

(v) 1l existe un ensemble Qo € F tel que P[] =1 et pour tout w € Qy, Xi(w) est continu a droite
en tout t > 0 et a une limite a gauche en tout t > 0.

Un processus aléatoire vérifiant les conditions (i) a (iv) (on n’impose plus d’hypothéses de continuité)
est appelé processus de Lévy en loi.

Remarque. Un processus de Lévy en loi décrit de la maniére la plus générale une marche aléatoire a
paramétre réel sur R? : le mouvement aprés I’instant ¢ ne dépend que de la position & cet instant, et la
loi d’évolution est invariante par translation d’espace (homgénéité spatiale) et de temps (homogénéité
temporelle).

1.1.2 Exemples de processus de Lévy

Mouvement brownien

Définition 1.2. Un processus aléatoire {X; : t > 0} sur R? est un mouvement brownien si c’est un
processus de Lévy tel que :
(i) Pour tout t >0, X; suit une loi gaussienne de moyenne 0 et de matrice de covariance tId.

(i1) Il existe un ensemble Qo € F tel que P[Qg] =1 et pour tout w € Qo, Xi(w) est continu en t.
Pour un loi gaussienne p de matrice de covariance A, on a :
~ *%<Z,AZ>

n(z) =e

Processus de Poisson composés

Définition 1.3. Une loi de Poisson de moyenne ¢ > 0 est définie par :

ck’
vk e N, u({k}) =

p est une loi de Poisson de moyenne ¢ > 0 si, pour tout z € R?
fi(2) = exp (c (e — 1))

et u est une loi de Poisson composée de paramétres (¢, o) (avec ¢ > 0 et o une mesure de probabilité
sur R? telle que o({0}) = 0) si, pour tout z € R4

b(z) = exp(c(a(z) — 1)).

Définition 1.4.
— Un processus aléatoire est un processus de Poisson de paramétre ¢ > 0 si c’est un processus de Lévy
tel que pour tout t > 0, X; suive une loi de Poisson de moyenne ct.



— Un processus aléatoire est un processus de Poisson composé de paramétres (¢ > 0,0) si c’est un
processus de Lévy tel que pour tout t > 0, X; suive une loi de Poisson composée de paramétres
(ct,o).

La loi de Poisson est un cas particulier de loi de Poisson composée obtenu pour d = 1 et 0 = §;

(mesure de Dirac au point 1 ).

Théoréme 1.1. Soit (Ny)i>o un processus de Poisson de paramétre ¢ > 0 et (Sp)nen une marche
aléatoire sur RY définis sur un méme ensemble de probabilité (2, F,P). On suppose de plus (N;) et
(Sy) indépendants et que P[S; = 0] = 0. Posons

Xt(w) = SNt(w)(w).
Alors (X;) est un processus de Poisson composé de paramétres ¢ et o avec o la loi de Sy.

Démonstration. Soient k> 0 et 0 <ty < t1 < ... < tj,. Soient By, Bj,...,By, des boréliens de R¢.

P[Xto € Bo,th — th S Bl, ...,th — th,71 S Bk]
= > PNy =m0, Ne, = Ny =01, 000, Ny = Ny, = 5

N0,y Nk
Sno S BOaSnl—i-no - Sno S Bh ~-~7Sno+..4+nk - Sng—i—...—i—nk,l S Bk}
Z P[Nto :n();Nt1 _Nto :nl,...,Ntk —Ntk71 :nk]

N0,y Nk

IP’[Sno € BO’Sn1+’ﬂ0 - Sﬂo € 317 "'7Sno+m+nk - Sﬂ0+~~~+nk71 € Bk}

par indépendance de (Ny) et (S,). On applique alors successivement la propriété d’ accroissements
indépendants (i) dans la définition des processus de Lévy et la propriété (iii) a (IV;) et (S,) (la marche
aléatoire vérifie ces propriétés par construction et IV; est un processus de Lévy).

P[Xto € Bo,th — Xto € By, ...,th — th,71 S Bk}
= > PNy, =noP[Ny, — Nyy = na]. P[Ny, — Ny, = nye]

Qs

P[Sno € BO]P[Sn1+n0 — Sno € Bl]"'P[Sn0+---+nk — Snot.tnp_y € Bk] (4)
= > PNy =n0P[Ny, 1y = m].. P[Ney s, = 1]

P[S,, € Bo|P[Sn, € Bi]...P[Sn, € By (iii)
Enfin, on se sert a nouveau de I'indépendance de (Ny) et (S,) :

P[Xto € Bo,th — Xto c Bl, ...,th - th71 c Bk}
= P[Xto S BO]P[th—tg S Bl]~-~P[th—tk,1 S Bk]
Pour k = 1 et By = R? on obtient P[X;, 4, € B1] = P[Xs, — Xy, € Bi] (quels que soient 0 <ty < t;
et By borélien). Ainsi on en déduit (par ce qui préceéde) :
P[X,, € Bo, Xs, — X4, € B, ..., Xo, — Xy, € By
= P[Xto S BO]HD[th—tO S Bl]...P[th_tk71 € Bk]
= ]P)[Xto c BO]P[th - Xto (S B]]P[th - th—l c Bk]

donc (X;) vérifie le (i) et (iii) de la définition des processus de Lévy.
(ii), (iv)et (v) sont évidents (par composition).
Enfin

Px,(z) = Z P[N; = n|E[e!<*5>] = Z e_Ct%(ct)”E(z)” =exp (ct(a(z) — 1)).



1.2 Reésultats préliminaires
1.2.1 Lois sur (R)®+ : le théoréme de Kolmogorov

Théoréme 1.2 (Kolmogorov).
Si une famille (fey .13 )ty tnel k>1, OU fyy 1, €St une mesure de probabilité sur (R, B(R¥)), satisfait
Vi, o tiy .ty € I,VYBy,..Bi_1, Bk_H, ..,B, € B(R),

My, (Br X oo X By X RX Bpy1 X .. X Bp) = piy, . By X .. X Bg_1 X Bgy1 X .. X By)

-7tk—1-,tk+1-,-~,tn(

alors il existe une unique mesure de probabilités notée P sur (R, F), ou F est la tribu des cylindres
de R!

F=o({f eRl: f(t1) € By,.., f(tx) € B}, t; € I, B; € B(RY))

telle que

Vti, .ty € LYBy,. By € B(R), pis,.. t,(B1 x .. x By) =P({f € RT: f(t1) € By, .., f(tx) € Bi})

Démonstration.
— Cas I = Nx :

On peut définir P sur la classe monotone C = {H x RN, H € B(R¥), k > 1} : si A = A, x RY, avec
Ay € B(RF), posons P(A) = p1..,(Ar xR ) pour tout n > k grace a la propriété de compatibilité.

De maniére évidente, P(RY) = 1; de plus, si B = B; x RY est disjoint de A, alors Ay x R" 7 et
B; x R"! sont disjoints pour n > k VI d’ott P(AU B) = P(A) + P(B).

Enfin, si (A%)en est une suite décroissante de C, telle que an AF = (), montrons

(P(A*))k>0 — 0.

Pour cela, supposons que P(A*) > ¢ pour tout k; on pose A*¥ = By x RY avec By € B(R™) et
(nk)ken strictement croissante. Pour tout k, p1, ., (Bg) > € donc il existe un compact de R™,

K C By tel que
€
11, (Bi \ Ki) < Skl

On pose LF = mlgk(Kl x RY). L* est dans C , et vérifie P(A* \ L*) < Zle 1.0 (Bi\ Kp) < e/2.
Or P(A¥) > ¢, donc P(L¥) > 0 et L* # .

Il existe alors un élément dans (), LF : en effet, L* est de la forme K b X RN ou K ;. €st un compact
de R™ et K}, C Kj x R™+17" Soit (xf,..,ak ) € KJ,, on pose z¥ = (zf,..,aF ,0,..). Pour tout
n, {z% k > 0} est relativement compact donc (compacité d’un produit quelconque de compacts)
(2¥)k>0 — @ : comme VO < [ < k,z* € L' on en déduit = € (N, L* c N, AF # 0.

Ainsi, P vérifie les propriétés d’une mesure sur la classe C, qui est stable par intersections et engendre
F comme tribu : on en déduit que PP est une probabilité sur F, qui vérifie

fit, .t (B1 X . x Br) =P({f € R : f(t1) € By, .., f(tx) € By}

— Cas général : la tribu F est constituée exactement d’ensembles de la forme {f € R tq (f(t,))nen €
H)} pour (t,) € RN, H € Fy (les ensembles de cette forme forment une tribu, qui contient les cy-
lindres et qui est engendrée par eux). Si on nomme P, ) la mesure sur RN que 'on peut construire

a partir de la famille de mesures (,utﬂwt% )s1,...5,€N,k>1, Ol peut poser

P({f € R" tq (f(tn))ien € H}) =P, (H)

La condition de compatibilité garantissant que cette définition ne dépend pas de la suite (t,,) décri-
vant correctement I’ensemble choisi, il est alors facile de vérifier que P est une probabilité sur (R, F),
et qu’elle est unique (elle est définie de maniére unique sur la classe monotone des cylindres). [



1.2.2 Convergences de mesures et théoréme de Paul-Lévy

Définition 1.5. Soient (it )nen, it des mesures positives sur (RY B(R?)). On dit que :

— (un) converge étroitement vers p (notation () 1ON W) si

v e C®?, [ sann — [ i

- (uy) converge vaguement vers notation (i, ﬂ St
w g g 1Y o 1

vt e Co®, [ fdun — [ sau

Ici, Cp(RY) (resp. Co(RY)) désigne l'ensemble des fonctions continues bornées (resp. & support compact)
de R? dans R.

Remarque. Dans le cas présent (mesures signées sur R9), il est facile de montrer que

(1) 2 4 & Vf € Co(RY), / fan — / fdy

ott Cy(RY) désigne 1'ensemble des fonctions continues sur R? tendant vers 0 a I'infini.

Définition 1.6. Soit {j1;,7 € I} un ensemble de mesures positives sur (R?, B(R?)). On dit que :
— {pi} est borné si sup;e; pi(R) < oo
- {wi} est tendu si

Ve > 0,3K compact tq sup p;(K€) < e
i€l

lim (sup s ((B(O,t))c)> =0

t—+oo \ ;e

ou encore

Propriétés 1.3. Sur l’ensemble des mesures positives sur (R?, B(R?)) :
(i) La convergence étroite est plus forte que la convergence vague ;

(i1) Tout ensemble borné de mesures positives {f;,1 € I} est séquentiellement relativement compact
pour la convergence vague ;

(7)) St {pn,n € N} est un ensemble tendu de mesures de probabilité et si (i) ©) w, alors (t,) © I

Démonstration.
— (i) : évident

— Preuve de (i) :
Considérons une suite {f;} de fonctions continues a support compact qui soit dense dans C.(R?).
Une telle suite existe par séparabilité de C,.(R?). En effet, notons C,, le sous-ensemble de Cc(R%) des
fonctions continues a support sur B(0,n). C,, est séparable : soit D,, une partie dénombrable dense
de C,. Comme Cc(RY) = J,59Cns D = U,,5¢ Dn est une partie dénombrable dense de Cc(R?)
(pour ||.|)

Soit (fn)nen une suite d’éléments de l'ensemble {y;}. Pour chaque k, la suite ([ frdpn)n>0 est
bornée par M]||fx||oo- On peut donc extraire de u, par procédé diagonal une sous-suite p,; telle



que pour tout k la suite ([ frdpin,);>0 converge vers un complexe que I'on notera I(fx). f — I(f)
est une forme linéaire (par linéarité de l'intégrale) continue (et de norme ||I|| < M) sur le sous-
espace vectoriel dense F' engendré par la famille {fi, k& > 0} (car [I(fx)| < M||frl|lso, les pn étant
des mesures bornées), donc uniformément continue. Il existe donc un unique prolongement de I au
Banach F donc a C.(R?). I est alors une forme lindaire continue positive sur C.(R%) (et ||I|| < M).
Par le théoréme de représentation de Riesz, & la forme linéaire continue positive I sur C.(R?)
correspond une unique mesure de Radon positive pu.

VS € CoRY,I() = p(f) = / fdu
Et par densité des f :
W € Co(RY), / Fbtn, — 1(f) = / fdu

donc fi,,; converge vaguement vers ju.
En effet pour € > 0 et f € C.(R9), il existe k tel que ||fx — f||co < €. Il existe alors N tel que pour
J> N | [ fedpn, —I(fi)] < e. Alors

] / fdunj—uf)] < ‘ [ fudua, = [ s,

s —f||oo/dunj bet [I(fi— f)
e+ 2M||fi — flloo < (2M + 1)

A

+ L (fr) = I(F)]

+ ‘/fkdunj — I(fx)

IA

IN

Preuve de (iii) :

(1) Montrons que g, (R?) — u(R?). Considérons une suite de fonctions ¢; € C.(R?%) qui converge en
croissant vers 1 et vaut 1 sur la boule de rayon [. Par Fatou

p(1) = p(lim ¢) < liminf u(¢y) <1

(en effet p(¢y) = lim, oo pin(¢7) < 1 car les ¢; sont dans C.(R?) et les p, sont des mesures de
probabilité).
D’autre part, par hypothése sur u, ({g,} est tendu), pour € > 0, il existe M tel que

sup un (([=M; M]")°) < e.

Or pour [ assez grand ¢; > 1{_ps.ps4. donc

1 - :un((bl) = Mn(l - ¢l) < Mn(l - 1[7M;M]d) <e

soit
,un((bl) >1l-—¢

donc

w(l) = p(lime;) > limlSUPN(@)

= limsup lm pp(é) >1—¢
1 n—oo

Donc p(1) =1 = lim p, (1) (car p,(1) =1).

(2)Sachant que j,, converge vaguement vers j et que ji, (R?) — p(R?), montrons que u,, converge
étroitement vers p.



Soit f une fonction continue bornée. Soit ¢; € Co(R?) définie comme précédemment. f¢; est alors
une fonction de C.(R?) et

Jim pn(for) = p(fén)
Jim pn(on) = plon)
limu(gr) = p(1) =1
Soit € > 0. Il existe L tel que pour I > L

() — (1) <e

On fixe [ = L. 1l existe alors N tel que pour n > N on ait

(1) — (V)] <&, [pn(fér) — u(for)| < e et |un(dr) — pu(n)| <e

Pour l =L et n > N on a donc

[l (f) = f)l 1 (f) = b (f OO+ [pn (F 1) — p(F o) + [n(for) — u( )]

[1f1oo [1n (1) = (@] + 116(1) = p(@D)]] + ln (f 1) — n(f )]

ellflloo + &+ 1 flloo [l (1) = w(D] + |1(1) — w(L)] + [pm (61) — p(1)]
(4l flloe +1)e

IA AN AN IA

Donc u,, converge étroitement vers p.

Corollaire 1.4.

(i) Si {pn} est une suite tendue de mesures de probabilité sur R? ie telle que
li —M; M%) =
i sup g (=M M]%)°) = 0,

alors {p,} posséde une sous-suite qui converge étroitement.

(i) Si {pn} est une suite bornée tendue de mesures positives R alors {p,} posséde une sous-suite
qui converge étroitement.

Démonstration.
— (i) : On applique successivement les propriétés (ii) et (iii) précédentes.
— (4) : Premier cas : p,(R?) — 0. Le résultat est évident.
Deuxiéme cas : quitte & extraire une premiére fois, on peut supposer que mg = inf, p,(R%) > 0.

Posons pu, (dz) = z :g%ﬁ% Les u,, sont des mesures de probabilité telles que

im sup p, (([—M; M]%)) =0

1
M—oo p
. dyc
car pu, (([=M; M]%)e) < pa (MM et la famille {p,} est tendue.
Par le corollaire (7) on en déduit qu’'on peut extraire des p, une sous-suite convergeante fi,, (au
sens de la convergence étroite). Or la suite réelle des p,, (R?) est bornée, donc quitte a extraire
encore une fois, on peut la supposer convergente (étroitement). Ainsi p,, (dz) = fin, (dx)pn, (RY)

converge étroitement vers une mesure finie p.
O

Théoréme 1.5 (Paul-Lévy). Soit (pn)nen une suite de mesures de probabilités.
Si lin(2) converge simplement vers une fonction ¢(z) et si ¢(z) est continue en 0, alors ¢(z) est la

fonction caractéristique d’une loi u avec iy, ) L



Démonstration.

Lemme 1.6. {u,} est tendue :

lim sup s, (([—=M; M]*)°) =0

M—oo pn

Preuve du lemme
Pour » > 0, par Fubini,

1/ e )
— 1—pn(2)dz = / 1—e'" < z,z>)dz| up(dz
w0 . Rdl[_m]d ) ] (d)

o

k=1

(B )

ULy
d SlIl ux
o [ ( ) tin ()
{aj’uzj>2}( 1;[ ULk "
[ ()
{3j,|uz;|>2}
2

> 2 (U {Juay] 2 2)) = 20 (((=2/u52/u]%)°)

v

Posons Ty, = - f[—u;u]d(l — Iin(2))dz. Effectuons le changement de variable z = uw :

O
[(—1;1)¢

(1 — fin(ux)) converge simplement vers 1 — ¢(uz) quand n — oo. Or |1 — [, (uz)] < 2 (car p, est une
mesure de probabilité). Donc par convergence dominée, pour u > 0 : Tp, ,, — f[_1~1]d(1 — ¢(ux))dx
quand n — oo.

D’autre part ¢(uz) converge simplement vers ¢(0) quand u — 0 par continuité de ¢ en 0. Or |1 —
d(uz)| < 2 (car ¢ est la limite des [, et |f1n,| < 1 ). Donc par convergence dominée :

1—¢(ux))de — 1—9¢(0))dz=0
[, 0otz = [ 160

(pour tout n ji,(0) = 1, (R?) =1 donc ¢(0) =1).
Soit € > 0. Il existe donc 1 > 0 tel que pour tout 0 < u <n

/[_1.1]d<1 — p(uz))de

On fixe u = 7. Par ce qui précéde, on sait qu’il existe N tel que pour n > N

<e.

<e

Thm— — d
o= O g

Finalement, on obtient que pour tout € > 0 il existe n > 0 et N tel que pour tout n > N et pour tout
0 <u < mnon ait

(Yo ()
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soit
lin%) sup i, (([—2/u; 2/u]d)c) < 2149,

O

Preuve du théoréme
on applique le lemme ci-dessus et le corollaire (i) & p,,. On en déduit que {u, } posséde une sous-suite
Hn, qui converge étroitement vers une mesure p, soit pour tout z

fin,; (2) = 1i(2)
Or par hypothése fi,;(2) — ¢(2), donc par unicité de la limite, pour tout z

$(2) = n(z)

Et alors ¢(z) est la fonction caractéristique de la loi u : celle-ci vérifie py, Sl  car (i) — f simplement.
0
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2 Lois indéfiniment divisibles

Définition 2.1. Une mesure de probabilités pu sur R? est dite indéfiniment divisible si, pour tout
n € N, il existe une mesure de probabilités v telle que

p=v*.xv=v"
—

n fO 18

Remarque. Comme v*® = 0", cette définition équivaut a ce que fi soit la puissance n-iéme d’une
fonction caractéristique pour tout n.

Ezxemples.
— Les distributions de Dirac en un point sont indéfiniment divisibles (65" = 6,4)

— Les lois gaussiennes et les lois de Poisson (simples ou composées) sont indéfiniment divisibles : en
effet, on obtient leurs racines n-iémes pour la convolution en divisant leur paramétre par n.

— Les lois uniformes ne le sont pas : en effet, leurs fonctions caractéristiques s’annulent. Ceci est im-
possible pour une loi indéfiniment divisible, comme on va le voir ci-dessous...

Propriétés 2.1.
(i) Sip, v sont indéfiniment divisibles, alors p* v Uest également.
(ii) Si p est indéfiniment divisible, alors fi ne s’annule pas sur RY.

Démonstration.
= (i) s, Vn € Nyp = i v =", alors p* v = (puy * v,)*" par commutativité de la convolution.

— (i) : si p est indéfiniment divisible, il est évident que la mesure symétrique de p, V', définie par
pY (A) = pu(—A), l'est aussi : pu*p" Uest donc également. Or 1V (€) = fi(€) done p* pV (€) = |ZI(§)|2

Soit n € N et p, telle que p=™ = p. On a (py * )™ = px* p, soit |1, (£)]*" = |1(¢)|?. Ainsi,

2z
[l ™ = pn *

2
Par conséquent, (|i|™ )nen est une suite de fonctions caractéristiques. Or elle converge simplement
vers 150y sur R? : d’aprés le théoréme de Paul-Lévy, 170y est donc une fonction caractéristique.

En particulier, elle est continue, ce qui, comme 1(0) = 1 # 0, nécessite que @ # 0 partout. O

Théoréme 2.2. Soit ¢ : RY — C* continue, telle que p(0) = 1. Alors :
(i) II existe une unique fonction logp € C(R%,C) telle que p = €8¢ et (log )(0) = 0.

n .

(ii) Pour toutn € N, il existe une unique fonction p» € C(R%, C*) telle que o= (0) = 1, p = (o)
elle vérifie cp% =%

(iii) Si une suite p,, € C(R? C*) vérific ©,n(0) = 1 et @, —  uniformément sur tout compact,
alors log ., — log ¢ uniformément sur tout compact.

Remarque. En prenant pour ¢ la fonction caractéristique ji d’'une mesure indéfiniment divisible, on
en déduit que, pour tout n € N, il existe une unique mesure de probabilités pu, telle que p;" = p :
¢’est Punique mesure de fonction caractéristique (i) .

12



Démonstration.

— Unicité dans (i) et (ii) :
Supposons que, sur un connexe D de R% contenant 0, on ait ¢ = ef = ef avec f(0) = f/(0) = 0.
Alors e/ /" = 1 sur D donc f — f € C(D,2inZ). Comme (f — f')(0) = 0 et comme f’ — f est
continue sur D connexe, a valeurs dans 2iwZ discret, on en déduit f = f’ sur D.

sur D, alors %/ est continue sur D (g ne s’annule

De méme, si p = g" = ¢g'" avec g(0) = ¢'(0) =
24 7

1
- ' ' in ' : X 2im
pas) et vérifie (£-)" =1 donc £ € C(D,e™ . % est continue sur D connexe, & valeurs dans e

discret et vérifie (%)(0) =1 : par conséquent, ¢’ = g sur D.

— Existence dans (i) et (ii) :
Montrons que log ¢ peut étre définie sur B(0, R) pour tout R > 0. Pour cela, appliquons le lemme
d’inversion locale & z — e en 0 (son jacobien en 0 vaut I5) : il existe des ouverts U et V, voisinages
de 0 et 1 respectivement, tels que

Yv:U — V
z — €7

soit un homéomorphisme. Considérons aussi la fonction

f:BO,R+1)x[0,R+1] — C*
p(x)

(.r) —

@(Wl‘)
f étant continue sur un compact, elle est uniformément continue : de plus, Vz, f(z, ||z]]) = 1. Comme
V' est un voisinage de 1, cela garantit que

o(z)

¢ ()
Quitte a remplacer § par d A1, on peut supposer é < 1. Montrons alors par récurrence que log ¢ est
définie sur toutes les B(0,n0) pour n € N vérifiant nd < R+1:

~ n.= 0 Faisons r = 0 : comme ¢(0) = 1, on obtient Yz € B(0,4), ¢(x) € V. Cela permet de définir
logp = ¢~1 o sur B(0,5).

36 >0:Ve € B(O,R+1),|r — ||z]|| < 6§ = eV

- n=mn+1Pour nd <|z|| < (n+1)d, considérons

) = o) (150) +07 | 22
o (o)
Par définition de ¢, f est bien définie puisque |||z| — nd| < 6 : de plus, f est continue, coincide
avec log ¢ sur 9B(0,nd), et vérifie de maniére évidente e/ = ¢ sur son domaine de définition. On
peut donc prolonger log ¢ par f sur B(0, (n + 1)J).
Remarquons alors que, pour n = L%J, on a nd > R : par conséquent, il est possible de définir
log ¢ sur B(0, R). Ceci étant valable pour tout R, on peut définir sans peine log ¢ sur R? en utilisant
la propriété d’unicité montrée plus haut.

— Preuve de (iii) :
Supposons que ¢, — @ uniformément sur tout compact. Alors, comme ¢ ne s’annule pas, ‘i;” —1

uniformément sur tout compact, soit el°8¥m=1°8¥ _ 1 Sojent a > 0 et V un ouvert contenant 1
tels que, de B(0,«) sur V, ¢ : z — €7 soit un homéomorphisme (leur existence est garantie par le
lemme d’inversion locale).

Soit K un compact contenant 0 : d’aprés ce qui précéde, les (elogw'"_logw)\ x sont a valeur dans
V & partir d'un rang M. Par conséquent, les (log ¢, —log ©)\ x sont & valeurs dans |J,,.,, B(2imn, a).
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Si on a pris « plus petit que 7, la continuité des log ¢,, —log ¢ et la contrainte (log ¢,, —log ¢)(0) = 0
impliquent que ces fonctions soient a valeur dans B(0, o). Par conséquent, on peut écrire

Vm > M,Vz € K, (log pm)(x) — (log ) (x) = ¢ " (%)

Montrons alors que log ¢,,, — log ¢ unformément sur K. ¢)~! est continue en 0 : pour tout € > 0, il
existe donc 1 > 0 tel que

lz—1<n= |~ () <e
Or, il existe M’ € N tel que

@m(x)

o e K > 0| 228 —1‘ < 1= |(log pm)(z) — (log #) (2)]| < ¢

On obtient bien la convergence uniforme sur K. O

Corollaire 2.3. Soit (u)ren une suite de mesures indéfiniment divisibles convergeant étroitement
vers une limite u. Alors p est elle-méme indéfiniment divisible.

Démonstration.
— Montrons que [i ne s’annule pas sur R? :

2
Soit n € N. On sait (cf. ci-dessus) que les fonctions |fx|™ sont des fonctions caractéristiques : de

—~ ~ . —2 ~ . ~ . —~
plus, comme (f1,) g i, ik — [t simplement done |g|™ — |u|% simplement. [i étant continue, |u|%
lest aussi : ainsi, d’aprés le théoréme de Paul-Lévy, c’est une fonction caractéristique.

Or (i

des propriétés, on obtient que u * ¥ = |fi|> ne s’annule pas : ainsi, 7 ne s’annule pas non plus.

2)” = |a]? = m/ : on en déduit que p * p est indéfiniment divisible. Appliquant la 2e

— Montrons que fiy — ji uniformément sur tout compact. Pour £ € R%, § € R?, on peut écrire

[in (& +0) — i (§)] < /Rd |€i<$’5> - 1| pn (dz) — /Rd |ei<l’5> — 1| w(dz)

i<z,6> _ 1‘

a cause de () © . Soit € > 0 : par convergence (dominée par 2) de |e vers 0, il existe

6,0, > 0 tel que

VheR b <6 = /R le?<®0> — 1] p(dx) < g

|h| <6, = / " <=0 — 1] p (d) < &
Rd

Or, si |h| < 0, alors il existe N € N tel que, pour n > N, |,(§ + h) — in(§)] < § + § pour tout
&€ € R? : ainsi, si h < min(y, .., 6n, ) alors |, (€ + h) — f1n (€)| < € pour tous n, &.

{Iin} est donc équi-uniformément continue : par le théoréme d’Ascoli, et comme R posséde une suite
exhaustive de compacts, elle est donc relativement compacte pour la convergence uniforme sur tout
compact. Or sa seule valeur d’adhérence possible pour cette convergence est fi : par conséquent,
[tn — fi uniformément sur tout compact.

— On peut donc appliquer le (iii) du théoréme et obtenir log iy — logi uniformément sur tout
L ~ . ~ .

compact : en particulier, pour tout n € N, = — ,u% simplement. u% est donc la fonction carac-

téristique d’une mesure v,, comme limite simple, continue de fonctions caractéristiques : v,, vérifie

v =, et p est donc indéfiniment divisible. O
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Lemme 2.4. Si u est indéfiniment divisible, il existe une unique famille (ut)teRJr de mesures indéfi-
niment divisibles telle que
(i) p' = et Vs, t € Ry, pl % p® = p'+s

(ii) t — pt est continue, c’est & dire : (t,) — t = pi» © ut.

Démonstration. D’aprés la remarque du théoréme 1.2, pour tout n € N, il existe une seule mesure

. 1 1 1 1 . . . o e s .
"candidate" pour pw : de plus, comme (pnm )*™ = pw», pun» est indéfiniment divisible, ce qui montre
bien I'existence-unicité de p' pour t = 1.

Ensuite, pour t = g € Qg la formule uf = (,u%)*p, associée a la propriété 1.1(2) permet de définir de

maniére unique pu’.

Enfin, pour ¢t € R, , posons ¢!(£) = et(1ogi) (&) . d’aprés la remarque de 1.2, ¢t est la fonction caracté-
ristique de p! pour tout t € Q4. Pour ¢ ¢ Q, soit (r,,) une suite de rationnels tendant vers ¢ : on a
/ﬁ = ™ — ' simplement, donc ¢! est la fonction caractéristique d'une (unique) mesure u® d’aprés
le théoréeme de Paul-Lévy.

Puis, les " étant indéfiniment divisibles, u! 1'est également d’aprés 1.3 : on a donc défini de maniére
unique p! pour t € Ry. La formule pt° = puf % u® se déduit alors simplement de la forme des fonctions
caractéristiques ¢*. O

Théoréme 2.5.

(1) Soit (X;)i>0 un processus de Lévy en loi. Alors, pour tout t > 0, la loi de Xy, Px,, est indéfini-
ment divisible et, si on pose = Px,, alors Px, = u’.

(ii) Réciproquement, si pu est une mesure indéfiniment divisible, alors il existe un processus de Léuvy
en loi (Xy) tel que, pour tout t > 0, Py, = pu’.

(iii) Si (X:) et (X}) sont deux processus de Lévy en loi tels que X3 () 1, alors (Xy) () (X)).

Démonstration.
— Preuve de (i) :
soient t € R4, n € N*. On peut écrire, comme Xy = 0,
n
Xe=(Xe=Xp_o)+ o+ (Xe = Xo) =) (Xiy— Xiz1y)
i=1
Or, (X;) étant un processus de Lévy, les variables (X:, — Xi-1,) sont indépendantes et de méme
loi Px, :ainsi, Px, = P¥", . ’ !

De plus, si on pose Px, = p, alors p est indéfiniment divisible et la famille (Px, );cr, est une famille
de mesures indéfiniment divisibles vérifiant Px,, = Px, *Px,_ (en effet, X, ¢ = (X35 — X) + X,
avec (Xi1s — Xs) indépendante de X, de méme loi que X;).

De plus, par continuité stochastique de (X3), t — Px, est continue : appliquant la propriété d’unicité
du lemme 2.4, on en déduit Py, = p' pour tout ¢ > 0.

— Preuve de (ii) :
Utilisons le théoréme d’extension de Kolmogorov pour construire un processus de Lévy en loi cor-
respondant & p sur l'espace mesurable ((R)®+ C) (C est la tribu engendrée par les cylindres). u
étant indéfiniment divisible, on a acces a la famille des (u*);>0; pour n > 0, et 0 < tg < t1 < .. < tp,
on pose

Vto,..,tn(BOXnXBn)_/( o 15, (y0) 1B, (Yo+y1)-- 1, (Yot +yn) ' (dyo) i " (dyn ).~ 7= (dyn)
R n+1
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Cette formule définit bien une mesure sur (R?)" ! (1, ;. est la mesure-image de

plo@pubr—t @ . @ putn~t=1 par (zq,..,2,) — (T, o + 1, .., To + .. + T, ) mesurable). De plus, pour
tout k € [1,n],

d
Vigyostn (B1 X . X By X R X Bpy1 X oo X Bp) = Vig, ity 1 tgrstn (Bo X oo X By X By1 X .. X By,)

En effet, si on prend By = R? dans la formule ci-dessus, on obtient, en utilisant (v * v')(B) =
[ 1s(z +y)v(de)/ (dy),

Vtg, . tn (B1 X .. X Bp_1 X RY x Biy1 X .. X By) =
/d 1,(y0)1B, (Yo+uy1)-1B,_, (Yot AYe—1)1B, Yo+ FYr—1F+Ye+1)-- 1B, Yo+ - FYr—1FYrs1+.FYn)
(]R )n

10 (dyo )™ 710 (dyy ) pu™ = T2 (dyp—y ) (5T s PR T (dygen ).t (dyn)

ce qui donne la formule désirée en remarquant pte+1 7tk 5 gt =te-1 = ptetr—tr—1,
On peut donc bien appliquer le théoréme d’extension : il existe sur ((R%)®+ C) une mesure de
probabilités v telle que

Vto, ., (B1 X .. x By) = v({w : Ry — R tq w(to) € Bo,..,w(ts) € Byn})
Soit (X;) le processus canonique sur ((RY)®+ C) : X;(w) = w(t). A cause de la définition par
mesure-image ci-dessus, on a pour tout f mesurable bornée

Elf(Xtgs -, X)) —/( . FWo, 50 + Y1, Yo + - 4 yn )" (dyo) " ~ (dyr) ..t~ (dyn)
R, n+1

En particulier, la loi de X; est bien u!. De plus,

E[f(Xt, — Xty -0 X, — Xt 1)) = /(Rd) FWo,y1s - yn) ™ (dyo) ' % (dyr ). ptr = (dyn)

Ainsi, la loi de (X, — Xy, | )1>i<n est @ p'*~f-1, ce qui montre la propriété des incréments

indépendants des processus de Lévy.

Il reste & montrer que (X;) est stochastiquement continu : soit ¢ € R4 et (t,) — ¢. On sait que

loi
| X: — X, (ed | X|t—¢,|| (on distingue les cas t < t,,t > t,); ainsi,

Ve > O,PHXt — th| > E] = P[|X|t7tn|| > 5]

Or, pour s, > 0,s, — 0, ]P’/XS\ = /737 = esn(081) 1 simplement donc Py, © do. Cela implique
(P) N
X, = 0 en effet, P[(X,,)1] 4 - +[(Xs,)al > €] <E[CL, £((X,,)i)] ot

fe:R — R

x €] —o00,—¢] — -1

x € g, +o0] —
]

x € [—e,e] —

oy =

fe étant continue, de valeur 0 en 0, on a E[f((X,,),)] — 0, ce dont on déduit

P(Xs, )1l +..+(Xs, )al > €] — 0soit (X,) B0 et (X)) il X¢. Ainsi, (X;) est stochastiquement

continu : c’est donc bien un processus de Lévy en loi.

Preuve de (iii) :
Soient (X:) et (X]) deux processus de Lévy en loi tels que X3 (o) X. Alors, d’apres (i), X; (e X/
pour tout ¢t > 0; il en découle que pour tous 0 <ty < t; < .. < iy,
(loi)
(X, X, = Xtg, o Xy, — X, ) = (XY

to’

Xi = X)Xty — X[ )
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. ¢ b1t tn—tn—1
puisque I[D(thaxtl—XtO;thn_th_l) :P)gl ®]P>);v1 0 ®®I[DX1 .
Ainsi, comme (Xy,, .., X, ) est fonction de (Xy,, Xt, — Xto, ., Xt,, — Xt,,_, ), on en déduit

W0 <ty <ty < oo < tny (Xigr o X0 ) 2 (X, XL

ce qui assure ’égalité en loi de (X3) et de (X).

Remarque. Sil'on n’exige pas que (X;) soit stochastiquement continu, pu = Px, est toujours indéfi-
niment divisible, mais il est possible que Px, # u!.

Soit (t;);er une base algébrique de R comme Q-espace vectoriel (le lemme de Zorn assure son exis-
tence) avec t;, = 1. On définit une application linéaire f sur R par f(1) = 1, f(t;) = 0si i # ig. f
vérifie donc Vs, t € RY, f(t +s) = f(t) + f(s). Posons X; = f(t).

(X:), par construction, est a accroissements indépendants; de plus, Py, = §; donc (Px, )" = &;. Mais,
si t € Vect(e;)izi,, Xt =0, soit Px, # d; dés que ¢t > 0.
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3 Des processus de Lévy en loi aux processus de Lévy

Théoréme 3.1. Soit (X;)i>0 un processus de Lévy en loi. Il existe un processus de Lévy (Y;)i>o tel
que Yt >0, X, "2'Y,.

Démonstration
Nous allons commencer par exprimer la condition de continuité en termes de nombres d’oscillations,
a l'aide des deux lemmes suivants.

Lemme 3.2. Soit

Qy = {w €Q:Vt>0, lim X (w) existe et ¥t >0, lim X (w) e:m'ste}
seQ,sTt s€eQ,s|t

Si P[Q2] =1 alors il existe (Y;)i>0 continu & droite avec limites a gauche, tel que ¥t > 0, X, 2y,

Démonstration.

Pour w € g, on pose Yi(w) = limseq, st Xs(w), et Yi(w) = 0 pour w ¢ Q. Yi(w) est continu pour
w ¢ Qg ; pour w € g, il est continu & droite.

En effet, soit £ > 0 et € > 0, il existe n; > 0 tel que Vs € [t,t + 7] N Q,[Vi(w) — Xs(w)| < 5

sis € [t,t+mn, il existe 15 €]0,|s — (t+1n:)|] tel que Vs’ € [s,5+ 1] NQ,|Ys(w) — Xo(w)| < 5. Ainsi,
on obtient

Vs e t,t+m)NQ, |V (w) — Ys(w)| < e

Par le méme raisonnement, on obtient 'existence de limites & gauches.
5. P
Enfin, si t > 0,5, € Q,(sn) | t, on sait que (X, ) £ Y; (par déf. de Y;) et (Xj,) &) X (par

continuité stochastique). Ainsi, X; =" Y;. O

Lemme 3.3. Soit M € P(RT) et w € Q. Sie > 0,n € N*, on dit que Yi(w) e-oscille n fois sur M si
g < .. <tp, €M tq¥ie[l,n],|Vs(w) —Ys_, (W) >¢€

et que Yi(w) e-oscille infiniment sur M si Yi(w) e-oscille n fois sur M pour tout n. On pose

1
0 = n {w €0 tqg Xi(w) n’E—oscille pas infiniment sur [0, N] N Q}
NeN,k>1

AN,k
Alors 11 C Q.

Démonstration.
Siw e M, sit, €Q, (t,) | ¢, alors Vk € N*,3ng € N tq Vn > no, | Xy, (W) — X3, (w)| < %+ (sinon,

t+— X;(w) $-oscillerait infiniment sur [0,%o] N Q). Le critére de Cauchy est donc satisfait par X;, (w),

puis limgeqg,s )1 Xs(w) existe. De méme, on montre Pexistence de limgeq,s1t Xs(w). O

On montre alors que, si (X;) est un processus de Lévy, P[A%mko] = 0 YNy, kg. Pour cela, soit pu la loi
de X;. On sait que p est indéfiniment divisible et que, pour tous s < ¢, la loi de X; — X, est u!=%. On

. . P A . o 1. C ..
sait aussi que X; t(—i; Xo (continuité stochastique), soit lim;_o u*(B(0, ﬁ) ) = 0. Ainsi,

No 1\¢ 1
L *tq Vit — ‘B — -
eN qVE[O,L],u < <O’4k0> ><4

18



Remarquons :

L
1 I—1)N ZN
A ke C U w € Q tq X¢(w) —-oscille infiniment sur Q RSV I Q

0,~0 = ko L

B,

car si Xy(w) n ki—oscﬂle au plus n; fois sur

sur [0, No] N Q.

Il est évident que By = (1,51 Bip ot By = {w € Q tq Xy (w) ——oscﬂle p fois sur [M BN Q};
comme Bj 1 C By, on obtient en fin de compte

[w, o] alors il 2 w-oscille au plus 37, ny + (L — 1) fois

PIAS, 1) < Z lim | P[By,]
= 1

Or, on dispose du

Lemme 3.4. A [ fizé, posons [w ZNO] NQ ={an,n € N} et
1
Bipn = {w € Q tqg Xt (w) k—-oscille p fois sur {am,, m < n}}
0

Alors P[Bypn] < 5.
By est 'union croissante des By, de maniére évidente, on obtient P[B; ] < 55, d’ou P[AS, ;. ] =0,
ce qui termine la preuve du théoréme.

%. Prouvons cette

Démonstration. Posons {am,,m < n} = {81 <..< By}, u = (l_lL)NO et v =
assertion par récurrence sur p :
— p=1 Posons :

Ch

1 1
{¥ie k=101 - Xl < et X, - Xl > 5|
0

2ko
D, = | X Xyl > — 1
k Br 4k

Les (Ck)1<k<n sont, par construction, disjoints et By 1, C Up_;{| X5, — Xu| > ﬁ} : en effet, si
| Xg, — Xg,| > ,%0, alors, soit | Xg, — X,| > ﬁ, soit | X, — X,| > ﬁ On en déduit (on considére
min{k : | Xg, — X,| > ﬁ}) que By 1, C Up_; Ck. Ainsi,

n n 1 1
B D X Xu X X
l,1n - U(Ckm k:)U U <{| Br — ‘ > — 2k }U{| Br — | < 4k0 })

k=1 k=1

Comme (|Xg, — Xu| > ﬁ) A (| X, — Xol < 5 ) = X, — Xo| > 4k , on obtient

1 n
Bl,l,n {|X - X, ‘ > 4]{}0} @] Q(Ck ﬂDk)

Ainsi, P[Bl,l,n] < ]P)“Xu —XU| > ﬁ] —|—ZZ:1 P[Ck ﬂDk]. Comme C}, € O'(Xgl —Xu, - Xp, _Xﬁk71)
alors que Dy € o(X, — X3, ), on a donc

PBiial < P {Xu - X > 41] + ip[ck]ml)k]

A\
=
i
S
&
A/~
L
B~

| =
[e=)
~——

Q
~—
+
M-
=
Q
ol
=

i
)
Eal
/-~
&
/~
N
S

o~| =
o
S~

Q
N~

1 1
< gD PGy <
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— p—1=p On pose :

1 1
F, = {Xt k—-oscille (p—1) fois sur {f, .., Ok}, mais n’k—-oscille pas (p — 1) fois sur {01, ..,ﬁk_l}}
0 0
1
G, = {Xt k—-oscille une fois sur {S, ..,Bn}}
0

Ona By ,1,n=Upy Fr, €t Bipn C Up—y(Fi NGi) (on coupe entre I'avant-derniére et la derniére
oscillation). Comme Fy € 0(Xg, — Xp,,.., Xg, — Xp,_,) et G € 0(Xp,,, — X, -, X5, — Xp,_,)
sont indépendants, et comme P[G] < 1 (on utilise le cas p=1), on en déduit

n n n n
1
P[Bipn] <Y PF:NGi] = Y PFPIGH] < 5 > PR U P[Bip-1,n]
k=1 k=1 k=1 k=1
d’ot P[Bp_1,n] < 2%, O
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4 Représentation des mesures indéfiniment divisibles : théo-
réme de Lévy-Khintchine

Théoréme 4.1.

(i) Si u est une loi indéfiniment divisible sur R? alors sa fonction caractéristique vérifie

~ 1 . ; .
i(z) = exp -5 < 2, Az > +i <7,z > +/d(6’<z’m> —1—i<z,0> 1y <iy(@)v(de) |, V2 € R¢
R

ot A est une matrice d x d symétrique positive, v € R? et v est une mesure sur R? telle que
v({0}) = 0 et / (22 A )(da) < oo (1)
Rd

(i) La représentation de p donnée en (i) par A, v et v est unique.

(i4i) Réciproquement, si A est une matrice d x d symétrique définie positive, si v est une mesure sur
R? satisfaisant (1) et v € RY, alors il eviste une loi indéfiniment divisible p dont la fonction
caractéristique est donnée par (1).

Définition 4.1. Le triplet (A, v, v) associé a p est appelé le triplet générateur de . A est la matrice
de covariance gaussienne de i, et v sa mesure de Lévy.

4.1 Preuve de 'unicité

Supposons que p est une mesure de probabilité dont la transformée de Fourier vérifie (1) avec A, v
ety. Pour ze R%et sc R, s >1,0n a:

1<52,x>

2 |e —1—i<sz,xz> 1{|x|§1}(x)| < |z|2|x|21{‘x|§1}(x) + 214513 (2)

Or L |ei<sze> 1 —j < sz,2> 14jz/<13(2)| — 0 quand s — oo. Donc, par convergence dominée :

1 ~ 1
2 log 1i(s2) 275 < z, Az >

A est ainsi déterminée de maniére unique par u.

1nx]

d
Posons alors ¢(z) = (log i) (z )+2 <z, Az > et p(dr) = 2¢(1— H

T,
j=1 "7

p est une mesure finie. En effet :

d d .
H sinx; < 9(d+1) ot 9d | 1 _ H Sln?j 0 (|x\2) pour  — 0

j=1 T
car
sinx 4 sinz; 1| 1
o =1 g@ +00ely et [T=0 =1-51> (@))°| +0(el) = 1= glal” + O(lel*)
J j=1 J j=1
On a alors :

P(z) —Y(z+w) = / (ei<z’x> —ef<EFtwr> g x> 1{|m‘§1}(a:)) v(de) —i < vy,w >
Rd
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Lemme 4.2.

Démonstration. Comme
€z<z,:c> _ ez<z+w,z> +i< w, T > 1{|$‘§1}(J})|

< (=€ i< w,r >+ [<w,z>[[1—e"7|) 1g<ay () + 214513 (2)

oo .
(i< z,x>)k
< <w| |x|2 + |w||z| Z B R 1{|x|§1}($) + 2.1{|x|>1}(a:)
k=1
< (lwlPlaf + |wl|zlli < 2,2 > [(e = 1)) 1{jaj<1y (2) + 2.1 (jz51) (@)
< (JwPlzf + 2lw||z?|2]) 1(z<1y (@) + 2151 ()

qui est intégrable, pour un z fixé, sur (w,z) € [~1;1]% x R? (pour la mesure produit dw ® v(dz)), on
peut appliquer Fubini :

/ (¥(z) — Y(z +w))dw / {/Rd (€27 — " <FHE> i <w, > Ly <y (@) v(da) | dw

— /Rd ei<z,z> l/[ 1 1]d(1 _ 6i<w,z>)dw I/(dl‘)

Il
Q,
A
X
8
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[\
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|
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8
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|
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—~

N
~—

O

p, mesure finie, est donc (d’aprés le lemme) déterminée de maniére unique par p (car la transformée
de Fourier caractérise la mesure). Or, si A est un borélien de R? ne contenant pas 0 :

d .
o) = [ tatewtdn) = [ a2 (1= T[22 )| otan)

y
j=1 "

Comme on impose dans ’énoncé du théoréme v({0}) = 0, on en déduit que v est également déterminée
de maniére unique par p. L’unicité de v en découle (sa valeur est fixée par Uexpression de i dans (1)
du (i) du théoréme).

4.2 Preuve de la réciproque

Soient A, v et v donnés avec les hypothéses du théoréme. Considérons la convolution d’un loi gaus-
sienne de matrice de covariance A et de moyenne 6 = v — flx|>1/n 21z <1y (x))v(de) (Iintégrale
converge par hypothése sur v ) avec une loi de Poisson composée de parameétres ¢ = M,, et

o(dr) = 7-1(z/>1/nyv(dz) avec M, = f{\x|>1/n} v(dx) > 0 (on a bien M,, < co par hypothése sur v,
o vérifie bien o({0}) = 0 et o est une mesure de probabilité).

La loi de Poisson composée de paramétres ¢ > 0 et o (avec o mesure de probabilité sur R? telle que
o({0}) = 0 ) est la mesure de probabilité sur R? de transformée de Fourier ji(z) = exp [c¢(7(z) — 1)] .
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La loi u, ainsi obtenue est donc indéfiniment divisible et vérifie :

In(z) = ¢dn(z) = exp -—% <z, Az >4 < 8,2>+(V(z) — 1)]

1
= exp —§<z,Az>+i<(5,z>+/
|z|> 5

(ei<z"r> -1) I/(daj)]

1 )
= exp|—3 <z, Az>+i<v,z>+ / (el<z’m> —l—i<z,z> 1{‘151}(30)) v(dz)

1
|=|> 5

Pour tout z, pour n — 0o, on a :

1 .
dn(z) — ¢(2) = exp -5 < 2, Az > +i <7,z > +/Rd (557> 1 —i < 2,2 > 1ya1<1y (2)) v(da)

Remarquons que z — ¢(z) est continue sur R? : en effet, on a
o0
> vl

k!
k=2

Vu e Ctqlul <1,]e" —1—u| = I2(e — 1) < |ul?

d’on :
|62<Z’m> —1—-1< Z,Tr > 1{|z\§1}(x)| < |Z|2|l‘|21{‘$|§1}(1‘) =+ 21{‘$|>1}(l’)

Pour tout a > 0, posons M = a?V 2 > 0 : pour tout |z| < a, ce qui précéde permet d’écrire
eI 1 — i< z,w > 1<y (@) < M(Jz> A1)

Par (1) et par le théoréme de convergence dominée, on en déduit la continuité de ¢ sur R%. ¢ est donc
une fonction continue, limite simple de fonctions caractéristiques : d’aprés le théoréme de Paul-Lévy,
c’est donc la fonction caractéristique d’une probabilité .

Celle-ci est alors la limite étroite de la suite de mesures indéfiniment divisibles (p,) : d’aprés le
corollaire 2.3, p est donc indéfiniment divisible. O

4.3 Preuve de 'existence

On part d’une loi g indéfiniment divisible. On cherche & montrer que ji prend la valeur donnée dans
(1) du théoréme. Pour cela on va exprimer p comme limite de lois de Poisson composées (dont on
sait qu’elles sont indéfiniment divisibles). Il est alors plus pratique de travailler avec des fonctions
continues : dans Iexpression (1) , on peut remplacer la fonction 1f,<13(2) par une fonction c(x)
continue bornée de R? dans R (on notera c(z) € Cy(RY)), a condition de modifier également la valeur de
. Pour ¢(x) continue bornée telle que ¢(z) = 1+ o(|z|) pour  — 0 et ¢(x) = O(1/|z|) pour |z| — o
on a:

P <7y,z> —|—/ (2" —1—i < z,2 > L1y, <ny(2)) v(dz)
Rd
=10 <Y,z > —|—/ (e<**> —1—i< z,2>c(z)) v(dz)
R4
avec Yo = 7 + Jpa @ (c(x) — Lyjz<1y(2)) v(dz). En effet g(z,x) = e'<**> —1 —i < z,x > c(x) vérifie

g(z,2) ~i < z,x > (1 —c(z)) = o(|z]?) = O(|z|?) pour z — 0 et g(2,2) = O(1) pour |z| — oco. Elle
est donc est intégrable par rapport a v(dz); de méme pour z(c(x) — 1ijz<13(x)).

Théoréme 4.3. Soit c(z) € Cp(RY) telle que c(z) = 1 + o(|z|) pour x — 0 et c(x) = O(1/|z|) pour
|z| — oo.
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Supposons que (fin)nen (pourn = 1,2...) soit une suite de mesures de probabilité indéfiniment divisibles
sur R? telles que pour tout n, fi, ait une représentation de Lévy-Khintchine de triplet générateur
(An,Vn, Bn)e. Supposons que w, converge étroitement vers p (avec p une mesure de probabilité sur
RY).
Alors p est indéfiniment divisible et i a la représentation de Lévy-Khintchine de triplet générateur
(A, v, B). vérifiant les conditions suivantes :

(i) Vf € Co(R?) , (avec Co(R?) I’ensemble des fonctions continues bornées de R? dans R tendant

vers 0 a l'infing)

lim [ f(z)vn(de) = | f(x)v(dr)

n—oo R4 Rd
(i1) Si A, . désignent les matrices symétriques positives vérifiant
<2, Ap ez >=<z,Apz > —|—/ < z,x >% v, (dx)
|z|<e
(la forme quadratique z —< z, Ap 2z > est en effet symétrique positive car A, est symétrique

positive, elle définit donc une unique matrice symétrique positive A, ¢) alors pour z € R?

hr%hmsup|<z Apez>—<z,Az>|=0.

(iii) Bn — B.

Preuve du théoréeme 4.3

Les p,, sont indéfiniment divisibles et p,, — p donc p est indéfiniment divisible et i ne s’annule pas.
Or, comme p,, — p, on en déduit que fi,(z) converge vers fi(z) uniformément sur tout compact, donc
log ft,, — log fi uniformément sur tout compact.

Lemme 4.4. La mesure p,(dz) = (|z|?> A Vv, (dz) est tendue, c’est-a-dire qu’elle est telle que :
(a) sup,, pn(RY) < oo

(b) lim;_, sup,, flw\>l pn(dz) =0

Démonstration.

— Preuve de (a) :
on pose g(z,z) = €'<**> — 1 —i < z,x > c(x). Comme c est continue bornée, g est continue en
(z,z). De plus, on a déja vu que g(z,x) est intégrable par rapport a v(dz). Donc (z,2) — g(z,x)
est intégrable sur [—h; h]¢ x R? (pour la mesure produit dz ® v(dz)). On applique donc Fubini (en
remarquant que par imparité : f[fh;h]di < Ve,z2>dz=0= f[fh;h]di < z,x > c(r)dz) :

- 1
7/ log i, (2)dz = 5/ < z,Apz > dz 7/ Vn(dx)/ g(z,x)dz
[—hsh]4 [—h;h]? R [—hsh]d

or — f[—}rh]d g(z,m)dz = f[_hAh]d(l — el )y =1 — H] L b";fw’ donc comme A, est une matrice
symétrique positive :

sin hx ;
- 1 dz > 1-— 2 ) v (d
[, ez en [ H | vatas)

Or log fi, — log i uniformément sur tout compact donc sur [—h; h]¢, ainsi le membre de gauche de
linégalité converge vers — f[—1~1]d log fi(2)dz quand n — oo.
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Soit m = inf,[(1 — szl Siz:j)(|x|2 A1)7!. On am > 0 : en effet, on a déja vu que pour z — 0,

(1-TI, Sigjjf) = 4|22+ O(|z|*). Pour h = 1 on a donc — [,_, 14 10g fin(2)dz > 2mp,(R?). En

découle le (a) du lemme.

— Preuve de (b) :
z — [(z) est continue et ne s’annule pas donc z — logi(z) est bien définie et continue, donc
continue en 0. Pour & > 0 il existe donc 7 > 0 tel que pour z € [—n;7]¢ |logfi(2)| < e.
Alors |ﬁ f[—h;h]d log fi(z)dz| < € pour h < 7.
Donc pour € > 0, il existe ng et hg tels que pour n > ng :

d .
hods
Og/ lfHM vp(de) <e
j:

Comme |z|? = Y |z;* < dsup;(|z;|?), pour |z| > 2% il existe donc un jo tel que |z;,| > 2/ho.

Alors
ﬁ sin hozj

Oxj

1 1

sin hox;, -
holz;| = 2

- hoxj,

vz .
ho }

1 sin hox;
_ < etV A
2 ‘/| ‘>2d1/2 Vn(dit) - ~/|z|>2d1/2 H hoxj V’ﬂ(dﬁ)

sin hox]
< / 1— H hoz; vp(de) < e

on intégre l'inégalité ci-dessus par rapport a v, sur {|z| > 2

pour n > ng.
1/2
Donc pour r = sup(th—o, 1) et pour n > ng on a |z|> A1 =1 pour |z| > 7 et

1 1 1
5/ pn(dz) = 5/ vn(dz) < 5/ 1/2 Vn(dz) <€
|z|>r |z|>r |z|>2dh—0

D’autre part, comme p,, est intégrable sur R%, pour tout n il existe I,, tel que

/ pn(dz) <€
|z|>1n

Pour | = sup(ly, ..., lny,7) on a donc flz\>l pn(dz) < 2e pour tout n, ce qui prouve le (b) du lemme.
O

Fin de la preuve du théoréme 4.3
L’ensemble p,, étant borné et tendu, il est relativement compact pour la convergence étroite (voir le
Corollaire 1.4). On peut donc en extraire une sous-suite
(e)

(Pni) = p
Posons v(dx) = (|z|* A1)~ tp(dz) avec v({0}) = 0.
Les u, ont par hypothése une représentation de Lévy-Khintchine de triplet (A, vy, 0n); elles sont
indéfiniment divisibles donc fi,, ne s’annule pas et on a

1

(E1) (logfin)(2) = -5 < 2, Apz > +i < B, 2 > —&—/g(z,x)%(dx)

1
—5 <2, Ancz >+ < Bz >+ e+ Jne

avec

1
he= [ (glao)+ 5 < ma =)o A1) pulde)
|z|<e
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oo = /| oz 2)([2f2 A 1)L (d).

Soit E'={e >0, [, =, p(dz) = 0}. Alors pour € € E :

z|=¢

.- /| o) (ol A1 ).
x|>€

li
k—o0

En effet, pour z fixé, g(z,z) est continue bornée en z. Et [1,5.(|#|> A1)7' <1V %. Donc

E>e|0 k—oo Rd

lim lim J,, .= / g(z, x)v(dx) = / g(z, z)v(dx).
Re—{0}
D’autre part : g(z,z) + 3 < z,2% >= o(|z|?) pour 2 — 0. Donc pour £ — 0

1 1
I <s , —<ze>?) ———|s R? 0
[Ine] < ;‘21 [(g(z 2)+5 <zw ) |x2AJ 5171Lppn( ) —

donc
lim sup |1, =0.
EILO Snp‘ n,e‘

De plus, on a vu que log i, — log i, donc en considérant dans (E1) séparément les parties réelle et
imaginaire, on obtient que, pour tout z,

lim lim <z, Ay, >
E>e|0k—oo ’

et
lim < B,,,z>
k—oo

existent et sont finies.
L:z— lim < B, 2>
k—oo

est (par passage a la limite simple) une forme linéaire sur R%, donc il existe un unique 3 tel que pour
tout z L(z) =< #,z >. Ainsi

A= k:lggo P

De méme,

¢:z— lim lim <z A4, .>
E>e|0k—oo ’

est une forme quadratique positive, donc il existe une unique matrice A symétrique positive telle que
pour tout z, (z) =< z, Az > .

En outre, ¢ —< 2, A4, .z > est croissante, donc on peut dans la limite s’affranchir de la contrainte
€ € F. En effet, E contient bien une suite tendant vers 0 puisque E°¢ est au plus dénombrable car p
est finie (Card{z, p({z}) > 1/n} < np(RY) < oo donc E¢ = U,{x, p({x}) > 1/n} est dénombrable) .
Ainsi

A=1lim lim A
210 koo * kS

On a donc obtenu )
log fi(z) = —3 <z, A>4+i<f,z> +/g(z,x)1/(dm).

1 a donc la représentation cherchée et (1), (2) et (3) sont vérifiés.

Fin de la preuve du théoréeme 4.1 (i)
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1 est une mesure de probabilité indéfiniment divisible. Soit ¢,, une suite de réels positifs strictement
tendant vers 0. Soit u,, la loi de Poisson composée de paramétres ¢ = ¢! et o = p'».

5 =" = [ (@ o),
R4—{0}

in(2) = e [ (a2 )]

(1
L tn
Pour n — oo on a :

n

1 ~ [1 ~
fin(2) = exp [t |:etn logfi(z) _ 1}] = exp | [t log 1i(2) + O(ti)]} — elosA) = fi(z)

donc ., converge étroitement vers .

Lin, loi de Poisson composée, a une représentation de Lévy-Khintchine

1
(A’ru Vnavn) = (07 t*MtTﬂ 0)

n

donc p a une représentation de Lévy-Khintchine de triplet générateur (A, v, 3). donné par le théoréme
4.3. On peut réécrire cette représentation sous la forme cherchée.

27



Références

[1] Ken-Iti Sato, Indefinitely divisible laws and Lévy processes, Cambridge Studies in Advan-
ced Mathematics 68, Cambridge University Press, 1999.

[2] P. Billingsley,Convergence of probability measures, Wiley series in Probability and Mathe-
matical Statistics, 1968.

[3] J.Lacroix, Chaines de Markov et processus de Poisson, DEA Probabilités et applications
(univ. Paris VI), 2001-2002,
www.proba. jussieu.fr/cours/dea/telehtml/telehtml.html

[4] Chung, Kai Lai, A Course in probability theory, Harcourt, Brace and World, 1968

28



