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Résumé

Ce mémoire expose les premiers résultats de la théorie des marches aléatoires sur Rd à temps
continu, les processus de Lévy. Un tel processus est entièrement déterminé par sa loi à l’instant 1,
qui constitue un exemple de loi indéfiniment divisible (elle est la convolution n-ième d’une autre
loi, pour tout n).

L’étude des lois indéfiniment divisibles permet d’en fournir une décompostion caractéristique,
appelée représentation de Lévy-Khintchine, comme convolution de trois termes aisément identi-
fiables : un terme de dérive (évolution de la valeur moyenne), un terme de diffusion (traduisant
un mouvement brownien) et un terme traduisant une évolution par "sauts" discontinus, analogue
à un processus de Poisson.
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Mémoire dirigé par F. Benaych-Georges
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1 Introduction : processus de Lévy et préliminaires

1.1 Processus de Lévy

1.1.1 Définition

Définition 1.1. Un processus aléatoire (Xt)t≥0 sur Rd ( Xt : (Ω, F ) → Rd ) est un processus de Lévy
s’il satisfait les conditions suivantes :

(i) Pour tout choix de n ≥ 1 et 0 ≤ t0 < t1 < ... < tn, les variables aléatoires Xt0 , Xt1 −Xt0 , Xt2 −
Xt1 , ..., Xtn −Xtn−1 sont indépendantes.

(ii) X0 = 0 ps.
(iii) La loi de Xs+t −Xs ne dépend pas de s.
(iv) (Xt) est continu en probabilité, c’est à dire que pour tout t ≥ 0 et pour tout ε > 0

lim
s→t

P [|Xs −Xt| > ε] = 0

(v) Il existe un ensemble Ω0 ∈ F tel que P[Ω0] = 1 et pour tout ω ∈ Ω0, Xt(ω) est continu à droite
en tout t ≥ 0 et a une limite à gauche en tout t > 0.

Un processus aléatoire vérifiant les conditions (i) à (iv) (on n’impose plus d’hypothèses de continuité)
est appelé processus de Lévy en loi.

Remarque. Un processus de Lévy en loi décrit de la manière la plus générale une marche aléatoire à
paramètre réel sur Rd : le mouvement après l’instant t ne dépend que de la position à cet instant, et la
loi d’évolution est invariante par translation d’espace (homgénéité spatiale) et de temps (homogénéité
temporelle).

1.1.2 Exemples de processus de Lévy

Mouvement brownien

Définition 1.2. Un processus aléatoire {Xt : t ≥ 0} sur Rd est un mouvement brownien si c’est un
processus de Lévy tel que :

(i) Pour tout t > 0, Xt suit une loi gaussienne de moyenne 0 et de matrice de covariance tId.
(ii) Il existe un ensemble Ω0 ∈ F tel que P[Ω0] = 1 et pour tout ω ∈ Ω0, Xt(ω) est continu en t.

Pour un loi gaussienne µ de matrice de covariance A, on a :

µ̂(z) = e−
1
2 <z,Az>

Processus de Poisson composés

Définition 1.3. Une loi de Poisson de moyenne c > 0 est définie par :

∀k ∈ N, µ({k}) = e−c c
k

k!

µ est une loi de Poisson de moyenne c > 0 si, pour tout z ∈ Rd

µ̂(z) = exp
(
c
(
eiz − 1

))
et µ est une loi de Poisson composée de paramètres (c, σ) (avec c > 0 et σ une mesure de probabilité
sur Rd telle que σ({0}) = 0) si, pour tout z ∈ Rd

µ̂(z) = exp(c(σ̂(z)− 1)).

Définition 1.4.
– Un processus aléatoire est un processus de Poisson de paramètre c > 0 si c’est un processus de Lévy

tel que pour tout t > 0, Xt suive une loi de Poisson de moyenne ct.
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– Un processus aléatoire est un processus de Poisson composé de paramètres (c > 0, σ) si c’est un
processus de Lévy tel que pour tout t > 0, Xt suive une loi de Poisson composée de paramètres
(ct, σ).

La loi de Poisson est un cas particulier de loi de Poisson composée obtenu pour d = 1 et σ = δ1
(mesure de Dirac au point 1 ).

Théorème 1.1. Soit (Nt)t≥0 un processus de Poisson de paramètre c > 0 et (Sn)n∈N une marche
aléatoire sur Rd définis sur un même ensemble de probabilité (Ω, F,P). On suppose de plus (Nt) et
(Sn) indépendants et que P[S1 = 0] = 0. Posons

Xt(ω) = SNt(ω)(ω).

Alors (Xt) est un processus de Poisson composé de paramètres c et σ avec σ la loi de S1.

Démonstration. Soient k ≥ 0 et 0 ≤ t0 < t1 < ... < tk. Soient B0, B1,...,Bk des boréliens de Rd.

P[Xt0 ∈ B0, Xt1 −Xt0 ∈ B1, ..., Xtk
−Xtk−1 ∈ Bk]

=
∑

n0,...,nk

P[Nt0 = n0, Nt1 −Nt0 = n1, ..., Ntk
−Ntk−1 = nk;

Sn0 ∈ B0, Sn1+n0 − Sn0 ∈ B1, ..., Sn0+...+nk
− Sn0+...+nk−1 ∈ Bk]

=
∑

n0,...,nk

P[Nt0 = n0, Nt1 −Nt0 = n1, ..., Ntk
−Ntk−1 = nk]

P[Sn0 ∈ B0, Sn1+n0 − Sn0 ∈ B1, ..., Sn0+...+nk
− Sn0+...+nk−1 ∈ Bk]

par indépendance de (Nt) et (Sn). On applique alors successivement la propriété d’ accroissements
indépendants (i) dans la définition des processus de Lévy et la propriété (iii) à (Nt) et (Sn) (la marche
aléatoire vérifie ces propriétés par construction et Nt est un processus de Lévy).

P[Xt0 ∈ B0, Xt1 −Xt0 ∈ B1, ..., Xtk
−Xtk−1 ∈ Bk]

=
∑

n0,...,nk

P[Nt0 = n0]P[Nt1 −Nt0 = n1]...P[Ntk
−Ntk−1 = nk]

P[Sn0 ∈ B0]P[Sn1+n0 − Sn0 ∈ B1]...P[Sn0+...+nk
− Sn0+...+nk−1 ∈ Bk] (i)

=
∑

n0,...,nk

P[Nt0 = n0]P[Nt1−t0 = n1]...P[Ntk−tk−1 = nk]

P[Sn0 ∈ B0]P[Sn1 ∈ B1]...P[Snk
∈ Bk] (iii)

Enfin, on se sert à nouveau de l’indépendance de (Nt) et (Sn) :

P[Xt0 ∈ B0, Xt1 −Xt0 ∈ B1, ..., Xtk
−Xtk−1 ∈ Bk]

= P[Xt0 ∈ B0]P [Xt1−t0 ∈ B1]...P [Xtk−tk−1 ∈ Bk].

Pour k = 1 et B0 = Rd on obtient P[Xt1−t0 ∈ B1] = P[Xt1 −Xt0 ∈ B1] (quels que soient 0 ≤ t0 < t1
et B1 borélien). Ainsi on en déduit (par ce qui précède) :

P[Xt0 ∈ B0, Xt1 −Xt0 ∈ B1, ..., Xtk
−Xtk−1 ∈ Bk]

= P[Xt0 ∈ B0]P[Xt1−t0 ∈ B1]...P[Xtk−tk−1 ∈ Bk]
= P[Xt0 ∈ B0]P[Xt1 −Xt0 ∈ B1]...P[Xtk

−Xtk−1 ∈ Bk]

donc (Xt) vérifie le (i) et (iii) de la définition des processus de Lévy.
(ii), (iv)et (v) sont évidents (par composition).
Enfin

P̂Xt(z) =
∞∑

n=0

P[Nt = n]E[ei<z,Sn>] =
∞∑

n=0

e−ct 1
n!

(ct)nσ̂(z)n = exp (ct(σ̂(z)− 1)) .
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1.2 Résultats préliminaires

1.2.1 Lois sur (Rd)R+ : le théorème de Kolmogorov

Théorème 1.2 (Kolmogorov).
Si une famille (µt1,..,tk

)t1,..,tk∈I,k≥1, où µt1,..,tk
est une mesure de probabilité sur (Rk,B(Rk)), satisfait

∀t1, .., tk, .., tn ∈ I,∀B1, ..Bk−1, Bk+1, .., Bn ∈ B(R),

µt1,..,tn
(B1 × ..×Bk−1 × R×Bk+1 × ..×Bn) = µt1,..,tk−1,tk+1,..,tn

(B1 × ..×Bk−1 ×Bk+1 × ..×Bn)

alors il existe une unique mesure de probabilités notée P sur (RI ,F), où F est la tribu des cylindres
de RI

F = σ({f ∈ RI : f(t1) ∈ B1, .., f(tk) ∈ Bk}, ti ∈ I,Bi ∈ B(RI))

telle que

∀t1, .., tk ∈ I,∀B1, ..Bk ∈ B(R), µt1,..,tk
(B1 × ..×Bk) = P({f ∈ RI : f(t1) ∈ B1, .., f(tk) ∈ Bk})

Démonstration.
– Cas I = N∗ :

On peut définir P sur la classe monotone C = {H × RN,H ∈ B(Rk), k ≥ 1} : si A = Ak × RN, avec
Ak ∈ B(Rk), posons P(A) = µ1,..,n(Ak×Rn−k) pour tout n ≥ k gràce à la propriété de compatibilité.

De manière évidente, P(RN) = 1 ; de plus, si B = Bl × RN est disjoint de A, alors Ak × Rn−k et
Bl × Rn−l sont disjoints pour n ≥ k ∨ l d’où P(A ∪B) = P(A) + P(B).

Enfin, si (Ak)k∈N est une suite décroissante de C, telle que
⋂

k A
k = ∅, montrons

(P(Ak))k≥0 −→ 0.
Pour cela, supposons que P(Ak) > ε pour tout k ; on pose Ak = Bk × RN avec Bk ∈ B(Rnk) et
(nk)k∈N strictement croissante. Pour tout k, µ1,..,nk

(Bk) > ε donc il existe un compact de Rnk ,
Kk ⊂ Bk tel que

µ1,..,nk
(Bk \Kk) <

ε

2k+1

On pose Lk =
⋂

l≤k(Kl × RN). Lk est dans C , et vérifie P(Ak \ Lk) ≤
∑k

l=1 µ1,..,l(Bl \Kl) < ε/2.
Or P(Ak) > ε, donc P(Lk) > 0 et Lk 6= ∅.

Il existe alors un élément dans
⋂

k L
k : en effet, Lk est de la forme K ′

k ×RN où K ′
k est un compact

de Rnk et K ′
k+1 ⊂ K ′

k ×Rnk+1−nk . Soit (xk
0 , .., x

k
nk

) ∈ K ′
k, on pose xk = (xk

0 , .., x
k
nk
, 0, ..). Pour tout

n, {xk
n, k ≥ 0} est relativement compact donc (compacité d’un produit quelconque de compacts)

(xk)k≥0 −→ x : comme ∀0 ≤ l ≤ k, xk ∈ Ll on en déduit x ∈
⋂

k L
k ⊂

⋂
k A

k 6= ∅.

Ainsi, P vérifie les propriétés d’une mesure sur la classe C, qui est stable par intersections et engendre
F comme tribu : on en déduit que P est une probabilité sur F , qui vérifie

µt1,y..,tk
(B1 × ..×Bk) = P({f ∈ RI : f(t1) ∈ B1, .., f(tk) ∈ Bk}

– Cas général : la tribu F est constituée exactement d’ensembles de la forme {f ∈ RI tq (f(tn))n∈N ∈
H} pour (tn) ∈ RN,H ∈ FN (les ensembles de cette forme forment une tribu, qui contient les cy-
lindres et qui est engendrée par eux). Si on nomme P(tn) la mesure sur RN que l’on peut construire
à partir de la famille de mesures (µts1 ,..,tsk

)s1,..,sk∈N,k≥1, on peut poser
P({f ∈ RI tq (f(tn))i∈N ∈ H}) = P(tn)(H)
La condition de compatibilité garantissant que cette définition ne dépend pas de la suite (tn) décri-
vant correctement l’ensemble choisi, il est alors facile de vérifier que P est une probabilité sur (RI ,F),
et qu’elle est unique (elle est définie de manière unique sur la classe monotone des cylindres).
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1.2.2 Convergences de mesures et théorème de Paul-Lévy

Définition 1.5. Soient (µn)n∈N, µ des mesures positives sur (Rd,B(Rd)). On dit que :

– (µn) converge étroitement vers µ (notation (µn)
(e)−→ µ) si

∀f ∈ Cb(Rd),
∫
fdµn −→

n→∞

∫
fdµ

– (µn) converge vaguement vers µ (notation (µn)
(v)−→ µ) si

∀f ∈ CC(Rd),
∫
fdµn −→

n→∞

∫
fdµ

Ici, Cb(Rd) (resp. CC(Rd)) désigne l’ensemble des fonctions continues bornées (resp. à support compact)
de Rd dans R.

Remarque. Dans le cas présent (mesures signées sur Rd), il est facile de montrer que

(µn)
(v)−→ µ⇔ ∀f ∈ C0(Rd),

∫
fdµn −→

n→∞

∫
fdµ

où C0(Rd) désigne l’ensemble des fonctions continues sur Rd tendant vers 0 à l’infini.

Définition 1.6. Soit {µi, i ∈ I} un ensemble de mesures positives sur (Rd,B(Rd)). On dit que :
– {µi} est borné si supi∈I µi(Rd) <∞
– {µi} est tendu si

∀ε > 0,∃K compact tq sup
i∈I

µi(KC) < ε

ou encore
lim

t→+∞

(
sup
i∈I

µi

(
(B(0, t))C

))
= 0

Propriétés 1.3. Sur l’ensemble des mesures positives sur (Rd,B(Rd)) :
(i) La convergence étroite est plus forte que la convergence vague ;
(ii) Tout ensemble borné de mesures positives {µi, i ∈ I} est séquentiellement relativement compact

pour la convergence vague ;

(iii) Si {µn, n ∈ N} est un ensemble tendu de mesures de probabilité et si (µn)
(v)→ µ, alors (µn)

(e)→ µ ;

Démonstration.
– (i) : évident

– Preuve de (ii) :
Considérons une suite {fk} de fonctions continues à support compact qui soit dense dans Cc(Rd).
Une telle suite existe par séparabilité de Cc(Rd). En effet, notons Cn le sous-ensemble de CC(Rd) des
fonctions continues à support sur B(0, n). Cn est séparable : soit Dn une partie dénombrable dense
de Cn. Comme CC(Rd) =

⋃
n≥0 Cn, D =

⋃
n≥0Dn est une partie dénombrable dense de CC(Rd)

(pour ‖.‖∞)

Soit (µn)n∈N une suite d’éléments de l’ensemble {µi}. Pour chaque k, la suite (
∫
fkdµn)n≥0 est

bornée par M ||fk||∞. On peut donc extraire de µn par procédé diagonal une sous-suite µnj telle
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que pour tout k la suite (
∫
fkdµnj

)j≥0 converge vers un complexe que l’on notera I(fk). f → I(f)
est une forme linéaire (par linéarité de l’intégrale) continue (et de norme ||I|| ≤ M) sur le sous-
espace vectoriel dense F engendré par la famille {fk, k ≥ 0} (car |I(fk)| ≤ M ||fk||∞, les µn étant
des mesures bornées), donc uniformément continue. Il existe donc un unique prolongement de I au
Banach F̄ donc à Cc(Rd). I est alors une forme linéaire continue positive sur Cc(Rd) (et ||I|| ≤M).
Par le théorème de représentation de Riesz, à la forme linéaire continue positive I sur Cc(Rd)
correspond une unique mesure de Radon positive µ.

∀f ∈ Cc(Rd), I(f) = µ(f) =
∫
fdµ

Et par densité des fk :

∀f ∈ Cc(Rd),
∫
fdµnj

→ I(f) =
∫
fdµ

donc µnj
converge vaguement vers µ.

En effet pour ε > 0 et f ∈ Cc(Rd), il existe k tel que ||fk − f ||∞ ≤ ε. Il existe alors N tel que pour
j > N |

∫
fkdµnj − I(fk)| ≤ ε. Alors∣∣∣∣∫ fdµnj − I(f)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫ fkdµnj −

∫
fdµnj

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ fkdµnj − I(fk)
∣∣∣∣+ |I(fk)− I(f)|

≤ ||fk − f ||∞
∫
dµnj + ε+ |I(fk − f)|

≤ ε+ 2M ||fk − f ||∞ ≤ (2M + 1)ε

– Preuve de (iii) :

(1) Montrons que µn(Rd) → µ(Rd). Considérons une suite de fonctions φl ∈ Cc(Rd) qui converge en
croissant vers 1 et vaut 1 sur la boule de rayon l. Par Fatou

µ(1) = µ(limφl) ≤ lim inf µ(φl) ≤ 1

(en effet µ(φl) = limn→∞ µn(φl) ≤ 1 car les φl sont dans Cc(Rd) et les µn sont des mesures de
probabilité).
D’autre part, par hypothèse sur µn ({µn} est tendu), pour ε > 0, il existe M tel que

sup
n
µn

(
([−M ;M ]d)c

)
≤ ε.

Or pour l assez grand φl ≥ 1[−M ;M ]d . donc

1− µn(φl) = µn(1− φl) ≤ µn(1− 1[−M ;M ]d) ≤ ε

soit
µn(φl) ≥ 1− ε

donc

µ(1) = µ(limφl) ≥ lim sup
l

µ(φl)

= lim sup
l

lim
n→∞

µn(φl) ≥ 1− ε

Donc µ(1) = 1 = limµn(1) (car µn(1) = 1).

(2)Sachant que µn converge vaguement vers µ et que µn(Rd) → µ(Rd), montrons que µn converge
étroitement vers µ.
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Soit f une fonction continue bornée. Soit φl ∈ CC(Rd) définie comme précédemment. fφl est alors
une fonction de Cc(Rd) et

lim
n→∞

µn(fφl) = µ(fφl)

lim
n→∞

µn(φl) = µ(φl)

lim
l
µ(φl) = µ(1) = 1

Soit ε > 0. Il existe L tel que pour l ≥ L

|µ(φl)− µ(1)| ≤ ε

On fixe l = L. Il existe alors N tel que pour n > N on ait

|µn(1)− µ(1)| ≤ ε , |µn(fφl)− µ(fφl)| ≤ ε et |µn(φl)− µ(φl)| ≤ ε

Pour l = L et n > N on a donc

|µn(f)− µ(f)| ≤ |µn(f)− µn(fφl)|+ |µn(fφl)− µ(fφl)|+ |µ(fφl)− µ(f)|
≤ ||f ||∞

[
|µn(1)− µn(φl)|+ |µ(1)− µ(φl)|

]
+ |µn(fφl)− µ(fφl)|

≤ ε||f ||∞ + ε+ ||f ||∞
[
|µn(1)− µ(1)|+ |µ(φl)− µ(1)|+ |µn(φl)− µ(φl)|

]
≤ (4||f ||∞ + 1)ε

Donc µn converge étroitement vers µ.

Corollaire 1.4.

(i) Si {µn} est une suite tendue de mesures de probabilité sur Rd ie telle que

lim
M→∞

sup
n
µn

(
([−M ;M ]d)c

)
= 0,

alors {µn} possède une sous-suite qui converge étroitement.

(ii) Si {ρn} est une suite bornée tendue de mesures positives Rd alors {ρn} possède une sous-suite
qui converge étroitement.

Démonstration.
– (i) : On applique successivement les propriétés (ii) et (iii) précédentes.
– (ii) : Premier cas : ρn(Rd) → 0. Le résultat est évident.

Deuxième cas : quitte à extraire une première fois, on peut supposer que m0 = infn ρn(Rd) > 0.
Posons µn(dx) = ρn(dx)

ρn(Rd)
. Les µn sont des mesures de probabilité telles que

lim
M→∞

sup
n
µn

(
([−M ;M ]d)c

)
= 0

car µn

(
([−M ;M ]d)c

)
≤ ρn

(
([−M ;M ]d)c

)
m0

et la famille {ρn} est tendue.
Par le corollaire (i) on en déduit qu’on peut extraire des µn une sous-suite convergeante µnk

(au
sens de la convergence étroite). Or la suite réelle des ρnk

(Rd) est bornée, donc quitte à extraire
encore une fois, on peut la supposer convergente (étroitement). Ainsi ρnk

(dx) = µnk
(dx)ρnk

(Rd)
converge étroitement vers une mesure finie ρ.

Théorème 1.5 (Paul-Lévy). Soit (µn)n∈N une suite de mesures de probabilités.
Si µ̂n(z) converge simplement vers une fonction φ(z) et si φ(z) est continue en 0, alors φ(z) est la

fonction caractéristique d’une loi µ avec µn
(e)→ µ.
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Démonstration.

Lemme 1.6. {µn} est tendue :

lim
M→∞

sup
n
µn

(
([−M ;M ]d)c

)
= 0

Preuve du lemme
Pour u > 0, par Fubini,

1
ud

∫
[−u;u]d

(1− µ̂n(z))dz =
1
ud

∫
Rd

[∫
[−u;u]d

(1− ei < z, x >)dz

]
µn(dx)

=
1
ud

∫
Rd

[
2dud −

d∏
k=1

(
2 sin(uxk)

xk

)]
µn(dx)

= 2d

∫
Rd

(
1−

d∏
k=1

(
sin(uxk)
uxk

))
µn(dx)

≥ 2d

∫
{∃j,|uxj |≥2}

(
1−

d∏
k=1

(
sin(uxk)
uxk

))
µn(dx)

≥ 2d

∫
{∃j,|uxj |≥2}

(
1− 1

2

)
µn(dx)

≥ 2d−1µn

(
∪d

j=1{|uxj | ≥ 2}
)

= 2d−1µn

((
[−2/u; 2/u]d

)c)
Posons Tn,u = 1

ud

∫
[−u;u]d

(1− µ̂n(z))dz. Effectuons le changement de variable z = ux :

Tn,u =
∫

[−1;1]d
(1− µ̂n(ux))dx

(1− µ̂n(ux)) converge simplement vers 1− φ(ux) quand n→∞. Or |1− µ̂n(ux)| ≤ 2 (car µn est une
mesure de probabilité). Donc par convergence dominée, pour u > 0 : Tn,u →

∫
[−1;1]d

(1 − φ(ux))dx
quand n→∞.
D’autre part φ(ux) converge simplement vers φ(0) quand u → 0 par continuité de φ en 0. Or |1 −
φ(ux)| ≤ 2 (car φ est la limite des µ̂n et |µ̂n| ≤ 1 ). Donc par convergence dominée :∫

[−1;1]d
(1− φ(ux))dx→

∫
[−1;1]d

(1− φ(0))dx = 0

(pour tout n µ̂n(0) = µn(Rd) = 1 donc φ(0) = 1 ).
Soit ε > 0. Il existe donc η > 0 tel que pour tout 0 < u ≤ η∣∣∣∣∣

∫
[−1;1]d

(1− φ(ux))dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

On fixe u = η. Par ce qui précède, on sait qu’il existe N tel que pour n ≥ N∣∣∣∣∣Tn,η −
∫

[−1;1]d
(1− φ(ηx)) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε

Finalement, on obtient que pour tout ε > 0 il existe η > 0 et N tel que pour tout n ≥ N et pour tout
0 < u ≤ η on ait

µn

(([
− 2
u

;
2
u

]d
)c)

≤ µn

(([
−2
η
;
2
η

]d
)c)

≤ 1
2d−1

Tn,η ≤
1

2d−1
2ε
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soit
lim
u→0

sup
n
µn

(
([−2/u; 2/u]d)c

)
≤ 21−d2ε.

Preuve du théorème
on applique le lemme ci-dessus et le corollaire (i) à µn. On en déduit que {µn} possède une sous-suite
µnj qui converge étroitement vers une mesure µ, soit pour tout z

µ̂nj
(z) → µ̂(z)

Or par hypothèse µ̂nj
(z) → φ(z), donc par unicité de la limite, pour tout z

φ(z) = µ̂(z)

Et alors φ(z) est la fonction caractéristique de la loi µ : celle-ci vérifie µn
(e)→ µ car (µ̂n) → µ̂ simplement.
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2 Lois indéfiniment divisibles

Définition 2.1. Une mesure de probabilités µ sur Rd est dite indéfiniment divisible si, pour tout
n ∈ N, il existe une mesure de probabilités ν telle que

µ = ν ∗ .. ∗ ν︸ ︷︷ ︸
n fois

= ν∗n

Remarque. Comme ν̂∗n = ν̂n, cette définition équivaut à ce que µ̂ soit la puissance n-ième d’une
fonction caractéristique pour tout n.

Exemples.
– Les distributions de Dirac en un point sont indéfiniment divisibles (δ∗na = δna)

– Les lois gaussiennes et les lois de Poisson (simples ou composées) sont indéfiniment divisibles : en
effet, on obtient leurs racines n-ièmes pour la convolution en divisant leur paramètre par n.

– Les lois uniformes ne le sont pas : en effet, leurs fonctions caractéristiques s’annulent. Ceci est im-
possible pour une loi indéfiniment divisible, comme on va le voir ci-dessous...

Propriétés 2.1.
(i) Si µ, ν sont indéfiniment divisibles, alors µ ∗ ν l’est également.
(ii) Si µ est indéfiniment divisible, alors µ̂ ne s’annule pas sur Rd.

Démonstration.
– (i) : si, ∀n ∈ N, µ = µ∗nn , ν = ν∗nn , alors µ ∗ ν = (µn ∗ νn)∗n par commutativité de la convolution.

– (ii) : si µ est indéfiniment divisible, il est évident que la mesure symétrique de µ, µ∨, définie par
µ∨(A) = µ(−A), l’est aussi : µ∗µ∨ l’est donc également. Or µ̂∨(ξ) = µ̂(ξ) donc µ̂ ∗ µ∨(ξ) = |µ̂(ξ)|2.

Soit n ∈ N et µn telle que µ∗nn = µ. On a (µn ∗ µ∨n)∗n = µ ∗ µ∨, soit |µ̂n(ξ)|2n = |µ̂(ξ)|2. Ainsi,

|µ̂|
2
n = µ̂n ∗ µ∨n

Par conséquent, (|µ̂|
2
n )n∈N est une suite de fonctions caractéristiques. Or elle converge simplement

vers 1{bµ6=0} sur Rd : d’après le théorème de Paul-Lévy, 1{bµ6=0} est donc une fonction caractéristique.
En particulier, elle est continue, ce qui, comme µ̂(0) = 1 6= 0, nécessite que µ̂ 6= 0 partout.

Théorème 2.2. Soit ϕ : Rd → C∗ continue, telle que ϕ(0) = 1. Alors :
(i) Il existe une unique fonction logϕ ∈ C(Rd,C) telle que ϕ = elog ϕ et (logϕ)(0) = 0.

(ii) Pour tout n ∈ N, il existe une unique fonction ϕ
1
n ∈ C(Rd,C∗) telle que ϕ

1
n (0) = 1, ϕ = (ϕ

1
n )n :

elle vérifie ϕ
1
n = e

log ϕ
n .

(iii) Si une suite ϕm ∈ C(Rd,C∗) vérifie ϕm(0) = 1 et ϕm → ϕ uniformément sur tout compact,
alors logϕm → logϕ uniformément sur tout compact.

Remarque. En prenant pour ϕ la fonction caractéristique µ̂ d’une mesure indéfiniment divisible, on
en déduit que, pour tout n ∈ N, il existe une unique mesure de probabilités µn telle que µ∗nn = µ :
c’est l’unique mesure de fonction caractéristique (µ̂)

1
n .
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Démonstration.
– Unicité dans (i) et (ii) :

Supposons que, sur un connexe D de Rd contenant 0, on ait ϕ = ef = ef ′ avec f(0) = f ′(0) = 0.
Alors ef−f ′ = 1 sur D donc f − f ′ ∈ C(D, 2iπZ). Comme (f − f ′)(0) = 0 et comme f ′ − f est
continue sur D connexe, à valeurs dans 2iπZ discret, on en déduit f = f ′ sur D.

De même, si ϕ = gn = g′
n avec g(0) = g′(0) = 1 sur D, alors g′

g est continue sur D (g ne s’annule

pas) et vérifie ( g′

g )n = 1 donc g′

g ∈ C(D, e
2iπ
n Z). g′

g est continue sur D connexe, à valeurs dans e
2iπ
n Z

discret et vérifie ( g′

g )(0) = 1 : par conséquent, g′ = g sur D.

– Existence dans (i) et (ii) :
Montrons que logϕ peut être définie sur B(0, R) pour tout R > 0. Pour cela, appliquons le lemme
d’inversion locale à z 7→ ez en 0 (son jacobien en 0 vaut I2) : il existe des ouverts U et V , voisinages
de 0 et 1 respectivement, tels que

ψ : U −→ V

z 7−→ ez

soit un homéomorphisme. Considérons aussi la fonction

f : B(0, R+ 1)× [0, R+ 1] −→ C∗

(x, r) 7−→ ϕ(x)
ϕ( r

‖x‖x)

f étant continue sur un compact, elle est uniformément continue : de plus, ∀x, f(x, ‖x‖) = 1. Comme
V est un voisinage de 1, cela garantit que

∃δ > 0 : ∀x ∈ B(0, R+ 1), |r − ‖x‖| ≤ δ =⇒ ϕ(x)

ϕ
(

r
‖x|x

) ∈ V
Quitte à remplacer δ par δ∧ 1, on peut supposer δ < 1. Montrons alors par récurrence que logϕ est
définie sur toutes les B(0, nδ) pour n ∈ N vérifiant nδ < R+ 1 :
– n = 0 Faisons r = 0 : comme ϕ(0) = 1, on obtient ∀x ∈ B(0, δ), ϕ(x) ∈ V . Cela permet de définir

logϕ = ψ−1 ◦ ϕ sur B(0, δ).

– n⇒ n+ 1 Pour nδ ≤ ‖x‖ ≤ (n+ 1)δ, considérons

f(x) = (logϕ)
(
nδ

‖x‖
x

)
+ ψ−1

 ϕ(x)

ϕ
(

nδ
‖x‖x

)


Par définition de δ, f est bien définie puisque |‖x‖ − nδ| ≤ δ : de plus, f est continue, coïncide
avec logϕ sur ∂B(0, nδ), et vérifie de manière évidente ef = ϕ sur son domaine de définition. On
peut donc prolonger logϕ par f sur B(0, (n+ 1)δ).

Remarquons alors que, pour n = bR+1
δ c, on a nδ > R : par conséquent, il est possible de définir

logϕ sur B(0, R). Ceci étant valable pour tout R, on peut définir sans peine logϕ sur Rd en utilisant
la propriété d’unicité montrée plus haut.

– Preuve de (iii) :
Supposons que ϕm → ϕ uniformément sur tout compact. Alors, comme ϕ ne s’annule pas, ϕm

ϕ → 1
uniformément sur tout compact, soit elog ϕm−log ϕ → 1. Soient α > 0 et V un ouvert contenant 1
tels que, de B(0, α) sur V , ψ : z 7→ ez soit un homéomorphisme (leur existence est garantie par le
lemme d’inversion locale).

Soit K un compact contenant 0 : d’après ce qui précède, les (elog ϕm−log ϕ)\K sont à valeur dans
V à partir d’un rang M. Par conséquent, les (logϕm−logϕ)\K sont à valeurs dans

⋃
n∈Z B(2iπn, α).
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Si on a pris α plus petit que π, la continuité des logϕm−logϕ et la contrainte (logϕm−logϕ)(0) = 0
impliquent que ces fonctions soient à valeur dans B(0, α). Par conséquent, on peut écrire

∀m ≥M,∀x ∈ K, (logϕm)(x)− (logϕ)(x) = ψ−1

(
ϕm(x)
ϕ(x)

)
Montrons alors que logϕm → logϕ unformément sur K. ψ−1 est continue en 0 : pour tout ε > 0, il
existe donc η > 0 tel que

|x− 1| < η ⇒ |ψ−1(x)| < ε

Or, il existe M ′ ∈ N tel que

∀x ∈ K,∀m ≥M ′,

∣∣∣∣ϕm(x)
ϕ(x)

− 1
∣∣∣∣ < η ⇒ |(logϕm)(x)− (logϕ)(x)| < ε

On obtient bien la convergence uniforme sur K.

Corollaire 2.3. Soit (µk)k∈N une suite de mesures indéfiniment divisibles convergeant étroitement
vers une limite µ. Alors µ est elle-même indéfiniment divisible.

Démonstration.
– Montrons que µ̂ ne s’annule pas sur Rd :

Soit n ∈ N. On sait (cf. ci-dessus) que les fonctions |µ̂k|
2
n sont des fonctions caractéristiques : de

plus, comme (µk)
(e)→ µ, µ̂k → µ̂ simplement donc |µ̂k|

2
n → |µ̂| 2n simplement. µ̂ étant continue, |µ̂| 2n

l’est aussi : ainsi, d’après le théorème de Paul-Lévy, c’est une fonction caractéristique.

Or (|µ̂| 2n )n = |µ̂|2 = µ̂ ∗ µ∨ : on en déduit que µ ∗ µ∨ est indéfiniment divisible. Appliquant la 2e
des propriétés, on obtient que µ̂ ∗ µ∨ = |µ̂|2 ne s’annule pas : ainsi, µ̂ ne s’annule pas non plus.

– Montrons que µ̂k → µ̂ uniformément sur tout compact. Pour ξ ∈ Rd, δ ∈ Rd, on peut écrire

|µ̂n(ξ + δ)− µ̂n(ξ)| ≤
∫

Rd

∣∣ei<x,δ> − 1
∣∣µn(dx) →

∫
Rd

∣∣ei<x,δ> − 1
∣∣µ(dx)

à cause de (µn)
(e)→ µ. Soit ε > 0 : par convergence (dominée par 2) de |ei<x,δ> − 1| vers 0, il existe

δ, δn > 0 tel que

∀h ∈ Rd, |h| < δ ⇒
∫

Rd

∣∣ei<x,δ> − 1
∣∣µ(dx) <

ε

2

|h| < δn ⇒
∫

Rd

∣∣ei<x,δ> − 1
∣∣µn(dx) < ε

Or, si |h| < δ, alors il existe N ∈ N tel que, pour n ≥ N , |µ̂n(ξ + h) − µ̂n(ξ)| < ε
2 + ε

2 pour tout
ξ ∈ Rd : ainsi, si h < min(δ0, .., δN , δ) alors |µ̂n(ξ + h)− µ̂n(ξ)| < ε pour tous n, ξ.

{µ̂n} est donc équi-uniformément continue : par le théorème d’Ascoli, et comme R possède une suite
exhaustive de compacts, elle est donc relativement compacte pour la convergence uniforme sur tout
compact. Or sa seule valeur d’adhérence possible pour cette convergence est µ̂ : par conséquent,
µ̂n → µ̂ uniformément sur tout compact.

– On peut donc appliquer le (iii) du théorème et obtenir log µ̂k → log µ̂ uniformément sur tout
compact : en particulier, pour tout n ∈ N, µ̂k

1
n → µ̂

1
n simplement. µ̂

1
n est donc la fonction carac-

téristique d’une mesure νn comme limite simple, continue de fonctions caractéristiques : νn vérifie
ν∗nn = µ, et µ est donc indéfiniment divisible.
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Lemme 2.4. Si µ est indéfiniment divisible, il existe une unique famille (µt)t∈R+ de mesures indéfi-
niment divisibles telle que

(i) µ1 = µ et ∀s, t ∈ R+, µ
t ∗ µs = µt+s ;

(ii) t 7→ µt est continue, c’est à dire : (tn) → t⇒ µtn
(e)→ µt.

Démonstration. D’après la remarque du théorème 1.2, pour tout n ∈ N, il existe une seule mesure
"candidate" pour µ

1
n : de plus, comme (µ

1
nm )∗m = µ

1
n , µ

1
n est indéfiniment divisible, ce qui montre

bien l’existence-unicité de µt pour t = 1
n .

Ensuite, pour t = p
q ∈ Q+, la formule µt = (µ

1
q )∗p, associée à la propriété 1.1(2) permet de définir de

manière unique µt.

Enfin, pour t ∈ R+, posons ϕt(ξ) = et(log bµ)(ξ) : d’après la remarque de 1.2, ϕt est la fonction caracté-
ristique de µt pour tout t ∈ Q+. Pour t /∈ Q+, soit (rn) une suite de rationnels tendant vers t : on a
µ̂rn = ϕrn → ϕt simplement, donc ϕt est la fonction caractéristique d’une (unique) mesure µt d’après
le théorème de Paul-Lévy.

Puis, les µrn étant indéfiniment divisibles, µt l’est également d’après 1.3 : on a donc défini de manière
unique µt pour t ∈ R+. La formule µt+s = µt ∗µs se déduit alors simplement de la forme des fonctions
caractéristiques ϕt.

Théorème 2.5.
(i) Soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy en loi. Alors, pour tout t ≥ 0, la loi de Xt, PXt

, est indéfini-
ment divisible et, si on pose µ = PX1 , alors PXt

= µt.

(ii) Réciproquement, si µ est une mesure indéfiniment divisible, alors il existe un processus de Lévy
en loi (Xt) tel que, pour tout t ≥ 0, PXt

= µt.

(iii) Si (Xt) et (X ′
t) sont deux processus de Lévy en loi tels que X1

(loi)
= X ′

1, alors (Xt)
(loi)
= (X ′

t).

Démonstration.
– Preuve de (i) :

soient t ∈ R+, n ∈ N∗. On peut écrire, comme X0 = 0,

Xt = (Xt −Xt− t
n
) + ..+ (X t

n
−X0) =

n∑
i=1

(X i
n t −X i−1

n t)

Or, (Xt) étant un processus de Lévy, les variables (X i
n t −X i−1

n t) sont indépendantes et de même
loi PX t

n

: ainsi, PXt
= P∗nX t

n

.

De plus, si on pose PX1 = µ, alors µ est indéfiniment divisible et la famille (PXt)t∈R+ est une famille
de mesures indéfiniment divisibles vérifiant PXt+s = PXt ∗ PXs (en effet, Xt+s = (Xt+s −Xs) +Xs,
avec (Xt+s −Xs) indépendante de Xs, de même loi que Xt).

De plus, par continuité stochastique de (Xt), t 7→ PXt
est continue : appliquant la propriété d’unicité

du lemme 2.4, on en déduit PXt = µt pour tout t ≥ 0.

– Preuve de (ii) :
Utilisons le théorème d’extension de Kolmogorov pour construire un processus de Lévy en loi cor-
respondant à µ sur l’espace mesurable ((Rd)R+ , C) (C est la tribu engendrée par les cylindres). µ
étant indéfiniment divisible, on a accès à la famille des (µt)t≥0 ; pour n ≥ 0, et 0 ≤ t0 < t1 < .. < tn,
on pose

νt0,..,tn
(B0×..×Bn) =

∫
(Rd)n+1

1B0(y0)1B1(y0+y1)..1Bn
(y0+..+yn)µt0(dy0)µt1−t0(dy1)..µtn−tn−1(dyn)
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Cette formule définit bien une mesure sur (Rd)n+1 (νt0,..,tn
est la mesure-image de

µt0 ⊗µt1−t0 ⊗ ..⊗µtn−tn−1 par (x0, .., xn) 7→ (x0, x0 + x1, .., x0 + ..+ xn) mesurable). De plus, pour
tout k ∈ J1, nK,

νt0,..,tn
(B1× ..×Bk−1×Rd×Bk+1× ..×Bn) = νt0,..,tk−1,tk+1,..,tn

(B0× ..×Bk−1×Bk+1× ..×Bn)

En effet, si on prend Bk = Rd dans la formule ci-dessus, on obtient, en utilisant (ν ∗ ν′)(B) =∫
1B(x+ y)ν(dx)ν′(dy),

νt0,..,tn
(B1 × ..×Bk−1 × Rd ×Bk+1 × ..×Bn) =∫

(Rd)n

1B0(y0)1B1(y0+y1)..1Bk−1(y0+..+yk−1)1Bk+1(y0+..+yk−1+yk+1)..1Bn
(y0+..+yk−1+yk+1+..+yn)

µt0(dy0)µt1−t0(dy1)..µtk−1−tk−2(dyk−1)(µtk+1−tk ∗ µtk−tk−1)(dyk+1)..µtn−tn−1(dyn)

ce qui donne la formule désirée en remarquant µtk+1−tk ∗ µtk−tk−1 = µtk+1−tk−1 .
On peut donc bien appliquer le théorème d’extension : il existe sur ((Rd)R+ , C) une mesure de
probabilités ν telle que

νt0,..,tn(B1 × ..×Bn) = ν({ω : R+ → Rd tq ω(t0) ∈ B0, .., ω(tn) ∈ Bn})

Soit (Xt) le processus canonique sur ((Rd)R+ , C) : Xt(ω) = ω(t). A cause de la définition par
mesure-image ci-dessus, on a pour tout f mesurable bornée

E[f(Xt0 , .., Xtn
)] =

∫
(Rd)n+1

f(y0, y0 + y1, .., y0 + ..+ yn)µt0(dy0)µt1−t0(dy1)..µtn−tn−1(dyn)

En particulier, la loi de Xt est bien µt. De plus,

E[f(Xt1 −Xt0 , .., Xtn −Xtn−1)] =
∫

(Rd)n

f(y0, y1, .., yn)µt0(dy0)µt1−t0(dy1)..µtn−tn−1(dyn)

Ainsi, la loi de (Xti − Xti−1)1≥i<n est
⊗n

i=1 µ
ti−ti−1 , ce qui montre la propriété des incréments

indépendants des processus de Lévy.

Il reste à montrer que (Xt) est stochastiquement continu : soit t ∈ R+ et (tn) → t. On sait que

|Xt −Xtn
| (loi)

= |X|t−tn|| (on distingue les cas t < tn, t ≥ tn) ; ainsi,

∀ε > 0,P[|Xt −Xtn
| > ε] = P[|X|t−tn|| > ε]

Or, pour sn ≥ 0, sn → 0, P̂Xsn
= µ̂sn = esn(log bµ) → 1 simplement donc PXsn

(e)→ δ0. Cela implique

Xsn

(P )→ 0 : en effet, P[|(Xsn)1|+ ..+ |(Xsn)d| > ε] ≤ E[
∑d

i=1 fε((Xsn)i)] où

fε : R −→ R
x ∈]−∞,−ε] 7−→ −1
x ∈ [ε,+∞[ 7−→ 1

x ∈ [−ε, ε] 7−→ x

ε

fε étant continue, de valeur 0 en 0, on a E[f((Xsn)i)] → 0, ce dont on déduit

P[|(Xsn)1|+ ..+ |(Xsn)d| > ε] → 0 soit (Xsn)
(P )→ 0 et (Xtn)

(P )→ Xt. Ainsi, (Xt) est stochastiquement
continu : c’est donc bien un processus de Lévy en loi.

– Preuve de (iii) :

Soient (Xt) et (X ′
t) deux processus de Lévy en loi tels que X1

(loi)
= X ′

1. Alors, d’après (i), Xt
(loi)
= X ′

t

pour tout t ≥ 0 ; il en découle que pour tous 0 ≤ t0 < t1 < .. < tn,

(Xt0 , Xt1 −Xt0 , .., Xtn −Xtn−1)
(loi)
= (X ′

t0 , X
′
t1 −X ′

t0 , .., X
′tn −X ′

tn−1
)
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puisque P(Xt0 ,Xt1−Xt0 ,..,Xtn−Xtn−1 ) = Pt0
X1

⊗ Pt1−t0
X1

⊗ ..⊗ Ptn−tn−1
X1

.
Ainsi, comme (Xt0 , .., Xtn) est fonction de (Xt0 , Xt1 −Xt0 , .., Xtn −Xtn−1), on en déduit

∀0 ≤ t0 < t1 < .. < tn, (Xt0 , .., Xtn)
(loi)
= (X ′

t0 , .., X
′
tn

)

ce qui assure l’égalité en loi de (Xt) et de (X ′
t).

Remarque. Si l’on n’exige pas que (Xt) soit stochastiquement continu, µ = PX1 est toujours indéfi-
niment divisible, mais il est possible que PXt

6= µt.

Soit (ti)i∈I une base algébrique de R comme Q-espace vectoriel (le lemme de Zorn assure son exis-
tence) avec ti0 = 1. On définit une application linéaire f sur R par f(1) = 1, f(ti) = 0 si i 6= i0. f
vérifie donc ∀s, t ∈ R+, f(t+ s) = f(t) + f(s). Posons Xt = f(t).
(Xt), par construction, est à accroissements indépendants ; de plus, PX1 = δ1 donc (PX1)

t = δt. Mais,
si t ∈ Vect(ei)i 6=i0 , Xt = 0, soit PXt

6= δt dès que t > 0.
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3 Des processus de Lévy en loi aux processus de Lévy

Théorème 3.1. Soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy en loi. Il existe un processus de Lévy (Yt)t≥0 tel
que ∀t ≥ 0, Xt

p.s.
= Yt.

Démonstration
Nous allons commencer par exprimer la condition de continuité en termes de nombres d’oscillations,
à l’aide des deux lemmes suivants.

Lemme 3.2. Soit

Ω2 =
{
ω ∈ Ω : ∀t > 0, lim

s∈Q,s↑t
Xs(ω) existe et ∀t ≥ 0, lim

s∈Q,s↓t
Xs(ω) existe

}
Si P[Ω2] = 1 alors il existe (Yt)t≥0 continu à droite avec limites à gauche, tel que ∀t ≥ 0, Xt

p.s.
= Yt.

Démonstration.
Pour ω ∈ Ω2, on pose Yt(ω) = lims∈Q,s↓tXs(ω), et Yt(ω) = 0 pour ω /∈ Ω2. Yt(ω) est continu pour
ω /∈ Ω2 ; pour ω ∈ Ω2, il est continu à droite.
En effet, soit t ≥ 0 et ε > 0, il existe ηt > 0 tel que ∀s ∈ [t, t+ ηt] ∩Q, |Yt(ω)−Xs(ω)| < ε

2 . De plus,
si s ∈ [t, t+ ηt[, il existe ηs ∈]0, |s− (t+ ηt)|] tel que ∀s′ ∈ [s, s+ ηs]∩Q, |Ys(ω)−Xs′(ω)| < ε

2 . Ainsi,
on obtient

∀s ∈ [t, t+ ηt] ∩Q, |Yt(ω)− Ys(ω)| < ε

Par le même raisonnement, on obtient l’existence de limites à gauches.
Enfin, si t ≥ 0, sn ∈ Q, (sn) ↓ t, on sait que (Xsn

)
p.s.−→ Yt (par déf. de Yt) et (Xsn

)
(P )−→ Xt (par

continuité stochastique). Ainsi, Xt
p.s.
= Yt.

Lemme 3.3. Soit M ∈ P(R+) et ω ∈ Ω. Si ε > 0, n ∈ N∗, on dit que Yt(ω) ε-oscille n fois sur M si

∃t0 < .. < tn ∈M tq ∀i ∈ J1, nK, |Yti
(ω)− Yti−1(ω)| > ε

et que Yt(ω) ε-oscille infiniment sur M si Yt(ω) ε-oscille n fois sur M pour tout n. On pose

Ω1 =
⋂

N∈N,k≥1

{
w ∈ Ω tq Xt(ω) n’

1
k
-oscille pas infiniment sur [0, N ] ∩Q

}
︸ ︷︷ ︸

AN,k

Alors Ω1 ⊂ Ω2.

Démonstration.
Si ω ∈ Ω1, si tn ∈ Q, (tn) ↓ t, alors ∀k ∈ N∗,∃n0 ∈ N tq ∀n ≥ n0, |Xtn(ω) − Xtn0

(ω)| ≤ 1
k (sinon,

t 7→ Xt(ω) 1
k -oscillerait infiniment sur [0, t0]∩Q). Le critère de Cauchy est donc satisfait par Xtn

(ω),
puis lims∈Q,s↓tXs(ω) existe. De même, on montre l’existence de lims∈Q,s↑tXs(ω).

On montre alors que, si (Xt) est un processus de Lévy, P[AC
N0,k0

] = 0 ∀N0, k0. Pour cela, soit µ la loi
de X1. On sait que µ est indéfiniment divisible et que, pour tous s < t, la loi de Xt−Xs est µt−s. On
sait aussi que Xt

(P )−→
t→0

X0 (continuité stochastique), soit limt→0 µ
t(B(0, 1

4k0
)C) = 0. Ainsi,

∃L ∈ N∗ tq ∀t ∈
[
0,
N0

L

]
, µt

(
B

(
0,

1
4k0

)C
)
<

1
4
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Remarquons :

AC
N0,k0

⊂
L⋃

l=1

{
ω ∈ Ω tq Xt(ω)

1
k0

-oscille infiniment sur
[
(l − 1)N0

L
,
lN0

L

]
∩Q

}
︸ ︷︷ ︸

Bl

car si Xt(ω) n’ 1
k0

-oscille au plus nl fois sur [ (l−1)N0
L , lN0

L ] alors il 1
k0

-oscille au plus
∑

l nl +(L−1) fois
sur [0, N0] ∩Q.
Il est évident que Bl =

⋂
p≥1Bl,p où Bl,p = {ω ∈ Ω tq Xt(ω) 1

k0
-oscille p fois sur [ (l−1)N0

L , lN0
L ] ∩Q} ;

comme Bl,p+1 ⊂ Bl,p, on obtient en fin de compte

P[AC
N0,k0

] ≤
L∑

l=1

lim
p→∞

↓ P[Bl,p]

Or, on dispose du

Lemme 3.4. À l fixé, posons [ (l−1)N0
L , lN0

L ] ∩Q = {αn, n ∈ N} et

Bl,p,n =
{
ω ∈ Ω tq Xt(ω)

1
k0

-oscille p fois sur {αm,m ≤ n}
}

Alors P[Bl,p,n] ≤ 1
2p .

Bl,p est l’union croissante des Bl,p,n de manière évidente, on obtient P[Bl,p] ≤ 1
2p , d’où P[AC

N0,k0
] = 0,

ce qui termine la preuve du théorème.

Démonstration. Posons {αm,m ≤ n} = {β1 < .. < βn}, u = (l−1)N0
L et v = lN0

L . Prouvons cette
assertion par récurrence sur p :
– p = 1 Posons :

Ck =
{
∀i ∈ J1, k − 1K, |Xβi −Xu| ≤

1
2k0

et |Xβk
−Xu| >

1
2k0

}
Dk =

{
|Xβk

−Xv| >
1

4k0

}
Les (Ck)1≤k≤n sont, par construction, disjoints et Bl,1,n ⊂

⋃n
k=1{|Xβk

− Xu| > 1
2k0

} : en effet, si
|Xβk

−Xβl
| > 1

k0
, alors, soit |Xβk

−Xu| > 1
2k0

, soit |Xβl
−Xu| > 1

2k0
. On en déduit (on considère

min{k : |Xβk
−Xu| > 1

2k0
}) que Bl,1,n ⊂

⋃n
k=1 Ck. Ainsi,

Bl,1,n ⊂
n⋃

k=1

(Ck ∩Dk) ∪
n⋃

k=1

({
|Xβk

−Xu| >
1

2k0

}
∪
{
|Xβk

−Xv| ≤
1

4k0

})
Comme (|Xβk

−Xu| > 1
2k0

) ∧ (|Xβk
−Xv| ≤ 1

4k0
) ⇒ |Xu −Xv| > 1

4k0
, on obtient

Bl,1,n ⊂
{
|Xu −Xv| >

1
4k0

}
∪

n⋃
k=1

(Ck ∩Dk)

Ainsi, P[Bl,1,n] ≤ P[|Xu−Xv| > 1
4k0

]+
∑n

k=1 P[Ck∩Dk]. Comme Ck ∈ σ(Xβ1−Xu, .., Xβ1−Xβk−1)
alors que Dk ∈ σ(Xv −Xβk

), on a donc

P[Bl,1,n] ≤ P
[
|Xu −Xv| >

1
4k0

]
+

n∑
k=1

P[Ck]P[Dk]

≤ µv−u

(
B

(
0,

1
4k0

)C
)

+
n∑

k=1

P[Ck]µv−βk

(
B

(
0,

1
4k0

)C
)

≤ 1
4

+
n∑

k=1

P[Ck]
1
4
≤ 1

2

puisque 0 ≤ v − βk ≤ v − u = N0
L .
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– p− 1 ⇒ p On pose :

Fk =
{
Xt

1
k0

-oscille (p− 1) fois sur {β1, .., βk}, mais n’
1
k0

-oscille pas (p− 1) fois sur {β1, .., βk−1}
}

Gk =
{
Xt

1
k0

-oscille une fois sur {βk, .., βn}
}

On a Bl,p−1,n =
⋃n

k=1 Fk, et Bl,p,n ⊂
⋃n

k=1(Fk ∩Gk) (on coupe entre l’avant-dernière et la dernière
oscillation). Comme Fk ∈ σ(Xβ2 −Xβ1 , .., Xβk

−Xβk−1) et Gk ∈ σ(Xβk+1 −Xβk
, .., Xβn −Xβn−1)

sont indépendants, et comme P[Gk] ≤ 1
2 (on utilise le cas p=1), on en déduit

P[Bl,p,n] ≤
n∑

k=1

P[Fk ∩Gk] =
n∑

k=1

P[Fk]P[Gk] ≤ 1
2

n∑
k=1

P[Fk] =
1
2

P

[
n⋃

k=1

Fk

]
=

1
2

P[Bl,p−1,n]

d’où P[Bl,p−1,n] ≤ 1
2p .
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4 Représentation des mesures indéfiniment divisibles : théo-
rème de Lévy-Khintchine

Théorème 4.1.

(i) Si µ est une loi indéfiniment divisible sur Rd alors sa fonction caractéristique vérifie

µ̂(z) = exp
[
−1

2
< z,Az > +i < γ, z > +

∫
Rd

(ei<z,x> − 1− i < z, x > 1{|x|≤1}(x))ν(dx)
]
,∀z ∈ Rd

où A est une matrice d× d symétrique positive, γ ∈ Rd et ν est une mesure sur Rd telle que

ν({0}) = 0 et
∫

Rd

(|x|2 ∧ 1)ν(dx) <∞ (1)

(ii) La représentation de µ donnée en (i) par A, ν et γ est unique.

(iii) Réciproquement, si A est une matrice d× d symétrique définie positive, si ν est une mesure sur
Rd satisfaisant (1) et γ ∈ Rd, alors il existe une loi indéfiniment divisible µ dont la fonction
caractéristique est donnée par (1).

Définition 4.1. Le triplet (A, ν, γ) associé à µ est appelé le triplet générateur de µ. A est la matrice
de covariance gaussienne de µ, et ν sa mesure de Lévy.

4.1 Preuve de l’unicité

Supposons que µ est une mesure de probabilité dont la transformée de Fourier vérifie (1) avec A, ν
etγ. Pour z ∈ Rd et s ∈ R, s > 1, on a :

1
s2
∣∣ei<sz,x> − 1− i < sz, x > 1{|x|≤1}(x)

∣∣ ≤ |z|2|x|21{|x|≤1}(x) + 2.1{|x|>1}(x)

Or 1
s2 |ei<sz,x> − 1− i < sz, x > 1{|x|≤1}(x)| → 0 quand s→∞. Donc, par convergence dominée :

1
s2

log µ̂(sz) −→
s→∞

−1
2
< z,Az >

A est ainsi déterminée de manière unique par µ.

Posons alors ψ(z) = (log µ̂)(z)+
1
2
< z,Az > et ρ(dx) = 2d(1−

d∏
j=1

sinxj

xj
)ν(dx).

ρ est une mesure finie. En effet :∣∣∣∣∣∣2d

1−
d∏

j=1

sinxj

xj

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2(d+1) et 2d

1−
d∏

j=1

sinxj

xj

 = O
(
|x|2
)

pour x→ 0

car

sinxj

xj
= 1− 1

6
(xj)2 +O(|x|4) et

d∏
j=1

sinxj

xj
= 1− 1

6

 d∑
j=1

(xj)2

+O(|x|4) = 1− 1
6
|x|2 +O(|x|4)

On a alors :

ψ(z)− ψ(z + w) =
∫

Rd

(
ei<z,x> − ei<z+w,x> + i < w, x > 1{|x|≤1}(x)

)
ν(dx)− i < γ,w >
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Lemme 4.2. ∫
[−1;1]d

(ψ(z)− ψ(z + w))dw = ρ̂(z)

Démonstration. Comme∣∣ei<z,x> − ei<z+w,x> + i < w, x > 1{|x|≤1}(x)
∣∣

≤
(∣∣1− ei<w,x> + i < w, x >

∣∣+ |< w, x >|
∣∣1− ei<z,x>

∣∣)1{|x|≤1}(x) + 2.1{|x|>1}(x)

≤

(
|w|2|x|2 + |w||x|

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

(i < z, x >)k

k!

∣∣∣∣∣
)

1{|x|≤1}(x) + 2.1{|x|>1}(x)

≤
(
|w|2|x|2 + |w||x||i < z, x > |(e− 1)

)
1{|x|≤1}(x) + 2.1{|x|>1}(x)

≤
(
|w|2|x|2 + 2|w||x|2|z|

)
1{|x|≤1}(x) + 2.1{|x|>1}(x)

qui est intégrable, pour un z fixé, sur (w, x) ∈ [−1; 1]d × Rd (pour la mesure produit dw ⊗ ν(dx)), on
peut appliquer Fubini :

∫
[−1;1]d

(ψ(z)− ψ(z + w))dw =
∫

[−1;1]d

[∫
Rd

(
ei<z,x> − ei<z+w,x> + i < w, x > 1{|x|≤1}(x)

)
ν(dx)

]
dw

=
∫

Rd

ei<z,x>

[∫
[−1;1]d

(1− ei<w,x>)dw

]
ν(dx)

=
∫

Rd

ei<z,x>

2d

1−
d∏

j=1

sinxj

xj

 ν(dx)
= ρ̂(z)

ρ, mesure finie, est donc (d’aprés le lemme) déterminée de manière unique par µ (car la transformée
de Fourier caractérise la mesure). Or, si A est un borélien de Rd ne contenant pas 0 :

ν(A) =
∫

Rd

1A(x)ν(dx) =
∫

Rd

1A(x)

2d

1−
d∏

j=1

sinxj

xj

−1

ρ(dx)

Comme on impose dans l’énoncé du théorème ν({0}) = 0, on en déduit que ν est également déterminée
de manière unique par µ. L’unicité de γ en découle (sa valeur est fixée par l’expression de µ̂ dans (1)
du (i) du théorème).

4.2 Preuve de la réciproque

Soient A, ν et γ donnés avec les hypothèses du théorème. Considérons la convolution d’un loi gaus-
sienne de matrice de covariance A et de moyenne δ = γ −

∫
|x|>1/n

x1{|x|≤1}(x))ν(dx) (l’intégrale
converge par hypothèse sur ν ) avec une loi de Poisson composée de paramètres c = Mn et
σ(dx) = 1

Mn
1{|x|>1/n}ν(dx) avec Mn =

∫
{|x|>1/n} ν(dx) > 0 (on a bien Mn <∞ par hypothèse sur ν,

σ vérifie bien σ({0}) = 0 et σ est une mesure de probabilité).

La loi de Poisson composée de paramètres c > 0 et σ (avec σ mesure de probabilité sur Rd telle que
σ({0}) = 0 ) est la mesure de probabilité sur Rd de transformée de Fourier µ̂(z) = exp [c(σ̂(z)− 1)] .
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La loi µn ainsi obtenue est donc indéfiniment divisible et vérifie :

µ̂n(z) = φn(z) = exp
[
−1

2
< z,Az > +i < δ, z > +(ν̂(z)− 1)

]
= exp

[
−1

2
< z,Az > +i < δ, z > +

∫
|x|> 1

n

(
ei<z,x> − 1

)
ν(dx)

]

= exp

−1
2
< z,Az > +i < γ, z > +

∫
|x|> 1

n

(
ei<z,x> − 1− i < z, x > 1{|x|≤1}(x)

)
ν(dx)


Pour tout z, pour n→∞, on a :

φn(z) → φ(z) = exp
[
−1

2
< z,Az > +i < γ, z > +

∫
Rd

(
ei<z,x> − 1− i < z, x > 1{|x|≤1}(x)

)
ν(dx)

]
Remarquons que z 7→ φ(z) est continue sur Rd : en effet, on a

∀u ∈ C tq |u| ≤ 1, |eu − 1− u| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=2

uk

k!

∣∣∣∣∣ ≤ |u|2(e− 1) ≤ |u|2

d’où : ∣∣ei<z,x> − 1− i < z, x > 1{|x|≤1}(x)
∣∣ ≤ |z|2|x|21{|x|≤1}(x) + 2.1{|x|>1}(x)

Pour tout a > 0, posons M = a2 ∨ 2 > 0 : pour tout |z| ≤ a, ce qui précède permet d’écrire∣∣ei<z,x> − 1− i < z, x > 1{|x|≤1}(x)
∣∣ ≤M(|x|2 ∧ 1)

Par (1) et par le théorème de convergence dominée, on en déduit la continuité de φ sur Rd. φ est donc
une fonction continue, limite simple de fonctions caractéristiques : d’après le théorème de Paul-Lévy,
c’est donc la fonction caractéristique d’une probabilité µ.
Celle-ci est alors la limite étroite de la suite de mesures indéfiniment divisibles (µn) : d’après le
corollaire 2.3, µ est donc indéfiniment divisible.

4.3 Preuve de l’existence

On part d’une loi µ indéfiniment divisible. On cherche à montrer que µ̂ prend la valeur donnée dans
(1) du théorème. Pour cela on va exprimer µ comme limite de lois de Poisson composées (dont on
sait qu’elles sont indéfiniment divisibles). Il est alors plus pratique de travailler avec des fonctions
continues : dans l’expression (1) , on peut remplacer la fonction 1{|x|≤1}(x) par une fonction c(x)
continue bornée de Rd dans R (on notera c(x) ∈ Cb(Rd)), à condition de modifier également la valeur de
γ. Pour c(x) continue bornée telle que c(x) = 1 + o(|x|) pour x→ 0 et c(x) = O(1/|x|) pour |x| → ∞
on a :

i < γ, z > +
∫

Rd

(
ei<z,x> − 1− i < z, x > 1{|x|≤1}(x)

)
ν(dx)

= i < γc, z > +
∫

Rd

(
ei<z,x> − 1− i < z, x > c(x)

)
ν(dx)

avec γc = γ +
∫

Rd x
(
c(x)− 1{|x|≤1}(x)

)
ν(dx). En effet g(z, x) = ei<z,x> − 1− i < z, x > c(x) vérifie

g(z, x) ∼ i < z, x > (1 − c(x)) = o(|x|2) = O(|x|2) pour x → 0 et g(z, x) = O(1) pour |x| → ∞. Elle
est donc est intégrable par rapport à ν(dx) ; de même pour x(c(x)− 1{|x|≤1}(x)).

Théorème 4.3. Soit c(x) ∈ Cb(Rd) telle que c(x) = 1 + o(|x|) pour x → 0 et c(x) = O(1/|x|) pour
|x| → ∞.
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Supposons que (µn)n∈N (pour n = 1, 2...) soit une suite de mesures de probabilité indéfiniment divisibles
sur Rd telles que pour tout n, µ̂n ait une représentation de Lévy-Khintchine de triplet générateur
(An, νn, βn)c. Supposons que µn converge étroitement vers µ (avec µ une mesure de probabilité sur
Rd).
Alors µ est indéfiniment divisible et µ̂ a la représentation de Lévy-Khintchine de triplet générateur
(A, ν, β)c vérifiant les conditions suivantes :

(i) ∀f ∈ C0(Rd) , (avec C0(Rd) l’ensemble des fonctions continues bornées de Rd dans R tendant
vers 0 à l’infini)

lim
n→∞

∫
Rd

f(x)νn(dx) =
∫

Rd

f(x)ν(dx)

(ii) Si An,ε désignent les matrices symétriques positives vérifiant

< z,An,εz >=< z,Anz > +
∫
|x|≤ε

< z, x >2 νn(dx)

(la forme quadratique z →< z,An,εz > est en effet symétrique positive car An est symétrique
positive, elle définit donc une unique matrice symétrique positive An,ε) alors pour z ∈ Rd

lim
ε→0

lim sup
n→∞

| < z,An,εz > − < z,Az > | = 0.

(iii) βn → β.

Preuve du théorème 4.3

Les µn sont indéfiniment divisibles et µn → µ donc µ est indéfiniment divisible et µ̂ ne s’annule pas.
Or, comme µn → µ, on en déduit que µ̂n(z) converge vers µ̂(z) uniformément sur tout compact, donc
log µ̂n → log µ̂ uniformément sur tout compact.

Lemme 4.4. La mesure ρn(dx) = (|x|2 ∧ 1)νn(dx) est tendue, c’est-à-dire qu’elle est telle que :

(a) supn ρn(Rd) <∞

(b) liml→∞ supn

∫
|x|>l

ρn(dx) = 0

Démonstration.
– Preuve de (a) :

on pose g(z, x) = ei<z,x> − 1 − i < z, x > c(x). Comme c est continue bornée, g est continue en
(z, x). De plus, on a déjà vu que g(z, x) est intégrable par rapport à ν(dx). Donc (z, x) → g(z, x)
est intégrable sur [−h;h]d × Rd (pour la mesure produit dz ⊗ ν(dx)). On applique donc Fubini (en
remarquant que par imparité :

∫
[−h;h]d

i < γc, z > dz = 0 =
∫
[−h;h]d

i < z, x > c(x)dz) :

−
∫

[−h;h]d
log µ̂n(z)dz =

1
2

∫
[−h;h]d

< z,Anz > dz −
∫

Rd

νn(dx)
∫

[−h;h]d
g(z, x)dz

or −
∫
[−h;h]d

g(z, x)dz =
∫
[−h;h]d

(1− ei<z,x>)dz = 1−
∏d

j=1
sin hxj

hxj
donc comme An est une matrice

symétrique positive :

−
∫

[−h;h]d
log µ̂n(z)dz ≥ (2h)d

∫
Rd

1−
d∏

j=1

sinhxj

hxj

 νn(dx)

Or log µ̂n → log µ̂ uniformément sur tout compact donc sur [−h;h]d, ainsi le membre de gauche de
l’inégalité converge vers −

∫
[−1;1]d

log µ̂(z)dz quand n→∞.
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Soit m = infx[(1 −
∏d

j=1
sin xj

xj
)(|x|2 ∧ 1)−1]. On a m > 0 : en effet, on a déjà vu que pour x → 0,

(1−
∏d

j=1
sin hxj

hxj
) = 1

6 |x|
2 +O(|x|4). Pour h = 1 on a donc −

∫
[−h;h]d

log µ̂n(z)dz ≥ 2dmρn(Rd). En
découle le (a) du lemme.

– Preuve de (b) :
z → µ̂(z) est continue et ne s’annule pas donc z → log µ̂(z) est bien définie et continue, donc
continue en 0. Pour ε > 0 il existe donc η > 0 tel que pour z ∈ [−η; η]d | log µ̂(z)| < ε.
Alors | 1

(2h)d

∫
[−h;h]d

log µ̂(z)dz| ≤ ε pour h < η.
Donc pour ε > 0, il existe n0 et h0 tels que pour n > n0 :

0 ≤
∫

Rd

1−
d∏

j=1

sinh0xj

h0xj

 νn(dx) ≤ ε

Comme |x|2 =
∑
|xj |2 ≤ d supj(|xj |2), pour |x| > 2d1/2

h0
il existe donc un j0 tel que |xj0 | > 2/h0.

Alors

1−
d∏

j=1

sinh0xj

h0xj
≥ 1−

∣∣∣∣ sinh0xj0

h0xj0

∣∣∣∣ ≥ 1− 1
h0|xj |

>
1
2

on intègre l’inégalité ci-dessus par rapport à νn sur {|x| > 2d1/2

h0
} :

1
2

∫
|x|>2 d1/2

h0

νn(dx) ≤
∫
|x|>2 d1/2

h0

1−
d∏

j=1

sinh0xj

h0xj

 νn(dx)

≤
∫

Rd

1−
d∏

j=1

sinh0xj

h0xj

 νn(dx) ≤ ε

pour n > n0.
Donc pour r = sup(2d1/2

h0
, 1) et pour n > n0 on a |x|2 ∧ 1 = 1 pour |x| > r et

1
2

∫
|x|>r

ρn(dx) =
1
2

∫
|x|>r

νn(dx) ≤ 1
2

∫
|x|>2 d1/2

h0

νn(dx) ≤ ε

D’autre part, comme ρn est intégrable sur Rd, pour tout n il existe ln tel que∫
|x|>ln

ρn(dx) < ε.

Pour l = sup(l1, ..., ln0 , r) on a donc
∫
|x|>l

ρn(dx) < 2ε pour tout n, ce qui prouve le (b) du lemme.

Fin de la preuve du théorème 4.3
L’ensemble ρn étant borné et tendu, il est relativement compact pour la convergence étroite (voir le
Corollaire 1.4). On peut donc en extraire une sous-suite

(ρnk
)

(e)→ ρ

Posons ν(dx) = (|x|2 ∧ 1)−1ρ(dx) avec ν({0}) = 0.
Les µn ont par hypothèse une représentation de Lévy-Khintchine de triplet (An, νn, βn) ; elles sont
indéfiniment divisibles donc µ̂n ne s’annule pas et on a

(E1) (log µ̂n)(z) = −1
2
< z,Anz > +i < βn, z > +

∫
g(z, x)νn(dx)

= −1
2
< z,An,εz > +i < βn, z > +In,ε + Jn,ε

avec
In,ε =

∫
|x|≤ε

(g(z, x) +
1
2
< z, x >2)(|x|2 ∧ 1)−1ρn(dx)
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Jn,ε =
∫
|x|>ε

g(z, x)(|x|2 ∧ 1)−1ρn(dx).

Soit E = {ε > 0,
∫
|x|=ε

ρ(dx) = 0}. Alors pour ε ∈ E :

lim
k→∞

Jnk,ε =
∫
|x|>ε

g(z, x)(|x|2 ∧ 1)−1ρ(dx).

En effet, pour z fixé, g(z, x) est continue bornée en x. Et |1|x|>ε(|x|2 ∧ 1)−1| ≤ 1 ∨ 1
ε2 . Donc

lim
E3ε↓0

lim
k→∞

Jnk,ε =
∫

Rd−{0}
g(z, x)ν(dx) =

∫
Rd

g(z, x)ν(dx).

D’autre part : g(z, x) + 1
2 < z, x2 >= o(|x|2) pour x→ 0. Donc pour ε→ 0

|In,ε| ≤ sup
|x|≤ε

[(
g(z, x) +

1
2
< z, x >2

)
1

|x|2 ∧ 1

]
sup

n
ρn(Rd) → 0

donc
lim
ε↓0

sup
n
|In,ε| = 0.

De plus, on a vu que log µ̂n → log µ̂, donc en considérant dans (E1) séparément les parties réelle et
imaginaire, on obtient que, pour tout z,

lim
E3ε↓0

lim
k→∞

< z,Ank,ε >

et
lim

k→∞
< βnk

, z >

existent et sont finies.

L : z −→ lim
k→∞

< βnk
, z >

est (par passage à la limite simple) une forme linéaire sur Rd, donc il existe un unique β tel que pour
tout z L(z) =< β, z >. Ainsi

β = lim
k→∞

βnk
.

De même,
Φ : z −→ lim

E3ε↓0
lim

k→∞
< z,Ank,ε >

est une forme quadratique positive, donc il existe une unique matrice A symétrique positive telle que
pour tout z, Φ(z) =< z,Az > .

En outre, ε →< z,An,εz > est croissante, donc on peut dans la limite s’affranchir de la contrainte
ε ∈ E. En effet, E contient bien une suite tendant vers 0 puisque Ec est au plus dénombrable car ρ
est finie (Card{x, ρ({x}) > 1/n} ≤ nρ(Rd) < ∞ donc Ec = ∪n{x, ρ({x}) > 1/n} est dénombrable) .
Ainsi

A = lim
ε↓0

lim
k→∞

Ank,ε

On a donc obtenu
log µ̂(z) = −1

2
< z,A > +i < β, z > +

∫
g(z, x)ν(dx).

µ a donc la représentation cherchée et (1), (2) et (3) sont vérifiés.

Fin de la preuve du théorème 4.1 (i)
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µ est une mesure de probabilité indéfiniment divisible. Soit tn une suite de réels positifs strictement
tendant vers 0. Soit µn la loi de Poisson composée de paramètres c = t−1

n et σ = µtn .

σ̂(z) = µ̂(z)tn =
∫

Rd−{0}
(ei<z,x> − 1)µtn(dx).

µ̂n(z) = exp
[

1
tn

(
µ̂(z)tn − 1

)]
Pour n→∞ on a :

µ̂n(z) = exp
[

1
tn

[
etn log bµ(z) − 1

]]
= exp

[
1
tn

[
tn log µ̂(z) +O(t2n)

]]
→ elog bµ(z) = µ̂(z)

donc µn converge étroitement vers µ.
µn, loi de Poisson composée, a une représentation de Lévy-Khintchine

(An, νn, γn) = (0,
1
tn
µtn , 0)

donc µ a une représentation de Lévy-Khintchine de triplet générateur (A, ν, β)c donné par le théorème
4.3. On peut réécrire cette représentation sous la forme cherchée.
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