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� Introduction

��� Billards math�matiques

Une table de billard est une vari�t� riemannienne M dont le bord est lisse
par morceaux� Le syst�me dynamique du billard est g�n�r� par le mouvement
libre d�un point mat�riel �la boule de billard� soumis � des r��exions �lastiques
sur le bord� C�est���dire que le point se d�place le long d�une g�od�sique de
M � vitesse constante �prenons�la unitaire� jusqu�� ce qu�il rencontre le bord�
En un point r�gulier du bord� la boule repart de sorte que sa vitesse ait m�me
composante tangentielle et une composante normale chang�e en son oppos�e
�lois de l�optique g�om�trique�� Si la boule rencontre un coin� sa trajectoire
n�est plus d��nie�

La transformation du billard Tt agit sur les couples �x��v� o� x � M � �v �
TxM � k�vk � �� dont la trajectoire e�ectue un nombre �ni de re�exions et ne
rencontre aucun coin durant l�intervalle de temps ��� t�� L�espace des phases est
le �br� tangent unitaire de M � et l�espace des con�gurations est la vari�t� M �

��� R�duction � un syst�me � temps discret et conserva�

tion de la mesure d�aire

On a d��ni les billards comme des syst�mes dynamiques � temps continu�
on peut en fait r�duire le probl�me � un syst�me � temps discret�

Soit M une table de billard plane et born�e� Consid�rons la vari�t� V des
vecteurs unitaires tangents �x��v� o� x � �M � et �v pointe vers l�interieur de M �
Si le bord a une seule composante connexe� alors V est un cylindre S�� I �

D��nissons la transformation du billard T sur V � Un vecteur �x��v� � V se
d�place en ligne droite dans la direction de v jusqu�au point d�intersection x�
avec �M � et �v se r���chit sur �M en un nouveau vecteur �v�� On pose T �x��v� �
�x�� �v���

Une propri�t� tr�s remarquable de T est l�existence d�une mesure d�aire
invariante par T � Param�trons �M par la longueur t� et notons � l�angle entre �v
et la direction du bord en x�t�� � � ��� ��� Utilisons sur V les coordonn�es �t� ���

α

α2

v
v1

v2 α2

α1 α1

Proposition � La forme sin�d� � dt est preserv�e par T

Preuve� Soit T �t� �� � �t�� ���
On veut montrer que

sin� d� � dt � sin� d�� � dt�

�



Soit H�t� t�� la distance entre les points x�t� et x�t��� On a facilement que

�H�t� t��

�t
� � cos� et

�H�t� t��

�t�
� cos���

Il vient

�cos��dt� �cos���dt� �
�H�t� t��

�t�
dt�

�H�t� t��

�t
dt � dH

et en passant aux di��rentielles �

�sin���d�� � dt� � �sin��d� � dt � � �

Remarque� On a vu que

�H�t� t��

�t�
� cos�� et

�H�t�� t��

�t�
� � cos��

d�o�
�H�t� t��

�t�
�
�H�t�� t��

�t�
� �

On peut faire de cette formule l�interpr�tation suivante� Supposons que l�on
veuille lancer la boule de billiard d�un point x de sorte qu�apr�s une r��exion sur
le bord� disons en un point x�� elle arrive au point donn� x�� Comment choisir
le point inconnu x� �

R�ponse � x� est un point critique de la fonction dist�x� x�� � dist�x�� x���
Ce principe variationnel joue un r�le important dans l��tude des billards�

��	 La transformation du billard dans l�espace des rayons

du plan

Il serait plus dans l�esprit de l�optique g�ometrique de travailler avec des
droites orient�es� c�est���dire des rayons� Une telle approche des billards est
possible et raisonnable�

Soit une table de billard M plane et convexe� Soit U l�ensemble des droites
orient�es du plan qui passent par M � Pour param�trer cet ensemble de rayons�
on se donne un point O dans M et une direction �x�e du plan� Pour un rayon
donn� l� on appelle P le projet� orthogonal de O sur l� et � l�angle entre l et
la direction �x�e� Soit p � �jOP j suivant l�orientation du rep�re ��l�

��
OP �� Alors

�p� �� sont les coordonn�es sur l�espace des rayons du plan� L�ensemble U est
donn� par l�in�galit� jpj � f���� o� f d�pend de la forme de M � Il s�ensuit que
U est di��omorphe � un cylindre�

O

P

φ

l

�



D��nissons la transformation du billard T � sur U � un rayon qui contient
un segment de la trajectoire de la boule de billard� orient� dans le sens de la
trajectoire� est envoy� sur le rayon qui contient le segment suivant de trajectoire
apr�s une r��exion sur le bord�

Il existe � un facteur scalaire pr�s une unique forme d�aire sur l�espace des
rayons� invariante sous l�action de T � � c�est la ��forme dp � d��

Identi�ons U et V rencontr�s pr�c�demment � au rayon passant par x et de
direction v correspond le vecteur �x� v� � V � On identi�e alors les transforma�
tions T et T �� Et on peut comparer les formes �sin��d� � dt et dp � d��

Proposition � Ces deux formes sont �gales�

Preuve� Un rayon de coordonn�es �p� �� dans U admet pour �quation �

y cos�� x sin� � p�

En passant aux di��rentielles� on obtient �

cos� dy � sin� dx� �y sin�� x cos��d� � dp

d�o�
cos� dy � d�� sin� dx � d� � dp � d�

L�angle entre la direction de �M au point �x�t�� y�t�� et la direction �xe est
�� ��

α

φ

l

p

x(t),y(t)

Alors� on a
dy � cos��� ��dt� dx � cos��� ��dt�

D�o�

�cos� sin��� ��� sin� cos��� ���dt � d� � sin�dt � d� � dp � d��

Comme ������t� est une mesure de l�angle que fait le vecteur directeur de �M
en �x�t�� y�t�� avec la direction �xe� on sait que la courbure de �M est donn�e
par

K�t� � d��� ��	dt�

On a donc
d� � �d��Kdt

Donc
dt � d� � dp � d� �

Il s�ensuit que T � pr�serve la forme d�aire naturelle de l�espace des rayons du
plan�

	



��
 Le langage de la g�om�trie symplectique

Le bon contexte pour parler des observations pr�c�dentes� et les g�n�raliser
en dimension sup�rieure� est celui de la g�om�trie symplectique�

D��nition � Une vari�t� symplectique �M�
� est une vari�t� lisse M munie
d�une ��forme 
 ferm�e et non d�g�n�r�e� appel�e la structure symplectique�

Comme la ��forme est non d�g�n�r�e� la dimension de M est n�c�ssairement
paire�

Exemple� R�n o� les coordonn�es sont not�es x�� ���� xn� y�� ���� yn peut etre
muni de la structure symplectique

dx � dy � dx� � dy� � � � �� dxn � dyn�

Contrairement aux vari�t�s riemanniennes� les vari�t�s symplectiques de
m�me dimension sont localement �quivalentes � il existe toujours un di��omor�
phisme local qui envoie une forme symplectique sur une autre �c�est le th�orme
de Darboux�� L�exemple pr�c�dent procure donc une forme locale canonique�
Les coordonn�es x� y dans lesquelles 
 � dx � dy sont appel�es les coordonn�es
de Darboux�

L�exemple suivant est important pour la th�orie des billards�
Exemple� Le �br� cotangent T �M d�une vari�t� M poss�de une struc�

ture symplectique canonique� D��nissons la ��forme � sur la vari�t� T �M � Soit
�q� p� � T �M � i�e� q � M�p � T �qM � Soit � tangent � T �M en �q� p�� i�e�
� � T�q��p��T

�M�� De la projection T �M ��M � avec �q� p� 	�� q� on d�duit na�
turellement une projection entre les espaces tangents � 	 T�q�p��T

�M� �� TqM �
La valeur de ��q� p� sur � est la valeur du covecteur p � T �qM sur ���� � TqM �
La structure symplectique canonique sur T �M est la ��forme 
 � d��

Sur T �M � si q�� ���� qn sont les coordonn�es locales de position� et p�� ���� pn
les coordonn�es locales de moment cin�tique� alors

� � pdq � p�dq� � � � �� pndqn�


 � dp � dq � dp� � dq� � � � �� dpn � dqn�

Une vari�t� symplectique poss�de une forme volume canonique � 
n � 
 �
� � � � 
�

D��nition � Un di��omorphisme entre vari�t�s symplectiques qui envoie une
structure symplectique sur une autre est appel� un symplectomorphisme�

D��nition � Une vari�t� symplectique est dite exacte si sa structure symplec�
tique est la di��rentielle d�une ��forme � 
 � d��

Exemple� Les �br�s tangents sont des vari�t�s symplectiques exactes�
Soit T un symplectomorphisme d�une vari�t� symplectique exacte sur elle�

m�me� Alors T �
 � 
� ou encore d�T ��� �� � ��

D��nition � Un symplectomorphisme est dit exact si la ��forme ferm�e �T ���
�� est exacte �

�T ��� �� � dH






pour une fonction H � La fonction H est appel�e la fonction g�n�ratrice du
symplectomorphisme�

Une structure symplectique permet de d��nir un isomorphisme entre le ��
br� tangent TM et le �br� cotangent T �M � Si f est une fonction sur M � sa
di��rentielle est une section du �br� cotangent� On peut donc lui associer une
section du �br� tangent� Le champ de vecteur ainsi obtenu est appel� le gradient
symplectique et not� sgrad f � En fait le gradient symplectique est d��ni par

df � i�sgrad f�
 i�e� 
 � � TqM� df�q�� � 
q��sgrad f��q�� ���

Si on se donne une hypersurface Z �sous�vari�t� de codimension �� d�une
vari�t� symplectique X � la restriction � Z de la structure symplectique 
 devient
d�g�n�r�e � dans chaque hyperplan tangent � Z� son noyau est de dimension ��

D��nition � Ce noyau est appel� la direction caract�ristique au point de Z
consid�r�� On obtient ainsi un champ de directions sur Z� Les courbes int�grales
de ce champ de directions sont appel�es les courbes caract�ristiques de Z� ou
plus simplement les caract�ristiques de Z� L�ensemble V des caract�ristiques

de Z a une structure de vari�t��
On peut munir V d�une structure symplectique 
 � Soit 
 un champ de

vecteur sur Z engendrant le champ des directions� et soit �t le �ot sur Z cor�
respondant� Le champ des directions est �videmment invariant sous l�action de
�t� Et 
 est aussi invariante sous l�action de �t car par la formule de Cartan

L�
 � i��d
� � d�i�
� � �

car d
 � � et i�
 � 
�
� �� � ��
Un point c de V est la classe des points m de la caract�ristique c� Appelons

 le sous��br� de TZ des vecteurs tangents � Z d�origine sur c� Un �l�ment � de
TcV est la classe des �l�ments �m� �� du �br�  quotient� par son sous��br� Tc et
par l�action de �t� Autrement dit� si �m� ��� �m�� ��� �  � en posant m� � �t�m��

�
�m� ��� �

�
�m�� ���� �� �� � ��m�t���� � ker
m�

Alors� pour c � V � et �� � � TcV � on choisit un point m � c� et des repr�sen�
tants �m� ��� �m� �� �  � On pose


c��� �� � 
m��� ��

Montrons que le r�sultat ne d�pend pas du choix des repr�sentantsm� �m� ��
et �m� �� choisis� Si m���m�� ��� et �m�� ��� sont d�autres repr�sentants� alors si
m� � �t�m��

�� � ��m�t���� � �
�m��

�� � ��m�t���� � �
�m��

D�o�


m����� ��� � 
m�

�
��m�t���� � �
�m��� ��m�t���� � �
�m��

�
� 
�t�m�

�
��m�t����� ��m�t����

�
� ���t
�m��� ��

� 
m��� ��

�



��� Propri�t�s symplectiques du billard

Nous sommes d�sormais en mesure de reconsid�rer les resultats des sections
�������� Consid�rons une vari�t� riemannienne born�e strictement convexe M �
avec un bord lisse �M dans un espace euclidien de dimension n� Ce sera notre
table de billard� En g�n�ral� les r�sultats de cette section sont vrais localement�

Posons X � T �M muni de sa structure symplectique


 � dp � dq � �dq � dp � ��dq� � dp� � � � �� dpn � dqn��

Si
q � �q�� � � � � qn� �p � �p�� � � � � pn�

q� � �q��� � � � � q
�
n� �p� � �p��� � � � � p

�
n�

on a



�
�q� p�� �q�� p��

�
� �

�
�q�p

�
� � p�q

�
�� � � � �� �qnp

�
n � pnq

�
n�
�

� �

�
q q�

p p�

�

o� �
x x�

y y�

�
� x � y� � y � x�

et � est le �produit scalaire�� Identi�ons les �br�s tangents et cotangents au
moyen de la structure euclidienne induite surM � Alors TM h�rite de la structure
symplectique de T �M �

Deux hypersurfaces de T �M ont une importance particuli�re � celle des
�co�vecteurs unitaires� et celle des �co�vecteurs dont l�origine est sur le bord
�M � Appelons�les respectivement Y et Z� Leur intersection W consiste en les
�co�vecteurs unitaires d�origine sur �M � Cette intersection est transverse�

Int�ressons�nous aux caract�ristiques de Y et de Z�

Proposition � Les caract�ristiques de Y sont les g�od�siques orient�es de M �

Une g�od�sique orient�e sur M est une courbe param�tr�e sur M � En nor�
mant le vecteur vitesse de cette courbe� on peut la consid�rer comme une courbe
de points �q� �p� de Y � C�est ce que l�on fait� Pour montrer que cette g�od�sique
est une courbe caract�ristique� il su�t de montrer qu�en un point �q� �p� � Y son
vecteur directeur� qui est un �l�ment de T�q��p�Y � dirige le noyau de la restriction
de 
 � Y �

On a les injections suivantes �

M �� Rn � Y �� TM �� Rn � Rn

D�o� T�q��p�Y peut s�identi�er � un espace a�ne de Rn � Rn �
Un vecteur de T�q��p�Y peut donc s��crire

�
q
p

�
�

�
�q
�p

�

avec �q � TqM � et �p orthogonal � p car sur Y � kpk � ��

�



De la m�me mani�re� un vecteur directeur de la g�od�sique s��crit�
q
p

�
� �

�
p
n

�

avec n orthogonal � TqM car le long d�une g�od�sique� le vecteur vitesse norm�
ne peut varier qu�orthogonalement � la vari�t��

Calculons �


�q�p�

	�
q
p

�
� �

�
p
n

�
�

�
q
p

�
�

�
�q
�p

�

� ��

�
p �q
n �p

�

� ���q � n� �p � p�

� �

Ceci �tant vrai pour tout vecteur de T�q��p�Y � on a le resultat annonc�� �

Soit U la vari�t� des caract�ristiques de Y � U s�identi�e donc aux g�od�siques
orient�es de M � c�est���dire aux rayons de M �

Passons aux caract�ristiques de Z� Il y a une projection naturelle � 	 Z ��
T ��M� � si �q� �p� � Z� i�e q � �M� �p � TqM � on pose ��q� �p� � �q� ����p�� o�
�� 	 TqM �� Tq��M� est la projection orthogonale euclidienne sur un hyperplan�

Proposition � Les caract�ristiques de Z sont les �bres de �� Plus pr�cis�ment�
la caract�ristique de Z passant par �q� �p� est la �bre ����q� ����p�� �cf �gure ���

T N

n

p

q

q

M

N

)(p)π

(p)π

π−1(q, 

Fig� �� On note N � �M

Preuve� Soit �q� �p� � Z� i�e q � �M� �p � TqM �
Pour montrer que cette �bre est une courbe caract�ristique� il su�t de mon�

trer que son vecteur directeur� tangent � Z� dirige le noyau de la restriction de

 � Z�

De la m�me mani�re que dans le paragraphe pr�c�dent� on identi�e T�q��p�Z
� un sous�espace a�ne de Rn �Rn � Soit �n � TqM l�orthogonal de Tq��M� dans
TqM �





On a
����q� ����p�� � f�q� �p� t�n�� t � Rg�

Un vecteur tangent � la �bre en �q� �p� peut s�ecrire
�
q
p

�
� �

�
�
�n

�

Un vecteur de T�q��p�Z s��crit

�
q
p

�
�

�
�q
�p

�

o�
��q � �p� � Tq��M�� TqM�

Calculons �


�q�p�

	�
q
p

�
� �

�
�
�n

�
�

�
q
p

�
�

�
�q
�p

�

� ��

�
� �q
�n �p

�

� ��n � �q

� �

car �q � Tq��M� et �n � Tq��M���
Ceci �tant vrai pour tout vecteur tangent � Z� on a bien le r�sultat an�

nonc�� �

Soit V la vari�t� des caract�ristiques de Z� C�est Z quotient� par ses ca�
ract�ristiques� c�est���dire les �bres de � � c�est donc exactement T ��M�� Et
l�identi�cation V � T ��M� � T ���M� transporte une structure symplectique
sur une autre�

L�image �V de l�application compos�e W
i

�� Z
�
�� V est le sous�ensemble

de T ��M� o� les vecteurs sont pris dans le disque unitaire� �V peut �tre identi��
avec l�ensemble des vecteurs d�origine sur �M � et qui pointent � l�interieur de
M � comme sur la �gure ��

M

N

q

T Nq

Fig� �� Identi�cation des vecteurs de �V avec les vecteurs rentrants en N � �M

�



W

Y

X

VU

Z

Σ

Fig� �� R�sum� de la situation � on a dimX � n� dimY � dimZ � n �
�� dimW � dimU � dimV � n� �

Soit �  W l�ensemble des points o� la restriction de 
 � W d�g�n�re� On
a le diagramme commutatif de la �gure ��

Remarque� Ce diagramme est valable dans la situation g�n�rale o� �X�
�
est une vari�t� symplectique � Y et Z deux hypersurfaces d�intersection trans�
verse W � U et V les espaces des caract�ristiques de Y et Z � et � l�ensemble des
points o� la restriction de 
 � W est d�g�n�r�e�

Proposition � � est l�ensemble des points critiques de l�application W��U �
C�est auusi vrai pour l�application W��V

preuve� W��U est la restriction du quotient par les caract�ristiques� Un
point de W est critique si et seulement si la caract�ristique passant par ce point
est tangente � W �

En un tel point� la direction caract�ristique est �videmment contenue dans
le noyau de 
jW � qui est donc d�g�n�r�e� Inversement� pla ons�nous en un point
de �� Soit � � ker
jW et soit � un vecteur caract�ristique de Y en ce point�
Supposons par l�absurde que � n�est pas tangent � W � On a 
��� �� � �� et
comme 
��� �� s�annule d�ja sur l�espace tangent � W � elle est nulle partout� et
� est caract�ristique � � est donc colin�aire � �� ce qui est absurde� Donc � est
bien tangent � W �

W��V est la projection parall�lement aux caract�ristiques� donc un point
est critique si et seulement si la caract�ristique passant par ce point est tangente
� W � Le r�sultat est donc le m�me� �

Dans le cas des billards� on voit facilement que � est constitu�e des vecteurs
unitaires tangents � �M �

On peut d��nir deux involutions sur W � tout point de U a deux ant�c�dents
par W��U � le vecteur �source� de la g�od�sique orient�e et son vecteur �but��
Il en est de m�me pour W���V � Appelons � et  les involutions de W qui
�changent les pr�images d�un point� Elles ont le m�me ensemble de points �xes �
�� L�application du billard sur W est la compos�e �� comme on le voit sur la
�gure 	�

Les resultats des sections ������� vont d�sormais d�couler de remarques
presque tautologiques�
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Fig� 	� La transformation du billard sur W

Proposition � Les projections W��U et W��V pr�servent les structures
symplectiques en dehors de �� Les involutions � et  pr�servent 
jW �

Preuve� La premi�re assertion provient du fait que les quatre ��ches mises
en jeu dans le diagramme pr�servent les structures symplectiques quand elles
sont bien d��nies�

Donnons�nous deux vecteurs � et � tangents � W en un point �q� �p�� On a


��� �� � 
������� ������

car ces deux couples de vecteurs sont deux relev�s du m�me couple de vecteurs
tangents � la vari�t� U � Le m�me raisonnement s�applique pour  � Ceci montre
donc la seconde assertion� �

On peut maintenant d��nir les transformations du billard T 	 �V �� �V et
T � 	 U �� U �

D��nissons T � Soit v un vecteur tangent � �M de longueur inf�rieure � ��
c�est���dire un point de �V � Consid�rons le vecteur tangent � M qui se projette
sur v et qui est rentrant � c�est l�une des deux pr�images de v par W�� �V �
Appliquons�lui � �d�placement jusqu�� la fronti�re�� puis projetons sur U � T �v�
est le vecteur obtenu�

D��nissons de m�me T �� Soit un rayon l de M � c�est���dire un point de U �
Consid�rons le vecteur unitaire directeur de l au second point d�intersection de
l avec �M � c�est l�une des deux pr�images de l par W��U � Appliquons�lui 
�r��exion sur la fronti�re�� et projetons sur U � T ��l� est le rayon obtenu�

Il d�coule de la proposition pr�c�dente que T et T � pr�serve les structures
symplectiques de �V et U � Elles conservent donc aussi les volumes symplectiques�
Mentionnons aussi que T et T � sont conjugu�s par le di��omorphisme naturel
entre U et V ��

��� Le th�or�me de r�currence de Poincar�

Dans cette section� un syst�me dynamique est un espace m�trique compact

X sur lequel Z agit contin!ment� On notera T l�action de �� Le point de d�part
de notre discussion est la d��nition suivante �
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D��nition � Soit T une application continue d�un espace topologique X dans
lui�m�me� Un point x � X est dit r�current pour T �ou pour le syst�me dyna�
mique �X�T �� si pour tout voisinage V � x� il existe n � � avec Tnx � V � En

utilisant le lemme de Zorn� on a le r�sultat suivant �

Th�or�me � Si T est une application continue d�un espace compact X dans
lui�m�me� l�ensemble des points r�currents est non vide�

Preuve� Consid�rons la famille F des parties ferm�es � �� Y  X telles que
TY  Y � ordonn�es par l�inclusion� Alors F a un �l�ment minimal� En e�et�
si on a une cha"ne totalement ordonn�e de tels ensembles� leur intersection est
non vide et encore dans F� Le lemme de Zorn s�applique alors et fournit un
�l�ment minimal� Appelons�le Y�� Montrons que tout point de Y� est r�current�
Si x � Y�� soit Y � fTnx� n � �g� On a Y  Y�� car Y� est ferm� et invariant
par T � Mais il en est de m�me de Y � donc par minimalit�� Y � Y�� Ceci signi�e
que tout voisinage de x contient un Tnx pour un n � �� �

Nous allons maintenant d��nir une notion de r�currence plus proche de l�id�e
de p�riodicit� � les points uniform�ment r�currents� C�est une notion plus forte�
mais nous allons d�montrer que tout syst�me dynamique compact poss�de des
points uniform�ment r�currents�

D��nition � Soit �X�Z� un syst�me dynamique� Un point x � X ext unifor�
m�ment r�current pour �X�G� si pour tout voisinage V � x� l�ensemble

fg � Z 	 g�x � V g � f��� � s�� � s�� � s� � s� � s� � ���g

est � �intervalles� uniform�ment born�s� C�est���dire que la suite �sn���sn�n�Z
est born�e�

La notion de r�currence uniforme est li�e � l�existence de syst�mes minimaux�
C�est ce que nous allons voir maintenant �

D��nition � Un syst�me dynamique �X�Z� est dit minimal si X ne poss�de
pas de partie ferm�e stricte non vide qui soit invariante sous l�action de Z�

La caract�risation suivante est utile �

Proposition � Le syst�me �X�Z� est minimal si et seulement si toute orbite
Z � x est dense dans X �

Preuve� Pour la condition n�cessaire� on consid�re F � fTnx� n � �g qui
est �gal � X par minimalit�� La r�ciproque est encore plus facile�

Une autre caract�risation est la suivante �

Proposition � Le syst�me �X�Z� est minimal si et seulement si pour tout
ouvert V  X � il existe un nombre �ni d��l�ments g�� ���� gn � Z tels que �

n�
i	�

g��i V � X
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Preuve� Si �X�Z� n�est pas minimal et si Y est un sous�espace ferm� inva�
riant de X � posons V � X � Y � Alors

�
g�Z

g��V �� X

La condition est donc su�sante� Inversement� si �X�Z� est minimal� alors pour
tout ouvert V �� �� �

g�Z
g��V � X

et par compacit�� on peut en extraire un sous�recouvrement �ni� �

Voil� maintenant le lien entre la minimalit� et la r�currence uniforme �

Th�or�me � Si �X�Z� est minimal� tout point x � X est uniform�ment r�cur�
rent�

Preuve� Soit �X�Z� minimal� x � X et V un ouvert de X � Montrons que
l�ensemble N�x� V � � fg � Z 	 g�x � V g est � intervalles born�s� pour dire que x
est uniform�ment r�current� Et en e�et� le lemme pr�c�dent a�rme qu�existent
g�� ���� gn � Z tels que

Sn
i	� g��i V � X � de sorte que pour tout g � G� il existe

un gi tel que gi�g�x� � V � c�est���dire que gig � N�x�V �� Ainsi la distance d�un
�l�ment de Z � N�x� V � est uniform�ment born�e � c�est bien la propri�t� voulue�
��

Maintenant� en utilisant le lemme de Zorn comme dans la d�monstration du
th�or�me �� on a que tout syst�me dynamique compact poss�de un sous�syst�me
minimal� Avec le th�or�me �� on en d�duit �

Th�or�me � Pour tout syst�me dynamique compact �X�Z�� l�ensemble des
points uniform�ment r�currents est non vide�

�� Propri�t�s stochastiques des syst�mes dynamiques

Nous allons �tudier les syst�mes dynamiques sur des espaces munis d�une
mesure � c�est le point de vue de la th�orie ergodique�

Soit M un ensemble muni d�une tribu� et � une mesure sur cette tribu�
Supposons�la de probabilit� � ��M� � �� et compl�te � tous les sous�ensembles
d�ensembles de mesure z�ro sont mesurables� Un syst�me dynamique sur M est
une transformation T sur M qui pr�serve la mesure � c�est���dire que pour toute
partie mesurable A� on a �

��A� � ��T��A��

L�exemple � garder en t�te est bien entendu le syst�me dynamique du billard�
La d��nition suivante est fondamentale en th�orie ergodique �

D��nition � Un syst�me dynamique �M�T � est dit ergodique si tout ensemble
T �invariant est de mesure � ou ��

Dans un syst�me ergodique� toute fonction mesurable et T �invariante �f�Tx� �
f�x�� est constante sur le compl�mentaire d�un ensemble n�gligeable� En e�et�
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l�ensemble fx 	 f�x� � ag est mesurable et T �invariant� donc de mesure � ou � �
le r�sultat s�ensuit�

On a aussi le th�or�me suivant �

Th�or�me � Pour presque tout point x �M �

lim
n���

�

n

n��X
k	�

f�T kx� �

Z
M

fd��

On peut en faire l�interpr�tation suivante � la moyenne temporelle de f est
�gale � sa moyenne spatiale� Si f est la fonction caract�ristique d�un ensemble
mesurable� alors le membre de gauche est la proportion moyenne de passages
de x dans cet ensemble� Ainsi� si le syst�me est ergodique� pour presque tout
point� la proportion de temps pass� dans un ensemble est �gale � sa mesure�

On en d�duit aussi que deux ensembles mesurables quelconques sont ind��
pendants au sens suivant �

lim
n���

�

n

n��X
k	�

��T kA � B� � ��A���B��

Une autre propri�t� stochastique des syst�me dynamique est le m�lange�

D��nition � Un syst�me �M�T � est dit m�langeant si pour toutes fonctions
f� g � L��M���� l��galit� suivante est v�ri��e �

lim
n���

Z
M

f�Tnx�g�x�d� �

Z
M

f�x�g�x�d��

En prenant f et g les fonctions caract�ristiques des ensembles A et B� ceci
devient �

lim
n���

��TnA � B� � ��A���B��

Ceci signi�e que les it�r�s de l�application m�langent un ensemble mesurable
uniform�ment dans l�espace � apr�s un certain nombre d�it�rations� il devient
impossible de distinguer les points qui appartenaient � un ensemble donn��

Supposons maintenant que l�ensemble M est un espace topologique compact
muni de la tribu des bor�liens� et que T est un hom�omorphisme�

D��nition � Un hom�omorphisme T est dit uniquement ergodique� s�il existe
une unique mesure de probabilit� sur les bor�liens de M qui soit T �invariante�

Un hom�omorphisme T est ditminimal si la trajectoire fTnx��� � n ��g
de tout point x est dense dans M �

Un hom�omorphisme est dit topologiquement transitif s�il existe un point
dont la trajectoire est dense�

Remarques� Un hom�omorphisme uniquement ergodique est ergodique
pour sa mesure invariante� En e�et� s�il existait un ensemble invariant A avec
��A� �� �� �� on pourrait d��nir une autre mesure de probabilit� invariante par �

���B� �
��A � B�

��A�

�	



Un hom�omorphisme minimal est bien�s!r topologiquement transitif�
Les syst�mes minimaux �cf section pr�c�dente� sont en un sens semblables

aux syst�mes ergodiques � ils ne poss�dent pas de sous�ensemble ferm� invariant�
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� Billards polygonaux

Cette section traite le cas des billards dans des domaines polygonaux ou po�
ly�draux �connexes�� Quand le domaine est en plus convexe� on quali�e parfois
cette situation de parabolique� par opposition aux cas elliptique �domaine stric�
tement convexe� et hyperbolique �cas restants� qui pr�sentent une dynamique
tr�s instable��

Nous d�crirons d�abord le proc�d� g�n�ral de d�veloppement des trajectoires
dans le plan� puis pr�senterons quelques r�sultats sur le billard carr��

Suivront des r�sultats sur la stabilit� des trajectoires p�riodiques� ainsi qu�une
�tude du probl�me inverse du billard � rechercher l�ensemble des trajectoires ren�
contrant les c�t�s dans un ordre pr�d�termin��

Nous donnerons en�n quelques r�sultats sp�ci�ques aux polygones dits ra�
tionnels� dont la dynamique peut �tre ramen�e au �ot d�un champ constant sur
une vari�t� orientable de dimension �� En�n nous d�taillerons quelques �contre��
exemples�

��� D�veloppement des trajectoires

Pour repr�senter la r��exion d�une trajectoire contre une face du polygone�
on peut dessiner le sym�trique du polygone par rapport � cette face � la trajec�
toire appara"t alors comme une droite qui traverse l�axe de sym�trie� En r�it�rant
l�op�ration � chaque nouvelle r��exion� on obtient une repr�sentation du type
ci�dessous�

Fig� 
� Une trajectoire d�velopp�e

#tant donn� un polygone P � on notera G�P � le groupe des isom�tries a�nes
du plan engendr�es par les r��exion selon ses faces�

��� Le billard carr�

Pour un billard sur table carr�e �ou rectangulaire�� l�ensemble des images de
P sous les �l�ments de G�P � dessine un r�seau carr� dans le plan� les parties
lin�aires des isom�tries associ�es �tant prises dans un ensemble � � �l�ments �les
� positions possibles des images du syst�me de vecteurs visibles sur la �gure
�����

Comme les trajectoires sont repr�sent�es par des droites dans le plan� il y a
une mani�re coh�rente de traiter le cas d�un impact de la bille contre un coin du
carr� �la bille revient alors sur ses pas�� Remarquer que dans un billard hexagonal
par exemple� bien que les images de P sous G�P � dessinent un motif r�gulier
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Fig� �� Les orientations des images du carr�

dans le plan �nid d�abeilles�� de telles attributions d�orientations n�existent pas
$ et il n�y a pas de sens � parler de r��exion dans un coin� Nous reviendrons
sur cette distinction�

Dans le r�seau carr� obtenu� comme les orientations sont invariantes pour
l�action de �Z�� �Z�� on peut consid�rer que deux trajectoires �droites du
plan� sont identiques si et seulement si elles se d�duisent l�une de l�autre par
un �l�ment de �Z�� �Z�� On est donc ramen� � l��tude du tore R�	Z� � T�

obtenu en isolant quatre carr�s du r�seau� en changeant leur �chelle d�un facteur
� et en identi�ant deux � deux les c�t�s du grand carr� qu�ils forment�

Fig� �� Le carr� quotient

Sur ce tore� le �ot du billard est un �ot de vitesses constantes� dont on
peut se contenter de choisir une fois pour toutes la direction � un angle �� En
mettant de c�t� les cas triviaux o� � � ���	� � on voit appara"tre une rotation
T du cercle R	Z � T�� d�crivant les positions successives des intersections de
la trajectoire avec le bord vertical du carr� � on a T �x� � �x � tan �� ���� Les
propri�t�s du �ot sur T� �ergodicit�� etc���� se d�duisent naturellement de celles
du syst�me dynamique discret �T�� T ��

Plus g�n�ralement� l��tude d�un billard dans un parall�l�pip�de rectangle de
dimension n� � se ram�ne � celle d�une translation

Ta 	 Tn �� Tn

�x�� � � � � xn� 	�� ��x� � a������ � � � � �xn � an�����

On voit ais�ment que si une trajectoire est dense� alors toute autre trajec�
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toire l�est aussi� Les deux th�or�mes suivants r�sument les propri�t�s de ces
translations toriques �

Th�or�me 	 La translation Ta est ergodique pour la mesure de Lebesgue si et
seulement si les ai sont ind�pendants sur Q�

Preuve � Supposons les ai ind�pendants sur Q � soit f une fonction mesurable
Ta�invariante �v�ri�ant f�Tax� � f�x� presque partout�� On souhaite montrer
que f est presque partout �gale � une constante�

On peut supposer f born�e � si tel n�est pas le cas� �fjf j�Cgf v�ri�e l�hypo�
th�se et on r�cup�rera le r�sultat sur f en faisant tendre C vers ���

On peut �crire alors le d�veloppement en s�rie de Fourier de f �

f�x� �
X
r�Zn

cre
�i�hr�xi

Par Ta�invariance�

f�Tax� �
X

cre
�i�hr�aie�i�hr�xi �

X
cre

�i�hr�xi � f�x�

Par unicit� des coe�cients de Fourier �th�or�me de Cantor�� on a cre�i�hr�ai � cr
pour tout r � comme les ai sont ind�pendants sur Q� on a pour r �� � � hr� ai 	� Z
donc cr � �� Donc f est constante�

R�ciproquement� si les ai sont li�s sur Q� par r�duction au m�me d�nomi�
nateur on peut trouver r � Zn tel que hr� ai � Z � alors la fonction d��nie par
f�x� � e�i�hr�xi est Ta�invariante� �

Th�or�me 
 Si a�� � � � � an sont ind�pendants sur Q� alors pour tout � � � il
existe k�m�� � � � �mn � Z tels que pour � � i � n on ait 	 jkai �mij � �

Preuve � On sait en e�et que dans un syst�me ergodique il y a une trajectoire
qui est dense dans le support �en fait� presque toute trajectoire est dense�� Par
translation dans le tore� la trajectoire de � est dense � il existe donc un entier k�
arbitrairement grand� tel que T k

a ��� soit ��proche de �� Cet entier k convient� �
Remarque � Si on ne suppose plus les composantes de la vitesse ind�pen�

dantes� alors l�adh�rence de l�ensemble des it�r�s d�un point est le projet� dans
Tn d�un sous�espace a�ne de Rn � hom�omorphe � un Tm �m � n��

��	 Codage des trajectoires dans un billard carr�

Une trajectoire non�p�riodique� d�velopp�e dans le r�seau carr�� appara"t
comme une droite de pente irrationnelle �� En suivant cette droite� on rencontre
alternativement des ar�tes verticales et des ar�tes horizontales du r�seau �comme
la droite rencontre au plus un noeud� on supposera dans la suite qu�elle n�en
rencontre aucun � le cas o� elle en rencontre un �tant alors une adaptation
mineure��

Codons l�intersection avec une ar�te horizontale par � et l�intersection avec
une ar�te verticale par � � on obtient une suite de � et de �� not�e ��i�i�Z� Par
ailleurs� donnons�nous la d�composition de � en fraction continue �

� � n� �
�

n� �
�

n��
�

n�����

�
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Fig� � Codage d�une trajectoire

Par sym�trie selon la premi�re bissectrice� on peut supposer � � �� d�o� n� �
b�c � ��

Dans la suite �� les � sont isol�s les uns des autres et s�par�s par un nombre
de � �gal� selon les endroits� � n� ou n� � � � il su�t pour le voir de consid�rer
la famille des droites de pente � passant par le point ��� y��� y� ���� ���

0 1

1

λ+1
[λ]+1
λ

Fig� �� Le nombre de z�ros par bloc

On peut donc e�ectuer un recodage � en notant d�sormais �� pour �n��� on
recode � en une nouvelle suite ��� Comme l�op�ration revient � rayer exactement
n� symboles � de chaque rafale� �� est le code associ� � la droite d��quation
y � ��� n��x � y� �o� y � � x � y� �tait l��quation de la droite cod�e par ���
Comme ��n� � �� on retrouve � une sym�trie pr�s selon la premi�re bissectrice
la situation initiale � cette sym�trie revient � intervertir les � et les ��� ou encore
� remplacer la pente �� n� de la droite par son inverse �	��� n�� � n� �

�
�����

Ainsi �� est form�e de blocs de n� ou n��� symboles �� s�par�s par des � isol�s�
Par cons�quent� �� peut �tre � son tour recod�e en ��� �cette fois il s�agit de
rayer les ��� � l�op�ration peut �tre r�it�r�e ind��niment� Ces recodages successifs
reviennent exactement � calculer le d�veloppement de � en fraction continue �
le nombre de symboles � rayer � la i��me �tape est ni �alternativement des � et
des ���

Th�or�me � La suite � n�est pas p�riodique� mais chaque segment 
ni de �
r�appara�t un nombre in
ni de fois �on parle de quasip�riodicit��

Preuve � Comme deux droites parall�les du r�seau carr�� d�origines su�sam�
ment voisines et ne passant par aucun sommet� rencontrent les m�mes ar�tes du
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r�seau sur une portion arbitrairement grande de trajectoire� le r�sultat d�coule
directement du th�or�me 
� La non�p�riodicit� provient par exemple du fait que
l�irrationnel �

��� est la densit� asymptotique de �� densit� qui serait rationnelle
pour une suite p�riodique�

��
 Fonction de complexit�

#tant donn�e une suite quelconque de symboles� on d��nit sa fonction de
complexit� p 	 N � N comme �tant celle qui associe � n le nombre de sous�mots
distincts ds longueur n contenus dans la suite�

Th�or�me � La suite � v�ri
e pour tout entier n 	 p�n� � n � �� On dit que
� est un mot sturmien�

Preuve � Par densit� des trajectoires� les sous�mots �nis de � d�pendent
uniquement de la valeur de �� Il su�t donc de compter les sous�mots initiaux
possibles pour une droite de pente � ��gure ����

B C

A
D1

Dn

D2

Δ0

Δ1

Δ

A’

C’

Fig� ��� Le nombre de sous�mots initiaux

Lorsqu�on fait glisser une droite � de pente � de la position de �� � celle
de ��� elle d�crit tous les cas de �gure possibles �en e�et� elle balaie toute
la surface du carr� ABCD� � partir de la fronti�re duquel le mot est lu�� Le
mot initial de longueur n d�pend de la nature des intersections de � avec les
n premi�res �vol�es de marches� obliques repr�sent�es sur le dessin� Ce mot
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initial change chaque fois que � rencontre un noeud du r�seau se trouvant dans
le parall�logramme AA�C �C � or on peut voir dans un syst�me de coordonn�es
d�origine A que pour chaque valeur de l�entier i � f�� � � � � ng il y a exactement
un tel point Di � �xi� yi� v�ri�ant en plus xi � yi � i� En�n� jamais deux
fois le m�me mot initial n�est atteint � la rencontre de Dn s�pare les mots se
terminant par un � des mots se terminant par un � � et au sein de chacune de ces
deux familles� la rencontre d�un Di se traduit toujours dans le mot initial par le
remplacement d�un segment ���� �horizontal� puis vertical� par ���� �l�inverse� �
le total des indices o� on trouve un � d�cro"t donc strictement� On peut alors
conclure � comme les projections de D�� � � � � Dn divisent le segment AC en n��
sous�segments� il y a exactement n�� mots initiaux possibles � p�n� � n��� �

% titre d�exemple� la �gure �� pr�sente le d�but de l�arbre des sous�mots
associ� � une droite de pente ��

p



� �le �nombre d�or� pour lequel tous les ni
valent �� � les sous�mots sont lus en descendant le long des branches de l�arbre�

Fig� ��� Les sous�mots pour � � ��
p
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En ���	� Arnoux� Mauduit� Shiokawa et Tamura &AMST�	' ont calcul� la
fonction de complexit� pour un billard cubique �les composantes de la vitesse
de la bille �tant suppos�es libres sur Q� � en projetant de mani�re analogue n
�vol�es de marches tridimensionnelles� sur la surface du cube d�origine et en
employant des outils de la th�orie des graphes� ils d�montrent que cette surface
est divis�e en n� � n� � r�gions � c�est la valeur de p�n��

��� Stabilit� des trajectoires p�riodiques dans des poly�

gones g�n�raux

Consid�rons une trajectoire n�p�riodique dans le polygone P � Comme la r��
�exion contre une m�me face de deux rayons parall�les pr�serve leur �cartement
en inversant leurs positions relatives� on peut voir que toute trajectoire p�rio�
dique de p�riode n paire fait partie d�un faisceau de trajectoires p�riodiques
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parall�les� tandis qu�une trajectoire de p�riode impaire est un �accident� dans
un faisceau de trajectoires de p�riode double�

n impair n pair

Fig� ��� Faisceaux p�riodiques

Soit n �  un entier naturel� On note X l�espace des n�gones non d�g�n�r�s
et �X l�espace des n�gones non d�g�n�r�s munis d�une trajectoire de billard �i�e�
un point de d�part et une direction�� �Y est l�ensemble des points de �X pour
lesquels la trajectoire est p�riodique � p 	 �X � X est la projection canonique�
Une trajectoire p�riodique T du n�gone P est dite stable quand il existe un
voisinage U de P dans X et un hom�omorphisme s 	 U � �Y tel que p � s � IdU �
En d�autres termes� toute perturbation su�samment petite des sommets du
polygone perturbe la trajectoire stable� mais ne la fait pas dispara"tre� Par
exemple� une trajectoire �p�riodique dans un rectangle n�est pas stable�

Fig� ��� Une trajectoire instable

#tant donn�e une trajectoire p�riodique �qu�on peut consid�rer� quitte � la
doubler� de longueur paire�� rencontrant successivement les c�t�s c�� � � � � c�n du
polygone� il existe un crit�re tr�s simple de stabilit� �

Th�or�me � La trajectoire est stable si et seulement si chaque c�t� du polygone
appara�t en autant de positions paires que de positions impaires dans la suite
des ci�

Preuve � Dans le d�veloppement de la trajectoire p�riodique� la n��me copie
du polygone est translat�e de la copie � �polygone d�origine�� Or si �i est l�angle
form� par ci avec une direction �x�e� la composition des r��exions par rapport
aux c�t�s est une rotation d�angle

���n � ��n�� � � � �� �� � ���
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�et une translation non nulle $ puisqu�elle a la longueur de la trajectoire $ dans
le cas o� cet angle est nul�� Que l�angle demeure nul quelle que soit la variation
�su�samment petite� des directions des c�t�s est clairement �quivalent � la
condition annonc�e� En tra ant une nouvelle droite joignant un point et son
translat�� on obtient une nouvelle trajectoire p�riodique d�velopp�e� �

Un exemple classique de trajectoire p�riodique stable existe dans les triangles
dont tous les angles sont aigus � la trajectoire relie les pieds des hauteurs�

Fig� �	� Une trajectoire stable

Il est remarquable que dans le cas g�n�ral� on ne sache pas m�me prouver
qu�un triangle admet une trajectoire p�riodique (

��� R�alisation d�une trajectoire de code donn�

On s�int�resse ici � la question suivante � �tant donn�e une suite �cn�n�N de
c�t�s du polygone� quel est la topologie de l�espace des trajectoires qu�elle code
�ventuellement � Comme dans le cas du carr�� le code d�une trajectoire n�est
rien de plus que la succession des c�t�s qu�elle rencontre�

#tant donn� un mot in�ni w sur l�alphabet des c�t�s� notonsX�w� l�ensemble
des trajectoires partant du bord du polygone et de code w �elles partent toutes
du c�t� w��� On appelle bande toute partie d�un X�w� form�e de trajectoires
parall�les et dont les points d�origine forment un intervalle �i�e� un convexe� de
w�� Le billard� vu comme syst�me dynamique discret sur les vecteurs rentrants
de la fronti�re du polygone� transforme les bandes en bandes et pr�serve leur
largeur� Dans la suite� on suppose que X�w� est non vide�

Remarquons que deux trajectoires de m�me code sont toujours parall�les � en
e�et� c�est la m�me succession de copies du polygone qui appara"t lorsqu�on les
d�veloppe� Comme ces copies s��loignent ind��niment de la copie d�origine �les
trajectoires sont de longueur in�nie� et sont de diam�tre constant� les droites
sont n�cessairement parall�les�

Mieux� si les trajectoires parall�les distinctes x et y sont de m�me code et si
le domaine P est simplement connexe� alors toute trajectoire de m�me direction�
de point de d�part situ� entre ceux de x et de y� admet encore le m�me code �
X�w� est donc une bande� Dans la suite� on supposera P simplement connexe�

Th�or�me � Soit w un mot n�p�riodique� Alors X�w� est une bande ouverte �
si n est pair� toute trajectoire de X�w� est p�riodique de p�riode n � si n est
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impair� alors X�w� est constitu� d�une trajectoire de p�riode n et d�une famille
de trajectoires de p�riode n�

Preuve � Si n est pair� alors pour tout d�veloppement d�un �l�ment x de
X�w�� la n��me copie du polygone est translat�e de la copie d�origine � en e�et�
x amput�e de ses n premiers rebonds doit �tre encore dans X�w�� donc parall�le
� elle�m�me� La translation en question est parall�le � la droite qui repr�sente
la trajectoire x � en e�et� lorsqu�on l�applique plusieurs fois au polygone� celui�ci
continue ind��niment de rencontrer la droite� Donc x est p�riodique� et la bande
X�w� est param�tr�e par un intervalle ouvert �une trajectoire parall�le � x su��
samment voisine de x ne rencontre aucun sommet et se d�veloppe comme x�� Si
n est impair� l�argument pr�c�dent s�applique � n � il ne reste qu�� faire appa�
ra"tre l�unique trajectoire de p�riode n� La n��me isom�trie du d�veloppement
d�une trajectoire g�n�rique x �p�riode n� est indirecte et pr�serve la direction
de x � c�est une sym�trie gliss�e� Par interpolation entre trajectoires parall�les�
on voit que la droite invariante est l�unique trajectoire de p�riode n� �

Fig� �
� La droite �xe de la sym�trie gliss�e

En revanche� aucune trajectoire non�p�riodique ne s�inscrit dans une bande �

Th�or�me � Si le mot w est non�p�riodique� alors X�w� est de cardinal au
plus ��

Preuve � Supposons le code w r�alis� par deux trajectoires distinctes� On
sait d�j� qu�elles sont parall�les� et comprises dans une bande B de trajectoires
parall�les r�alisant encore le m�me code� Soit x la trajectoire qui trace le milieu
de la bande � soit Y l�ensemble des valeurs d�adh�rence des it�r�s de l�origine
de x �dans l�espace des vecteurs rentrants dans P � � comme tout point de Y
se trouve au milieu d�une bande de largeur au moins �gale � celle de B� le sys�
t�me dynamique est bien d��ni sur Y � Mieux� il induit une bijection de Y sur
lui�m�me � en�n� Y est compact� Dans la suite� quand x sera une trajectoire
�fonction de R� dans P �� on notera parfois x pour x���� Par commodit�� plu�
t�t que Y � nous allons regarder la r�union disjointe �Y� q Y�� de deux copies
de Y munies d�orientations oppos�es� en composant le syst�me dynamique par
l�application �changement de copie��

On peut donc faire appel au th�or�me de r�currence uniforme d�montr� en
introduction �th�or�me �� � il existe y � �Y� q Y�� tel que pour tout U ouvert
de �Y� q Y�� contenant y� les intervalles de retours successifs de y�t� � U sont
major�s par une constante CU �la majoration en nombre d�it�rations permet
naturellement une majoration en temps � de plus on peut supposer y � Y��
U  Y� et que tous les vecteurs de U ont leur origine sur le m�me c�t� 
 de P ��
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Consid�rons la bande D de largeur maximale dans laquelle est compris y� Tout
�l�ment y� de la base de D est encore uniform�ment r�current � en e�et� chaque
fois qu�un it�r� de y tombe dans U � l�it�r� correspondant de y� est de m�me
direction� a son origine sur 
� et les rayons issus de y et de y� sont de m�me
�cartement sign� �c�est l�int�r�t d�avoir pris �Y� q Y���� La majoration sur les
intervalles de retour de y� � un U � se d�duit donc d�une majoration semblable
sur les retours de y � un certain U �

D

y’

y

Γ

Fig� ��� Les retours pr�servent l��cartement des trajectoires

Soit � � � � par maximalit� de D il existe une trajectoire y� de D qui
passe� pour un temps t�� � moins de �	 d�un sommet� Or toute trajectoire y��

su�samment voisine de y� v�ri�e � jy���t���y��t��j � �	 � et y� est uniform�ment
r�currente � on obtient donc que le bord de D passe� � intervalles born�s� � moins
de � d�un sommet� �Cela est vrai de chacun des deux bords��

D

y’

Fig� ��� Densit� des sommets au voisinage de D

Consid�rons maintenant une suite �xni �i�N d�it�r�s de x qui tend vers y� %
partir d�un certain rang� les directions des xni sont toutes di��rentes� En e�et�
les xni sont tous distincts puisque la trajectoire n�est pas p�riodique � de plus�
chaque xni se trouve inclus dans une bande maximale Di� dont la largeur ��
droite et � gauche de xni� est une fonction croissante de i � pour i assez grand�
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si xni et xnj �taient parall�les �i � j�� Dj viendrait recouvrir un bord de Di�
ce qui mettrait en d�faut la maximalit� de Di�

D

x

y

Dj

Di

Fig� �� Disposition des bandes

Conclusion � les Di� qui sont de largeurs croissantes et de directions tendant�
par valeurs di��rentes� vers celle de D� �nissent par rencontrer des voisinages
de segments arbitrairement grands de la fronti�re de D � en choisissant un �
appropri�� on obtient que les Di rencontrent des sommets� ce qui est absurde�
�

�� Polygones rationnels

G�P �� d��ni au d�but de cette section pour un polygone P quelconque� se
projette sur O��R� par oubli de la partie a�ne �On�R� pour un billard dans
un poly�dre�� On note O�P � l�image de cette projection � un polygone sera dit
rationnel si O�P � est �ni� Comme les polygones sont bien s!r suppos�s connexes�
cette condition est �quivalente � ce que tous les angles de P soient des multiples
rationnels de ��

Dans un polygone rationnel� les trajectoires n�empruntent qu�un nombre
limit� de directions �au plus N � o� O�P � � D�N est le groupe di�dral � N
�l�ments�� L��tude du billard est donc partitionn�e en autant de probl�mes qu�il
y a de classes de directions�

Soit P un polygone rationnel� On peut e�ectuer une construction strictement
analogue � celle qui permet de repr�senter un billard carr� dans un tore dont la
surface est partitionn�e en � copies du carr��

Consid�rons� dans N copies du plan R� � les N images de P sous l�action
de O�P �� En appliquant � une copie quelconque une sym�trie d�axe l�un de ses
c�t�s� on obtient la translat�e d�une autre copie �� �changement de copie du
plan� pr�s�� On recolle alors le c�t� de la premi�re copie� par rapport auquel
la sym�trie a �t� e�ectu�e� � son image dans la seconde� point par point� On
r�it�re l�op�ration pour chaque copie et chaque sym�trie possible�

Le recollement obtenu est une vari�t� compacte V de dimension � orientable�
La structure de vari�t� est �vidente en tout point de l�int�rieur d�une des copies
ou de l�int�rieur d�une des ar�tes� Mais que se passe�t�il en un sommet S �
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Fig� ��� Recollement des copies

Si l�angle au sommet S est k�	n �k premier avec n�� on peut ordonner
naturellement la suite des copies attenantes � S � en tournant autour de S dans
un sens choisi� on visite alternativement une copie directe et une copie indirecte
de P � l�angle de pivotement entre deux copies directes successives est k�	n�
C�est au bout d�exactement n applications de cette rotation que le total redevient
pour la premi�re fois un multiple de �� S est donc le point de rencontre de n
copies de P � la somme des angles adjacents � S est k� �On voit incidemment
que dans le cas d�un impact contre un coin� la suite du mouvement de la bille
est bien d��nie si et seulement si k � ���

En un sommet� on �tablit donc un hom�omorphisme local avec R� en divisant
les angles par k� En�n� V est orientable � chaque copie directe de P n��tant
adjacente qu�� des copies indirectes et r�ciproquement� un petit cercle orient�
se d�pla ant dans V revient toujours avec la m�me orientation dans la m�me
copie de P �

On peut calculer le genre de cette vari�t� V � Supposons que les angles du
polygone sont �ki	ni �fractions r�duites pour i � f�� � � � � rg� o� r est le nombre
de sommets� � le N pr�c�demment introduit est alors le plus petit commun mul�
tiple des ni� On trouve donc un maillage de la vari�t� en �l�ments contractiles�
constitu� de �

�
Pr

i	�N	ni sommets � en e�et� le i��me sommet� pr�sent au d�part dans
N copies de P � a �t� re�fusionn� en paquets de ni exemplaires lors du
recollement�

� rN	 � rN ar�tes � chacune r�sulte de la fusion de  ar�tes de la collection
des copies de P �

� N faces �les int�rieurs des copies��
La caract�ristique d�Euler�Poincar� de V est donc �

�V � N

rX
i	�

�

ni
� rN � N � �N

X ki � �

ni

puisque X
�
ki
ni

� ��r � �

�c�est la somme des angles int�rieurs d�un polygone dont le bord n�a pas d�auto�
intersection�� On obtient donc le genre �

gV � � �
N



X ki � �

ni
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% l�ensemble des trajectoires de billard partant dans une copie donn�e de P
avec une direction donn�e correspond le �ot d�un champ de vecteurs constant
dans la vari�t� priv�e de ses points singuliers �les sommets o� ki)��� On d��
montre en annexe �section ���� un r�sultat de densit� des trajectoires de direc�
tion �x�e� La �gure �� est un sch�ma de la situation au voisinage d�un sommet
o� ki � � �

Fig� ��� Une singularit� d�ordre �

En particulier� le champ est d�pourvu de singularit�s si et seulement si tous
les ki valent � �autrement dit � tous les angles sont des sous�multiples entiers
de l�angle plat�� Une recherche arithm�tique �l�mentaire permet de trouver les
polygones correspondants� parfois quali��s d�int�grables � on trouve le triangle
�quilat�ral� le carr�� le triangle �demi��quilat�ral� et le triangle �demi�carr���

Fig� ��� Pavages du plan par les polygones int�grables

Ces �gures pavent le plan par r��exions selon leurs c�t�s� et deux copies
quelconques sont isom�triques selon un unique �l�ment de G�P � �alors que pour
un pavage en nid d�abeilles par exemple il n�y a pas unicit��� Les syst�mes dy�
namiques associ�s sont des �ots uniformes du tore T�� Mentionnons aussi le cas
des billards semi�int�grables� obtenus quand le domaine est extrait d�un de ces
pavages �polyominos carr�s� par exemple�� On peut d�montrer notamment que
dans un polygone quasi�int�grable� pour toute direction rationnelle relativement
au maillage de R� sous�jacent� il existe un temps t tel que toute trajectoire soit
p�riodique� de p�riode �temporelle� t� La preuve repose sur les m�mes id�es que
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celles mises en oeuvre dans la d�monstration donn�e en annexe ������
Remarque � En �largissant un peu le cadre� on peut trouver plus r�gulier

encore que les polygones int�grables� Par exemple� pour les billards d��nis dans
des triangles sph�riques particuliers �ceux qui pavent la sph�re�� on voit ais�ment
que toute trajectoire est p�riodique (

En�n� dans le cas des polygones rationnels� il est encore possible de se ra�
mener �comme pour le carr�� � un syst�me dynamique discret de dimension � �
pour ce faire� on incise un certain nombre d�ar�tes de la vari�t� V � de mani�re
� obtenir une surface qui s�injecte localement et canoniquement dans le plan�
� la mani�re des d�veloppements plans de poly�dres convexes �seulement� ici�
le d�veloppement a le droit de venir se recouvrir lui�m�me plusieurs fois� Plu�
t�t que par incisions� une autre mani�re d�obtenir ce d�veloppement consiste �
partir des N copies de P et � n�e�ectuer qu�une partie des recollements� en
constituant de proche en proche un gros polygone auquel chaque nouvelle face
ne vient se recoller que par une seule ar�te�� La fronti�re de la surface obte�
nue peut �tre param�tr�e par R	Z� Le �ot de la vari�t� induit une fonction de
l�ensemble des points du bord o� le champ est rentrant� dans lui�m�me � �tant
donn� un point� on suit sa ligne de champ jusqu�� ce qu�elle sorte de la �gure�
puis on �saute� au point o� elle entre de nouveau �identi�cation de c�t�s��

f(A)

A

Fig� ��� Le syst�me dynamique induit sur la fronti�re

��� Un th�or�me de �nitude

On s�int�resse ici au billard pratiqu� dans un angle n��dre� en dimension n
�domaine obtenu par intersections et r�unions �nies de demi�espaces d�limit�s
par des hyperplans vectoriels��

Th�or�me �� Pour un tel billard� il existe une constante qui majore unifor�
m�ment le nombre de rebonds de la bille�

Preuve � On proc�de par r�currence sur n� Pour n � � le r�sultat est �vident
sur la repr�sentation d�velopp�e ��gure ����

Pour n � � projetons la �gure sur la sph�re unit� Sn�� � on obtient un
billard dans un poly�dre sph�rique P � On peut d�velopper la trajectoire dans la
sph�re � elle devient �au plus� un demi�grand�cercle de longueur � qui traverse
un certain nombre de copies de P � On note �fj�j�J la famille �nie des faces de
P �
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Fig� ��� Billard dans un secteur angulaire

Pour tout x � �P � soit Bx une boule ouverte de centre x �pour la m�trique
de la sph�re� telle que

x 	� fj �� Bx � fj � �

Une telle boule existe par compacit� des fj � On obtient donc un recouvrement
de �P � par compacit�� on peut extraire un sous�recouvrement �B�� � � � � Bn��

Tant que le projet� de la bille reste dans Bi � Bx� le billard consid�r� dans
l�espace entier est trivial selon la direction Ox �toutes les faces contre lesquelles
la bille est susceptible de rebondir contiennent la droite Ox � on peut donc
quotienter par cette direction� et on obtient un billard �n� ����dre de sommet
�x��� L�hypoth�se de r�currence s�applique � il su�t donc de majorer le nombre
de retours dans Bx�

Fig� �	� Plut�t que les Bi de la preuve� on peut choisir les int�rieurs de n�importe
quels compacts convexes Hi qui soient stables pour les r��exions selon les faces
qu�ils rencontrent� et qui contiennent au moins un point � l�intersection de ces
m�mes faces �a�n qu�il y ait trivialit� du billard relev� de �Hi dans Rn �� % droite�
un aspect local possible des Hi dans le cas d�un poly�dre de S�

Comme la longueur totale de la trajectoire est au plus �� il su�t de minorer
les temps de retour � Bx� Toute trajectoire qui quitte Bx pour y entrer � nouveau
subit au moins une r��exion �en e�et� Bx est convexe et la trajectoire ne peut
pas faire tout le tour de la sph�re qui est de longueur ��� Comme Bi est stable
par toute r��exion selon fj � x� le m�me argument de convexit� s�applique � la
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trajectoire d�velopp�e � il y a donc au moins une r��exion contre une face fj
telle que x 	� fj � Or la distance de Bx � une telle face est� par choix du rayon
de Bx� minor�e par une constante strictement positive � les temps de retour �
chacun des Bi sont donc bien minor�s� �

Remarque 	 cette preuve s��tend aussit�t au cas o� P est un poly�dre de
Rn � On vient donc de prouver le r�sultat suivant � pour tout billard dans un
poly�dre P � le nombre de r��exions au bout du temps t est major� par un OP �t�
ind�pendant de la trajectoire consid�r�e�

��� Un contre�exemple

L�exemple suivant montre qu�une trajectoire non�p�riodique n�est pas n�ces�
sairement dense� L�hexagone ABCDEF admet un centre de sym�trie � les angles
ont �t� choisis tels que BAC et DEC soient des trajectoires �ou des trajectoires
limites� de la bille� ainsi �par suite� que Z �FB et Z �FD� De plus� les distances
XY et XZ sont incommensurables�

F

E

D
B

X Z C’ Y

Z’

C

A

Fig� �
� Des trajectoires ni p�riodiques� ni denses

On voit que  r��exions successives envoient l�ensemble des trajectoires verti�
cales dans lui�m�me� Mieux� en envoyant le segment XY sur R	Z� on voit appa�
ra"tre la transformation comme une translation de vecteur �XC �	XY � mod Z �
la non�p�riodicit� d�coule des r�sultats connus sur les translations toriques� En
ajoutant � la table des oreilles polygonales de part et d�autre de l�hexagone� on
obtient un syst�me o� la trajectoire n�est pas dense�
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� Annexes

	�� Un th�or�me de densit�

On se propose ici de d�montrer l��nonc� suivant� promis en ����� �

Th�or�me �� Soit P un polygone rationnel� Les sommets des copies de P sous
G�P � forment un ensemble d�nombrable S� Soit � une direction qui n�est celle
d�aucun segment reliant deux points de S� Alors toute trajectoire t 	 R� �� P
de direction �au d�part � est dense quand on la rel�ve dans la vari�t� V associ�e
�on dit que le �ux uniforme sur V de direction � est minimal�

Remarque 	 le m�me r�sultat est aussit�t vrai pour toute t 	 R� �� V �
et donc pour toute trajectoire de direction � �en e�et� par choix de � toute
trajectoire poss�de au moins une branche in�nie��

Preuve � Soit t 	 R� �� V une trajectoire suppos�e non dense� Les points
sp�ciaux de V sont par d��nition les singularit�s et le point t��� � ils forment
un ensemble �ni que nous appellerons R� Nous allons admettre pour le moment
qu�il existe un segment Z ferm� de V nR� orthogonal en tout point � la direction
�� ne rencontrant l�adh�rence de t qu�en ses deux extr�mit�s�

Pour tout point z � Z� on peut consid�rer la trajectoire tz 	 R� �� V nR de
direction � et d�origine z� �ventuellement interrompue apr�s une longueur �nie
�rencontre d�un point sp�cial�� Comme le rectangle Z� ��� T � est compact et que
R est �ni �donc sans point d�accumulation�� le nombre de telles interruptions
est localement �ni � il n�en survient que pour un nombre �ni de valeurs de
�z� � � Z � ��� T �� Il est donc possible de dessiner un arbre localement �ni ��ni
� toute profondeur �nie�� dont les branches se subdivisent � chaque rencontre
d�un point sp�cial �

Z
z

Fig� ��� NB � il peut y avoir des points sp�ciaux dans la fronti�re verticale

L�int�rieur de cet arbre est une vari�t� ouverte de dimension � globalement
applicable dans le plan �c�est���dire isom�trique � un ouvert de R� � bien que
dans les �gures de cette section on ait choisi de ne dessiner que des plongements
non isom�triques� � branches �tordues��� L�arbre re oit naturellement une forme
d�aire image r�ciproque de celle de V � Notons qu�il y a un sens naturel � parler
de la largeur d�une branche�
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Quand l�int�rieur d�une branche contient un point de Z� c�est que les tra�
jectoires qu�elle contient entrent de nouveau dans Z par le haut� Comme Z est
bord� de segments de t� cette branche ne peut pas contenir de point du bord de
Z � � partir de cette valeur du temps  � la branche est enti�rement constitu�e de
points d�j� visit�s plus haut par l�arbre� On peut donc aussi bien la sectionner
� cette valeur�

Fig� ��� Le sectionnement d�une branche

On sectionne ainsi toute branche qui contient un point de Z � le nombre de
coupures � faire est localement �ni �essentiellement parce qu�� profondeur �nie
il n�y a qu�un nombre �ni de branches�� S�il doit y avoir une in�nit� de coupures�
elles ont lieu � des profondeurs tendant vers l�in�ni�

Imaginons maintenant que le m�me point x de V n R apparaisse deux fois
dans l�int�rieur de l�arbre �mond� � alors les ant�c�dents de ce point �ses images
par le �ux inverse� sont eux aussi atteints deux fois� et en remontant assez loin
on trouve qu�il y a un point de Z qu�une branche devrait contenir dans son
int�rieur � absurde ( �les deux points ne peuvent bien s!r pas �tre � la m�me
profondeur��

x

x

x’

x’

Fig� �� Deux points tir�s en arri�re

Ainsi� l�arbre �mond� �ouvert� contient au plus une fois chaque point de
V n R� Il ne peut donc y avoir qu�un nombre �ni d�embranchements � en e�et�
chaque singularit� ne peut subdiviser le �ot qu�un nombre �ni de fois sans qu�il
y ait superposition des branches �voir la �gure �� page ��� de m�me que le
point t���� Par cons�quent le nombre total de branches est �ni�

Comme l�arbre est d�aire �nie� il ne peut pas avoir de branche in�nie �une
telle branche cesserait de se subdiviser � partir d�une certaine profondeur� et
serait d�aire in�nie�� L�adh�rence de l�arbre est donc hom�omorphe � un com�
pact de R� � on peut dire que sa combinatoire est 
nie� et chaque branche est
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sectionn�e apr�s une certaine longueur� puis raccord�e � un sous�segment de Z�

Fig� ��� L�arbre �nal

De par le choix de �� il ne peut pas y avoir de trajectoires p�riodiques �les
direction de trajectoires p�riodiques sont celles de translations qui �tablissent
l�isom�trie de deux copies de P � En particulier� l�arbre n�est pas trivial� puis�
qu�il contiendrait alors des trajectoires p�riodiques � donc il y a au moins une
subdivision��

Regardons maintenant l�adh�rence �compacte� K de l�arbre� Recollons les
branches sectionn�es sur Z� Consid�rons le bord de la surface obtenue � il est de
longueur �nie� hom�omorphe � une collection �nie de cercles S�� et chaque cercle
est constitu� de segments de courbes int�grales du �ot de direction � �prises dans
un sens ou dans l�autre�� s�par�s par un nombre �ni de points appartenant soit
� R� soit � Z� Nous appellerons points lisses les points de l�int�rieur de ces
segments�

Certains points lisses sont � identi�er deux � deux �par exemple juste au�
dessus du recollement de deux branches adjacentes sur Z� ou juste au�dessous
d�une subdivision au point t��� � R�� Quand deux points lisses �forc�ment pris
dans des segments distincts� s�identi�ent� par r�gularit� du �ot il y a recollement
des segments entiers �ce sont des recollements bord vertical � bord vertical� entre
morceaux de branches de K�� On e�ectue ces recollements un � un � il y en a
au plus autant que de segments� Or on peut voir ��gure ��� que la structure
g�n�rale du bord en cercles est pr�serv�e par le proc�d��

Fig� ��� Recollements entre cercles
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On obtient �nalement une surface compacte B dont le bord est soit vide�
soit constitu� de cercles du type d�j� d�crit� et dont les points lisses sont tous
distincts� Mieux� les points non lisses sont maintenant tous des singularit�s du
�ot �t��� et les points de Z ont �t� absorb�s par des recollements�� La �gure
���� montre un aspect local possible de cette surface B� r�immerg�e dans V �
Noter qu�en A par exemple� l�immersion n�est pas injective�

t(0)

A

Fig� ��� R�immersion de B dans V

Si �B est e�ectivement non vide� parcourons l�un de ces cercles � s�il rencontre
une singularit� on obtient un chemin entre deux singularit�s pour la direction
� � absurde� de par le choix de �� Sinon� on obtient simplement une trajectoire
p�riodique de direction � � encore absurde� Donc �B � � � B est �gal � son
int�rieur et � son adh�rence� donc B est � la fois ouvert et ferm� � B � V �
Comme l�int�rieur de l�arbre d�origine ne contenait aucun point de la trajectoire
t� cela signi�e que t �tait enti�rement incluse dans la fronti�re de l�arbre� qui est
de longueur �nie � cela encore est absurde� �

Remarque � dans le cas o� le cercle rencontre une singularit�� on obtient en
fait un peu mieux qu�un chemin entre deux singularit�s � on a tout un lacet
non trivial fait de chemins reliant deux singularit�s� Un tel chemin peut �tre
regard� comme un cycle d�g�n�r� � on vient donc de montrer que si � admet
une trajectoire non dense� alors � admet un cycle �ventuellement d�g�n�r��

Il reste donc � montrer l�existence de Z� Soit � une direction perpendiculaire
� � � Z va appara"tre essentiellement comme une courbe int�grale du �ux associ�
� �� Soit T � t�R� � � comme T et V n T sont in�nis et V connexe� la fronti�re
commune �T � ��V n T � est de cardinal in�ni� Par cons�quent� choisissons un
point non sp�cial x � �T � On peut consid�rer une suite �xn�n�N de l�ouvert
V n �T � R� qui tend vers x� Pla ons�nous sur une petite boule B contenant x
et ne rencontrant pas R � il y a trivialit� locale des �ots de � et � ��gure ����

Pour un certain n su�samment grand� la courbe int�grale de � d�origine
xn �	 y �d��nie sur un voisinage de �� est dans V n �T � R� pour les temps
proches de � et vient rencontrer T pour un temps non nul� en un point y� � B�
On peut consid�rer une bande ouverte D contenant cette courbe et appuy�e sur
un segment de T contenu dans B �� l�int�rieur de B� toutes les trajectoires de D
rencontrent T pour les m�mes valeurs du param�tre temps� par trivialit� locale
des �ux�� L�argument de la preuve pr�c�dente s�applique alors � D � par �nitude
de l�aire totale disponible� la bande revient se visiter elle�m�me et le retour se
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Fig� ��� Deux �ux orthogonaux

fait par la racine� Il y a donc dans D une trajectoire qui revient couper T � on
peut en extraire le segment Z recherch�� �

Le th�or�me ���� existe sous d�autres formes faisant intervenir des classes
de vari�t�s compactes un peu moins restrictives� mais la preuve donn�e ici est
assez g�n�rique�

En voici une application �

Th�or�me �� Dans l�espace X des k�gones simplement connexes munis d�une
trajectoire t� sur lequel on met la topologie naturelle� il existe un ensemble G
dense� form� de polygones pour lesquels la trajectoire est dense dans l�espace
des rayons�

Preuve � On fait appara"tre G comme une intersection d�nombrable d�ou�
verts denses �G est alors dense par le th�or�me de Baire�� L�espace EP des �tats
possibles de la bille dans le polygone P est le �br� tangent unitaire � l�int��
rieur de P � qu�on peut identi�er � une partie de B � �S� �comme on regarde les
polygones � similitude pr�s� on peut consid�rer qu�ils sont de diam�tre unifor�
m�ment born��� Soit �Bn�n�N une base d�ouverts de B � �S� � on peut supposer
que chaque Bn est produit cart�sien d�un ouvert de B � �point de d�part� et d�un
ouvert de S� �direction�� Soit Xn l�ensemble des points de X pour lesquels la
trajectoire visite tous les �l�ments non vides de la suite �B��EP � � � � � Bn�EP ��
Les Xn sont ouverts � pour peu qu�ils soient denses� leur intersection r�pondra
� la question�

Or soit Ym l�ensemble des k�gones rationnels Q tels que le groupe O�Q� soit
d�ordre � m� munis d�une trajectoire dont la direction � est choisie comme dans
le th�or�me ����� Cette trajectoire traverse tout ouvert de Q selon tous les angles
images de sa direction d�origine sous O�Q�� Pour m assez grand� on en d�duit
que si EQ rencontre un Bi� alors la trajectoire passe dans Bi �par structure de
produit cart�sien de Bi � EQ�� Donc Ym  Xn pour m assez grand� or Ym est
bien dense dans X � Le th�or�me est donc prouv�� �
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	�� Qu�est�ce que c�est �

Fig� ��� R�ponse � c�est la vari�t� de genre  associ�e au billard dans un triangle
isoc�le d�angle au sommet �	��
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