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1 Introduction

1.1 Présentation des équations d’Euler

Les équations d’Euler décrivent la dynamique des fluides incompressibles non
visqueux. Elles régissent le mouvement d’un fluide sous l'influence du champ
de pression qui y régne. Pour comprendre leur origine, considérons un fluide
incompressible contenu dans un volume . Notons u(x,t) le champ de vitesse
du fluide, p(z, t) le champ de pression et p la masse volumique. On s’intéresse a la
dynamique d’une particule de position x(t). Sa vitesse est alors v(t) = u(z(t),t)

d d
et son accélération dit] = (d—fV)u + 8—1: Par le principe fondamental de la
dynamique, on a
dv
= = —Vp,
Pt p
et donc 5
U
Por + p(u.V)u+ Vp =0.

Par ailleurs, la condition d’incompressibilité se traduit par un flux du champ de
vitesse nul au bord de tout sous-volume et donc, via la formule de Stokes, par
une divergence nulle du champ de vitesse. En normalisant la masse volumique
p, on obtient donc les équations d’Euler :

O+ (u-Vi)u+ Vp =0, (1)

div u = 0. (2)

En présence d’un champ de force supplémentaire s’exercant sur le fluide, un
second membre apparait dans I’équation (1) qui devient :

ou+ (u-V)u+ Vp=f.

Par ailleurs, lorsque I’on ne néglige pas la viscosité (notée ) du fluide, un terme
supplémentaire apparait et on obtient I’équation de Navier-Stokes :

Ou+ (u-V)u+rvAu+ Vp =0,



divu=0.

Nous renvoyons a l'ouvrage Vorticity and Incompressible Flow, de Majda et
Bertozzi [8] pour une étude tres compléte de ces équations. L'ouvrage Hydro-
dynamique physique de Guyon, Hulin et Petit [5] constitue quant & lui une
référence pour les aspects physiques du probleme.

Nous ne considérerons par la suite que les équations d’Euler : on suppose
que la viscosité est nulle. En dimension deux d’espace, l’existence globale d’une
solution réguliere (globale signifie : définie pour tout temps) a été établie des
1933 par Wolibner (voir [10]). En dimension trois, Ebin et Marsden ont montré
un résultat d’existence locale de la solution (voir [3]). Par contre, on ne sait
pas encore s’il existe une solution globale de ’équation. Néanmoins, des criteres
d’explosion ont été mis en évidence, tel celui de Beale, Kato et Majda (1984) :
si une solution explose (en temps fini), alors le rotationnel de u (ou vorticité)
devient infini. On en déduit par contraposée une condition suffisante pour qu’une
solution puisse étre définie sur tout le domaine de définition. D’autres criteres
ont plus récemment été montrés, tel celui de D. Chae (voir [2]).

Dans ce qui suit, on montre d’abord comment on établit I’existence locale de
la solution de I’équation d’Euler dans les espaces de Sobolev H®. On suit pour
cela la méthode de R. Temam. Dans un second temps, on s’intéresse au critere
d’explosion de Beale, Kato et Majda.

1.2 Notations

Q désigne un ouvert borné et régulier de R? : on suppose que le bord de
Q) peut étre recouvert par un nombre fini de cartes locales de classe C*°. On
travaillera dans les espaces de Sobolev H*(Q), avec s € N, s > 3 (le résultat
d’existence locale est en fait vrai pour 'espace H® avec s non entier, pour s
assez grand, ainsi que pour les espaces WP pour m assez grand). On rappelle
que pour s € N, H® est I’ensemble des fonctions L? dont les dérivées partielles
jusqu’a ordre s sont dans L2. L’espace H*(§)3 est ’analogue pour les fonctions
& valeurs dans R3.

On note |.|r» la norme dans L?, et (f,g) le produit scalaire de f et g dans
L?. On note par ailleurs (f,g)g+ et |f|z- le produit scalaire et la norme dans
H*(Q2) ou dans H*(2)3. Ainsi

(f7g)H5 = Z (aaf’ aag),

lal<s

olt pour un multi-indice o = (a1, a2, a3) € N3, 9% désigne la dérivée partielle
selon «, et |a| = a1 + as + as.

On pose enfin Xy = {v € H*(Q)3,div v = 0,v.n = 0 sur 9N}, ot n désigne
le vecteur normal sortant de €. Cet espace est bien défini méme pour s = 0;
en effet, si v est une fonction L? de divergence nulle, on peut définir la trace
normale v.n via la formule de Stokes : V¢ € C*(Q), [, (v.n)¢ = — [,v.Vo.

1.3 Quelques résultats classiques d’analyse fonctionnelle

On rappelle tout d’abord les injections de Sobolev : comme la dimension est
3,0naHSCLToi1%:%—§sis<%,1§r<oosis:%et7":oosis>%.



De plus, pour s > %, I’espace H® est une algebre pour la multiplication point
par point des fonctions (voir [3]).

Par ailleurs, un champ v € L de divergence nulle et de partie normale nulle
sur le bord (ou nul & l'infini dans le cas de I'espace tout entier) vérifie

((w.V)w,w) =0, Yw € H. (3)

En effet, par la formule de Stokes,

((u- V)w,w) / Zuzaw w—Z/ uzaz /RSZE)Z =

De plus, on vérifie par intégration par parties aussi que sous ces mémes hy-
potheses, u est orthogonal & tout champ de gradient de partie normale nulle au
bord ou a l'infini. Et réciproquement, un champ de vecteur orthogonal & X est
un champ de gradient.

2 Existence locale de la solution de I’équation
d’Euler

On montre l'existence locale d’'une solution dans le cas d’un ouvert borné
régulier de R? (un résultat analogue existe dans I’espace tout entier, mais le cas
ou (2 est borné est un peu plus simple). On rajoute donc aux équations données
en (1) la condition de non pénétration du fluide dans la paroi : u.n = 0 sur
09). Les équations d’Euler que 'on considére dans cette section sont donc les
suivantes :

Ou+ (u-V)u+ Vp = f,sur §, (4)
div u = 0, sur €, (5)
u.n = 0, sur 0. (6)

La méthode décrite ci-apres est due a Roger Temam. On commence par
établir une majoration de la norme H® de la solution u si elle existe; cette es-
timation sera primordiale pour montrer I’existence d’une solution par approxi-
mation, via un argument de compacité.

2.1 Estimation a priori de la solution

On suppose que u et p constituent une solution des équations d’Euler. On
commence par montrer deux lemmes. Le premier donne une représentation de
p en fonction de wu.

Lemme 1 Si u et p constituent une solution classique des équations d’Euler,
alors

Ap=div f — Z 0ju;.0;uj, sur €, (7)
1<i,j<3
op
% = fn + Z ‘ uiuj¢i7j,sur 8(2, (8)
1<4,j<3

ot les fonctions ¢; ; dépendent seulement de 0N2.



Preuve : La relation (7) s’obtient immédiatement en appliquant la divergence a
léquation (4) et en utilisant le fait que div u = 0.
Effectuons le produit scalaire de (4) avec n sur Q2. Comme u.n =0 on a

ou; op

Comme le bord de Q est régulier, on peut le représenter par cartes locales; on
se place dans 'une d’entre elles : 9Q y est représenté par ¢(z) = 0 (ensuite il
faut utiliser une partition de I'unité subordonnée & un recouvrement de cartes).
On a alors

Vo(x)

") = o)

Comme u(x).n(x) = 0 sur 9Q, on a u(z).Vé(r) = 0 et ainsi le gradient de
u(x).Vo(z) est parallele & celui de ¢ (toujours sur 99); il existe donc une
constante k telle que

0;(u. Vo) = kd;¢p, puis
Z &ujc’)J(b = — Z Ujaij¢ + k&qb
J J
Comme u.n = 0, on a en faisant le produit scalaire avec u :
Z uiaiujajqzﬁ = — Z Uiujai,jQS'
4,J i,
On divise alors par |V¢|, ce qui donne

D
;juiﬁiujnj = — Zuiuj |V7J(Z|S

(2%

En combinant avec la relation (9), on obtient (8) avec ¢; ; =
On donne alors par le second lemme une estimation quadratique de p en
fonction de wu.
Lemme 2 Siu € L*([0;T], HST1(Q)) et p € L>=([0;T], H*T1(Q)) vérifient les
équations d’Euler, alors pour tout t > 0, pour s > %,
IVp(O)|as < (| f ()] me + Ju(®)[-), (10)
ot la constante ¢ ne dépend que de s et de Q.

Remarque : Ce résultat est vrai aussi pour s est réel, d’ou la condition
s > 5/2. Néanmoins, la preuve est alors un peu plus difficile, aussi se limite-t-on
iciaseN.

Preuve : On utilise ici un résultat de régularité elliptique : si p appartient a
H*+1 alors les dérivées secondes de p sont controlées dans H~! par la norme
H*~! du laplacien de p (qui n’est qu'une combinaison linéaire des dérivées se-
condes) ainsi qu'un terme de bord. Plus précisément, on a la majoration :

dp
|Vpla: < C(|AP|H5*1(Q) + |%‘Hs—l/2(69)),



ou c¢ est une constante ne dépendant que de €2 et de s. Pour une preuve de
ce résultat, voir [4]. En combinant avec les relations établies dans le lemme
précédent, on a l'inégalité

[Vpls < c(|div f— Zajuiaiuj|Hs—1(Q) + |fn + Zuiuj¢i’j|HS_(l/2)(6Q)).
1,3 4,J
On a déja |div f|gs—1 < c|f|n=, et par le théoreme de trace !, |fnlge-1/2090) <
| flu=(o- De plus comme s > 5/2, H*~! est une algebre et
10105 | grs—1 < €|0jui| 1|05 o1,
ol ¢ dépend ici de s et de €. Ainsi,
00w ro—1 < clul3y..

Il reste enfin & majorer |}, s uiu;jgi ;| gs-a/2)(90)- Ce terme est inférieur a
Yy j |uiuj‘HS—(1/2)(aﬂ) ou ¢ dépend de p et des ¢; ; c’est-a-dire de 2. Comme
s —1/2>1, H*=1/2(99Q) est une algebre et

2 ",|2
D luitg| g o a0y < lujpaltye-ioa) < ¢ ulfre @),
,J
la derniére inégalité venant du théoréme de la trace. Ainsi, la relation (10) est
bien vérifiée.

Majoration de la norme H?® : On en arrive a présent a la majoration de
la norme |u|gs pour u solution. Pour o un multi-indice de longueur inférieure
& s, on applique 9, aux deux membres de I’équation (1). On prend ensuite le
produit scalaire L? avec d,u. On obtient ainsi :

1d|8au|2LQ

s =t 20l O ) 0t) + (aV, Datt) = (Do f Dot).

W
- J 3xj
J

En sommant sur «, pour |a| < s, on a alors :

Ldlul3. ou
g = Z(u] axj,u)Hs —(Vp,u)ms + (f,u)ms. (11)

On utilise la majoration suivante, due a Kato :
ou

E Uj—=—, U)gs

’ - ( jaxj )H

ou ¢ ne dépend que de s (voir le lemme 3 ci-apres). Par ailleurs, on a par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

< clul%.,

(frwme — (Vp,w) s < [flaelulgs + VD aelulgs < c(|f(E)|me + ut)Fo) ul g,

1. Rappelons 'on a une application continue u € H*(R2) — wujgq € L?(09) qui & une

fonction H! associe sa trace sur le bord. Elle n’est en fait pas surjective. Par contre, on peut
définir une application continue u € H*(Q) — ujpn € H571/2(8Q)7 qui est surjective.



la derniere inégalité utilisant le lemme 2. Ainsi,

1 d|ul?,.
3 ‘ZLH < erlulfpe + col flas lulme,
d’ou alul
u s
i < alulin + calfla- (12)

11 est classique d’en déduire (voir le lemme 4 ci-dessous) que
()]s < y(t),0 <t < T, (13)
ou y est la solution de I’équation différentielle

d
di; = c1y? + el flae, y(0) = [u(0)| e (14)

On remarque de plus que lintervalle [0, 7p[ d’existence de y(t) ne dépend que
de c1, ¢a, | f|ms et |u(0)|gs. Cette majoration de |u(t)|g- sera utile pour montrer
Iexistence locale de la solution.

Pour compléter la preuve, il nous reste a démontrer deux lemmes :

Lemme 3 (T.Kato) Soient u € H®() et v € H*TL(Q) tels que divu =
div v = 0. Alors pour s > 3,

[(w.V)o| s < clul|gs|v|gs+r. (15)
[((w.V)v, ) - vl (16)

ot ¢ et ¢ dépendent de s.

< ulys-

Preuve : La premiere majoration vient du fait que pour s > 2, H® est une
algebre et ainsi

0
()0l < g e < el e [Vo e < clul e o] presr
ox;
; J
J

Par densité des restrictions &  des fonctions de C2°(R3) dans H*®, on peut
supposer que u et v sont dans C°(R3) pour montrer (16), car 'inégalité (15)
assure le contrdle du terme bilinéaire (u.V)v. Alors

(u.V)v,v)gs = Z (0a[(u.V)v], Ouv), (17)

laf<s

ol la somme porte sur des multi-indices. Or par la formule de Leibniz,

Oa[(u.V)v] = Z Ca,3(05u.V)0n—gv. (18)

0<p<a

(On rappelle que dans cette expression, I'inégalité 8 < « signifie ; < a; pour
1 <i <3, et que la différence d’indices se fait terme a terme).

Comme div u = 0, et u,v € C(R3), on a ((1.V)dqv,dqv) = 0 (voir le rappel
en fin d’introduction), et donc le terme correspondant & 8 = 0 dans (18) est nul



dans (17). Pour avoir (16), il suffit par 'inégalité de Cauchy-Schwarz de montrer
que pour |3| > 0,

|(8gu.V)aa,,@’U|L2 < C|U|H3|U‘|a‘ si|fl=1,2 (19)

[(0pu.V)0a—pv|r2 < clul s [0]ja]- 15145 si [B] = 3. (20)

Pour montrer ces inégalités, on utilise le fait que

[fglrz < clfluzlglee, etlfglre < | flmlglm (21)

La premiere inégalité vient de ce que |fg|r2 < ¢|f|co|g|r2 et de Vinjection de
Sobolev de H? dans L™ en dimension 3. La seconde vient de l'inégalité de
Hélder |fg|r2 < ¢|f|pa]g|re et de I'injection de Sobolev de H' dans L*.

Pour || = 1, on a |0gulgz < |u|gs et |VOa—_pgv|r2 < |v|gie. On en déduit
(19) a Taide de (21). On utilise des inégalités similaires dans les autres cas :
pour |G| = 2, on remarque que |9gulgr < |u|gs, |VOa—pgv|m1 < |v|gial, et pour
18] >3, |0gulr> < |ulgis, [VOa—pv|a2 < |v|giai-16145.

Lemme 4 Supposons que u vérifie l'inégalité différentielle (12) (on change de
notation : on remplace |u|gs par u) et que y vérifie l'équation différentielle (14)
sur [0, To]. Alors ¥t € [0, To], u(t) < y(t).

Preuve : Soit € > 0 et y, la solution de I’équation différentielle (14) mais avec la
condition initiale y¢(0) = u(0) + €. On pose T, = sup{t > 0,u(t) < y.(t)}. Pour
t < T, onau(t) <yct) et donc au regard des relations différentielles (12) et
(14), ¢ étant positif,

(1) < (1)

Donc u—y, décroit sur [0; T, puis u(T) < y.(T)—e€ ce qui implique que T, = T.
Donc
u(t) < ye(t) sur [0;7].

On en déduit I'inégalité cherchée en faisant tendre € vers 0, par continuité de
la solution de (14) par rapport a la condition initiale (théoréeme de Cauchy-
Lipschitz).

2.2 Le théoréme d’existence locale de la solution

Dans cette section, on énonce et démontre le théoreme d’existence locale et
d’unicité de la solution de 1’équation d’Euler.
Notation : Si FE est un espace vectoriel normé, on désigne par L>°([0; 7], E)
lensemble des fonctions u de [0; 7] dans E telles que u(t) soit borné dans FE
uniformément en ¢.

Théoréme 1 (R. Temam) Soit Q un ouvert borné régulier de R et s > 5/2.
Alors pour toute condition initiale ug € H*()3 vérifiant (5) et (6) et tout
second membre f € L*([0;T], H®), il existe T, > 0 et un couple (u, p),

u € L=([0;T.], H*(Q)?) unique, et

p € L*([0; T.], H*TH(Q)) unique a une fonction du temps pres,
solution des équations d’Euler (4), (5) et (6).



Remarques :
— Le temps Ty ne dépend que de Q et des normes H® de f et de ug, comme
le montrera la preuve. Cela sera utile dans la démonstration du critere de
J.T Beale, T. Kato et A. Madja.
— Ce théoreéme est vrai aussi pour s > 5/2 réel, ainsi que pour les espaces
WP avec la condition m > 1+ (3/p). De plus, il se généralise en dimen-
sion N supérieure a 3 (dans ce cas, il faut supposer m > 1+ (N/p)).

Preuve : Commencgons par montrer I'unicité de la solution. Soient (ui,p1) et
(ug2,p2) deux solutions des équations (4),(5) et (6). Posons @ = u; — ug. Par
différence, on a

Orur — Ogug + (u1 - V)uy — (ug - V)ugs + Vpir — Vpe = 0, puis

O+ (ug - V)a+ (@ Viug + Vp =0.
On prend le produit scalaire, dans L2, avec @ :

1dfal3.

5 dt + ((u1 - V)@, @) + ((@- V)ug, @) + (Vp,a) = 0.

Comme div u; = 0, le second terme est nul, et comme div @ = 0, le dernier terme
est nul. Par ailleurs, |(@ - V)uz|r2 < |@]p2|Vug|e. Par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a donc

1d|al3.

5 = (@ V)uz, @) < [l Vuaeo.

Le lemme de Gronwall assure alors que |@|zz = 0, d’ott u3 = us. Ceci acheve la
preuve de 'unicité de la solution.

Pour montrer 'existence d’une solution, on applique une méthode dite de
Galerkine. On commence par définir une base hilbertienne (wy) de 1’espace
X, C H? défini en introduction. Cette base est choisie de telle maniere qu’elle
est aussi orthogonale dans l'espace L?. La méthode de Galerkine consiste &
projeter I’équation d’Euler (4) sur les sous-espaces de dimension finie de H*®
engendrés par les modes wi,...,wy, pour N € N. Les équations obtenues ont
chacune une solution, par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, définie sur [0; Tn].
Il s’agit alors de montrer que les temps Ty ne dépendent en fait pas de N, et
que les solutions sont uniformément bornées dans H?®, grace aux majorations
établies dans la partie 1.1. On obtient alors une solution locale de I’équation
d’Euler initiale en passant a la limite par un argument de compacité.

Premiére étape :

L’espace X est muni de la restriction du produit scalaire de H®. Par le
théoreme de Riesz, pour tout g € X, il existe un unique w(g) € X, tel que

Yo € Xs, (w(g),v)ms = (g,v).

L’injection Xy < X étant compacte car {2 borné (théoréme de Rellich-Kondrachov),
I’application linéaire
w: —XO - X07g = U)(g)



est compacte. De plus, pour g,¢" € X,

(w(g),9") = ((w(g),w(g"))m = (9,w(g"),

et donc w est un opérateur auto-adjoint. On en déduit que w est diagonalisable
en une base hilbertienne orthonormée (wy). Pour tout & € N, on a wy, € X5 (car
wg € w(Xp)) et

Vo € X, (Wi, v)gs = A (wg, v). (22)

E'tape 2:

On définit & présent les solutions des équations projetées sur les wy, pour
1 < k < N. Soit N un entier strictement positif. Soient giN), ...,gJ(VN) € CYR)

et
N
N
k=1

On considere 1’équation différentielle

d
5w we) + ((un-V)uy, we) = (f,we), 1<k <N, (23)
’LLN(O) = PNUO7 (24)
ou Py désigne la projection orthogonale sur ’espace engendré par ws, ..., wy,

dans X (et dans X, par la relation (22)). En fonction des g,(CN)7 I’équation (23)

se réécerit

d (V) N
et 3 o wie)) o™ @ wn) = (fw) (25)
=1

j=1 i=1

Le second terme est polynomial en les g,iN), donc localement lipschitzien et donc
le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure pour toute condition initiale 'existence
d’une solution de (25) sur un intervalle maximal [0,Ty]. Il existe ainsi une
solution uy de (23) vérifiant la condition initiale (24).

Montrons que les solutions ux sont en fait définies sur tout I'intervalle [0; 77,
pour tout N. Pour cela, on multiplie I’équation (23) par g et on somme sur k.
On a déja vu que ((un.V)uy,un) =0, et donc on obtient

1djun|ia

SN () < [ lpe s, (26)

. . dlu , . . .
Ainsi % est borné sur les intervalles de longueur finie et |uy|r2 aussi; donc

la solution uy n’explose pas en temps fini mais est définie sur tout [0, 7.
Etape 3
On montre ensuite que (uy) est bornée dans L ([0, 7], H*(€2)) pour un

certain temps T, > 0. D’apres la relation (23), comme wy € Xy, on a

) + (Plln Vun],wi) = (P w), 1SESN, (20)



ou P a été défini en introduction. Comme f € X, on peut montrer que Pf €
X,. De plus, on admet que les wy, sont en fait C>°, donc dans X**! et alors
Pl(un.V)uy] € X*. On peut ainsi appliquer (22) apreés avoir multiplié (27) par
Ak

d
%(UNﬂwk)Hs + (Pl(un.V)un], wg)gs = (P(f), wg) grs.
On multiplie par gi et somme sur k, ce qui donne
1dlun|%.
5% = (P(f = (un.V)un),un)u-. (28)

Or un champ de vecteurs orthogonal a X est un champ de gradient donc il
existe py € H*F! tel que

P[f — (un.-V)un] = (f = (un.V)uy) = =Vpn.

Cette relation est trés proche de (4); en fait, pour montrer le lemme 1, on
a seulement utilisé la propriété dyu € Xy pour éliminer ce terme lorsque 1’on
prend la divergence ou le produit scalaire avec n. Comme (P —1I)[f — (un.V)uy]
appartient aussi a Xg, on peut appliquer le lemme 1, puis le lemme 2 et obtenir
(7), (8) puis (10) pour uy et py. Ensuite, la relation (11) s’obtient pour uy et
pn & partir de (23) et en utilisant (28). On en déduit que (12) est vérifiée, puis
comme |uyn(0)|gs < |ug|gs (inégalité de projection), on a donc

IUN<t)|H5 < y(t>70 <t< IIliIl(T7 T())7

ou y est solution de (14) avec la condition initiale y(0) = |ug|gs. Ainsi, si on
fixe T, < min(T, Tp),

uy est bornée dans L ([0; T.], H*(Q)?). (29)

De plus, les wy, formant un systéme orthonormal, la relation (27) montre que
— = =PnyP(f — (un.V)un),
dt
et donc

du
=g | < 1F = (un )unlzs < |flze + o[ ] 2.

Puisque (uy) est bornée dans H® par (20), et s > 2, (un) est bornée dans L™
par une injection de Sobolev et ainsi

(dg—tN) est bornée dans L>([0; T.], L*(Q)?). (30)

E'tape 4 :

A Taide des majorations obtenues, on utilise finalement un argument de com-
pacité pour obtenir une solution des équations d’Euler initiales. Les majorations
(29) et (30) permettent d’obtenir que

(upy) est bornée dans H'([0; T.] x Q).

10



Par le théoreme de Rellich-Kondrachov, il existe une sous-suite de (uy) (encore
notée (uy)) convergeant (fortement) dans L2([0; T.] x Q) :

uy — u € L*([0;T,] x Q), dans L*([0; T%] x Q), et (31)

druy — Opu € L*([0;Ty] x ), dans L*([0; T,] x Q). (32)

Comme (uy) est bornée dans H*, pour |a| < s, dyuy est borné dans L2(€2) et
donc converge (& extraction pres) faiblement dans L?(§2). Par unicité des limites
on en déduit que u(t) € H® et que d,up (t) converge faiblement dans L?(2) vers
Ou(t) pour tout t < T,. D’apres (30), on a une majoration de la norme H?® des
uy uniforme en ¢, qui est valable pour la limite faible u (en utilisant 'inégalité
|w(t)| s < liminf |un (t)|g). Alnsi,

we L([0;T,], H* (). (33)

Fixons k > 1. Il s’agit de passer & la limite dans (23). Par convergence faible de
Orupy, le premier terme de (23) tend vers 0¢(u, wy). Pour le second, on a

((uN.V)uN,wk) = Z((UN)jajuN,wk)LQ

= (Ojun, (un)jwi) > — Y _(Dju, ujwy) 2,
J j

car Ojun converge faiblement vers J;u, et (uy);v converge fortement vers u;v.
On a donc, en passant a la limite dans (23),

%(u,wk) + (u.V)u,wy) = (f,wi),
et ce pour tout k£ > 1. Les wy, étant denses dans X, on a en fait
%(u,v) + ((u.V)u,v) = (f,v),Vv € X, (34)
et par (24),
u(0) = up. (35)

Les relations voulues (5) et (6) sont bien vérifiées par u. L’équation (34) affirme
que Jyu + (u - V)u — f est orthogonal & X, on peut donc 'écrire comme un
champ de gradient, ce qui donne (4).

On a ainsi montré lexistence d’une solution sur [0;7%], ce qui achéve la preuve
du théoreme.

3 Critere d’explosion de la solution

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement global de la solu-
tion. On se place ici dans 1’espace tout entier : = R? (Un résultat analogue est
vrai dans un domaine borné, mais demande quelques ajustements techniques).
Comme on l’a dit, il n’y a pas a ce jour de résultat général d’existence globale
d’une solution des équations d’Euler, mais néanmoins certains criteres d’explo-
sion des solutions ont été dégagés. Nous allons considérer I'un des plus impor-
tants, établi dans les années 1980 par J.T Beale, T. Kato et A. Majda. Ce
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critére porte sur la vorticité w = rot u qui décrit la rotation infinitésimale du
fluide. Il affirme que si une solution explose en temps fini, alors nécessairement
la vorticité tend aussi vers l'infini en un sens précisé dans le théoreme. Comme
on va le remarquer, le critére analogue portant sur Vu et non sur rot u est plus
simple, mais le théoreme tire sa motivation de ce que la vorticité rot u a un sens
physique particulierement important.

3.1 L’énoncé du théoréme

Théoreme 2 (J.T Beale, T. Kato et A. Majda) Soit u € C([0,T.[; H®) N
CH[0,T.[; H*=1) (ou s > 5/2) une solution des équations d’Euler (1),(2). On
suppose que l'on ne peut pas prolonger u (i.e. il n'existe pas de T > T, et de
v e C([0,T); HS)NCL([0,T); H*~1) solution coincidant avec u sur [0;T.[) Alors

Ty
/ |w(t)]oodt = o0,
0

ot w(t) :=rot u € H*~. En particulier, limsup, ; |w(t)|e = 00.
Par contraposée, on a aussi I’énoncé suivant :

Corollaire 1 Soit u une solution de l’équation d’Euler pouvant étre prolongée a
tout intervalle [0; T) pour T < T (on note aussiu le prolongement a [0; T ainsi
obtenu). On suppose qu’il existe une constante My telle que pour tout T < T,
le rotationnel w = rot u vérifie

T
/ |w(t)]sodt < My < 0. (36)

Alors la solution u peut étre prolongée a tout lintervalle [0; T,].

Remarque : Comme précisé plus haut, le théoreme est a plus forte raison
vrai pour la quantité |Vu|s au lieu de |w|s. Dans ce cas, la preuve est plus
simple : il suffit des deux premieres étapes de la démonstration ci-apres (voir la
majoration (40)).

3.2 Démonstration

On démontre en réalité le corollaire 1. On en reprend les notations et on
suppose l'existence de la constante My. Dans une premiere étape, on montre
qu’il suffit que |u(t)|ps soit borné pour pouvoir prolonger u au dela de Ti. On
majore ensuite |u(t)| g+ par un terme faisant intervenir |Vu(t)|s, que 'on estime
a son tour en fonction de |w|s et de |w|p2 (la norme |u|ys apparaitra aussi mais
sous forme logarithmique). Apres avoir majoré la norme L? de w, on conclut la
preuve du théoreme.

Etape 1:
Supposons que u € C([0,T.[; H¥) N CY([0, T.[; H*~!) soit solution de (1), et
que C' = sup, ., |u(t)|s < oo. Par le théoreme d’existence locale de I’équation

d’Euler, si l'on fixe ¢; € [0;T7, il existe une solution de (1),(2) coincidant avec
u en t1 et définie sur [t1,t; + Tp]. Ici, Ty ne dépend que de C, pas de ¢;. Si on
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choisit t; > T, — Tp, on obtient un prolongement de u, défini sur [0;¢, + Tp] et
solution de (1),(2). On a ainsi prolongé u en une solution définie au moins sur
[0; 7).

11 suffit donc de montrer que la norme H® de u(t) est bornée en temps.

Etape 2:

On estime ici |u(t)|gs en fonction de |Vu|y. Fixons a un multi-indice de
taille inférieure & s. En dérivant (1) suivant ce multi-indice, on obtient

0t(0qut) + (u - V)(0qu) + V(dup) = —F, (37)
ou F'=0,((u-V)u) — (u- V)(9qu). On applique alors I'inégalité
0a(f9) = fOaglr2 < C(|f|u-

a f =wuet g= Vu (cette inégalité se montre a partir de celle de Gagliardo-
Nirenberg; voir le lemme 5 en fin de démonstration pour plus de détails). On
obtient ainsi que

9loo + [V floolglers—1),

|F| 2 < ClVu|oo|u| g (38)

Effectuons le produit scalaire (dans L?) de d,u avec les membres de (37) :
(Oatt, 040t) + (Oatt, (1 - V)Iput) + (Oatt, VOap) = —(Oau, F). (39)

Comme div 4 = 0 et u.n = 0 sur 99, on a ((u-V)w,w) = 0 pour w € H*. Ainsi,
(Oatt, (u - V)0qu) = 0.

De plus, un champ de gradient est orthogonal 2 un champ de vecteur de diver-
gence nulle. On a donc (Oyu, Vap) = 0.

L’équation (39) se simplifie donc en ;|04 (u)]? = —2(dqu, F). En utilisant
I'inégalité de Holder et la majoration (38), on a donc 0|0, (u)[? < 2C|Vu| oo [u|%- -
On integre finalement cette équation et on obtient :

u(®)|ze < |u(0)]m- eXp(C/O [Vu(7)|oodT) (40)

Remarque : Lorsque div u = 0 sur 2, u.n = 0 sur 002 et w = rot wu, il existe pour
tout 1 < p < oo une constante C telle que |Vulrr < Clw|re. Ici, on voudrait
Pappliquer & p = oo, ce qui acheverait la démonstration du théoreme, mais le
résultat tombe en défaut pour p = co. C’est pourquoi on doit passer par la ma-
joration (41). Le fait que ce soit un cas limite explique, de maniére informelle,
la présence d’un logarithme dans cette majoration.

Etape 3:

On va maintenant établir une estimation de |Vu|s en fonction de |w|z2 et
de |w|so. Le but de cette étape est de montrer I'inégalité suivante :

[Vuloo < C(1+ (1 +log™ uls)wlo + w]r2), (41)

ot C désigne une constante universelle et log™ a = sup(0, log a).
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Puisque ’on s’est placé dans R3, on peut utiliser I’expression de u en fonction
de w = rot u donnée par la loi de Biot et Savart : pour x € R3, on a

u(z) = | K(z,y) Aw(y)dy,
R-?)

Soit p < 1 et {,(x) de classe C telle que (,(x) =1 si |z| < p, (p(z) =0si
|z| > 2p et |V(,(z)| < %. On a alors

u@) = [ Ko@) =y + [ K)o =).

. rivati s
uis par dérivation sous l’'intégrale,

Veu(z) = VxK(x,y)(w(y))der/ Ve (K (@, y)w(y)(1 = Gz —y)))dy.

R3 R3

noté Vu(l) noté Vu(?)

— Estimons d’abord Vu(!). Par antisymétrie de K (x,y), on a

V) = [ (VK@i =~ [ (9K @)

puis par la formule de Stokes,
Vo) = / (K(z,y))Vyw(y)dy.
R3

On remarque que y — K(x — y) appartient a LP(y € R3, |z — y| < 2p)
pour p < 3/2 (en effet, y — |z — y| =2 est intégrable au voisinage de x si
2p < dim(RR3)). Prenons p=4/3. L’inégalité de Holder donne

IVuD | < K145 (g <20) V9 1 (g0l <2p)-

Or a l'aide des coordonnées sphériques, on trouve que |K|L4/3(y:|x_y‘<2p)

est proportionnel 2 pi. Par ailleurs, on a I'inégalité de Sobolev |Vw|s <
C|Vw|g1. Comme |Vw|g < |u|gs, on obtient finalement

IVu®] < Cpilulgs. (42)

~ Majorons maintenant Vu(®. La fonction y — V, (K (z,y) Aw(y)(1—(,(z—
y))) est nulle sur le domaine |z —y| < p, et on note Vu®)-=2 son intégrale
sur le domaine p < |z —y| < 2 et Vu®:>2 gon intégrale sur le domaine
|z —y| > 2. Ainsi, Vu(® = V(252 4 vy (2):>2,
— Pour Vu®):=2 on utilise la relation V(f A g) = (Vf) Ag+ f A (Vyg),
puis les majorations |VK(z —y)| < Clz — y[~3 et |V(,| < 2p7'. On
obtient ainsi, en utilisant les coordonnées sphériques :

2 2p
Vo 2)<2 SC(/ r’3r2dr+/ T72p71,«2dr)|w|oo

P P
, d’ou
Vu?=2 < C(log2 — log p + 1)|w]se. (43)
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— Pour Vu(®>2 : on a (p(z —y) = 0 pour |z —y| > 2 et I'inégalité
|[VK| < C|z — y|~3 montre que VK est dans L?(y : |z — y| > 2). Ainsi,
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Vu®>2 < C|wlpe. (44)
Avec (42), (43) et (44), on obtient
Vuloo < C(pi[ulps + (1 = log(p))|w|ee + [w]12), (45)

out C est une constante. Pour obtenir I'inégalité (41), il faut prendre une
valeur convenable pour p. Si |u|gs < 1, on choisit p = 1. Sinon, on prend
p = |ulys, et (41) est vérifiée dans les deux cas.

Etape 4

Dans cette étape, on estime la norme de w(t) dans L?. En appliquant le
rotationnel aux deux membres de I’équation d’Euler (1), on a :

Oww +rot ((u- V)u) = 0.

On vérifie par exemple avec les expressions en coordonnées cartésiennes que

rot ((u-V)u) = (u-V)(rot u) — (rot w-V)u. Ainsi :
Ow + (u-V)(w) = (w- V)u. (46)
On effectue le produit scalaire avec w, ce qui donne :

Ldw|3.
2 dt

= ((w- V)u,w). (47)
Or u s’exprime partir de son rotationnel w :
u = —rot (A~ w).

La transformée de Fourier ”échangeant dérivation et moments”, on a donc une
relation entre les transfomées de Fourier de Vu et de w du type

Vu(¢) = S (C),

GiGj
45

existe une constante C telle que |Vu|p2 < C|w|pz. En combinant cette inégalité
et la relation (47), on obtient par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

ou S est une matrice bornée en ¢ (ses termes sont de la forme ), et donc il

d 2
Wi < ot el

Cette inégalité différentielle donne :

lw(®)|r2 < |w(0)]12 eXp(C'/O |w(T)|oodT) < |w(0)|12 exp C M.

Ainsi, w(t) est borné dans L?.
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Etape 5

On acheve a présent la démonstration du théoréeme. En combinant I'inégalité
(41) et le résultat de 1'étape 4, on a :

[Vuls < C’(l + (1 +1log* |u|Hs)\w|oo)7

ou C désigne une constante dépendant de My. Par concavité du logarithme,
1 +log™ (x) < 2log(z +e€), d’ot :

[Vl < C’(l + log(Ju|gs + e)\w\oo).

Posons y(t) = |u(t)|g- + e. En injectant I'inégalité précédente dans l'inégalité
(40), on obtient :

(1) < [u(0) - exp (C / (1 -+ (7| clog (1)) ) + .

puis par convexité de I'exponentielle,

) < Coxp (¢! [ o) togy®)) i

ou les constantes C' et C’ dépendent de My, de T, et de |u(0)|gs. On pose
z(t) = logy(t) et alors

2(t) <log(C) + C"/O |w(T)|ooz(T)dT.

Par le lemme de Gronwall, on a donc la majoration :

T
(1) < log(C) exp(C" / [w()]oedr) = log(C) exp(C" My).

Ainsi, |u(t)|gs est majoré par une constante, ce qui conclut la preuve d’apres
I'étape 1.

Finalement, il nous reste a montrer I'inégalité admise au début de 1’étape 2.
Elle découle du lemme suivant :

Lemme 5 (S.Klainerman et A.Majda) Soit f,g € H® et a un multi-indice
de taille N < s. Alors

10a(f9)lre < Cn(IfloclDVglr2 + lgloc| DY fl12), (48)
10a(fg) = fOaglrz < Cn(IDflool DY glr2 + 1gloc| DY flL2). (49)

Preuve : La preuve se base sur 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (que l’on ne
montre pas ici) :
D flpaere < Col FIVIDT FILS (50)

pour 7 > ¢ > 0. En appliquant la formule de Leibniz, puis I'inégalité de Holder,
puis la relation (50), on a :

0a(f9)lL2 < Ca Y 105f0vglee < Ca > 105f|125/1811059] 2n1a
B+y=a Bty=a
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<Ca D CoCy(Iflscl DV gNVN (Igloo| DN 1)1 OVN
B+y=a

< ON(|f|OO|DNg|L2 + |g|00‘DNf|L27

la derniére inégalité venant de I'inégalité de concavité du logarithme. D’ou (48).
Pour montrer (49), on remarque que

10a(f9) = fOaglr> < Ca Y. 103f0rgl2 <Ca Y 103(Df)ygl2,

B+y=a,B#0 B+y=a-1

d’oti (49) en reprenant les inégalités précédentes en remplagant f par Df et N

par N — 1.
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