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1 Introduction

Il est facile de voir que dans R?, deux polygones ont la méme aire si et seulement si I'un
peut étre découpé en des polygones et puis on peut les rassembler pour former l'autre(voir par
exemple le théoreme 1.1 dans [2]). Ceci nous permit une naif fagon de définir 1’égalité d’aire
des polygones dans R?. Naturellement, on se demande si le résultat se généralise & la dimension
plus hautes 7 En dimension 3, c’est le fameux troisieme probleme de Hilbert.

Etant donnés deux polyedres d’égal volume, est-il possible de découper le premier
polyedre en des polyedres et de les rassembler pour former le second polyedre ?

Ce probleme a été résolu premierement par Dehn, un éleve de Hilbert. Dehn découvrit que
le tétraedre régulier et le cube ayant le méme volume ne sont pas équivalents par découpage en
des polyedres, donc répondit le troisieme probleme de Hilbert négativement.

En résolvant le probleme, Dehn introduisit un invariant qui s’appelle I'invariant de Dehn
plus tard. En 1965, Sydler prouva que deux polyedres sont équivalents par découpage en des
polyedres si et seulement si ils ont le méme volume et le méme invariant de Dehn( [7]).

On va prouver le théoreme de Sydler dans ce exposé. En faire la preuve, on va voir la solution
est plutot algébrique, bien que le probléeme est géometrique.

2 La définition de I’équivalence par découpage et le théoreme
de Zylev

D’abord on se donne la définition de polyédre et de ’équivalence des polyedres par découpage.

Definition 2.1. Un simplex P d’un espace vectoriel V est le sous-ensemble de V sous la forme

leo, ..., en] = {Z?:o tiei}, ot t; > 0,2 " ot; = 1, et e — ep,...,e, — €y sont linéairement
indépendants. On dit P est de dimension n, et les simplexes [e;,, ..., €], ou {ig,...,ix} C
{0,1,...,n}, s’appellent les faces de P. Si la face est de dimension 1, on 'appelle une arrét. Et
ei, t=0,1,...,n s’appellent les sommets.

Definition 2.2. Un sous-ensemble P de R? est un polyedre si P admis une structure de complexe
simplicial finie dans R3. C’est & dire, P est la réunion d’un nombre fini de simplexes de dimension
au plus 3, tels que toutes les faces d’un tel simplex sont encore un tel simplex, et I'intersection
de deux tels simplexes soit vide, soit une face commune d’eux.

Definition 2.3. Deux polyedres P et @ sont dits équivalents (par découpage), s’il existe un
ensemble I fini et des polyedres P;, Q;,i € I tels que P = {J;c; P, Q = U;jep Qs et Vi, j €
I,IntP; N IntP; = 0,IntQ; N IntQ; = 0 et Vi il existe une isométrie affine 7;, qui préserve
lorientation, telle que 7;(P;) = @Q;. Et on le note P ~ Q.

Definition 2.4. Soient P et () deux polyedres, on dit P et @ est symétrique si il y a une
isométrie affine 7, qui reverse l'orientation, telle que 7(P) = Q.

Proposition 2.5. Si P et QQ sont symétriques, alors ils sont équivalents.

Démonstration. 1l suffit de considérer le cas ou P est un tétraedre A1 A3 A3A,4. Soient O le centre
de la sphere inscrite et O; sa projection sur la face A;A;A;(ou 4, j, k,l sont distincts). Alors, P se
compose de les six polyedres O0;0;A;A;. Comme ces polyedres sont symétrique avec lui-méme,
chacun d’eux est équivalent avec le polyedre correspondent dans la décomposition similaire de
Q. Donc P et (Q sont équivalents. O



Remarque 2.6. D’aprés la proposition précédente, en fait, on n’a pas besoin de 'hypothese que
T; préserve l'orientation.

Il est facile de vérifier que la relation “~” est une relation d’équivalence et la proposition
suivante.

Proposition 2.7. La réunion ou intersection des deuz polyédres est encore un polyédre, et si
A~B,C~D,onaAUC ~BUD. O

Notre premier résultat non trivial est le théoreme suivant de Zylev, on le montre d’apres R.
Schwartz [6].

Théoreme 2.8. Soient trois polyédres A, B, F tels que AUB C F, si F— A~ F — B, alors
A~ B.

Démonstration. Comme F' — A ~ F — B, il existes des polyedres Pi,..., P, et Q1,...,Q, tels
que on a les découpages F — A =J" ;P et F — B =J"_, Q;, et

1 1
Vi, P; ~ Q;,vol(P;) < ivol(A),vol(Qi) < Evol(B) = vol(A)

On va prouver ce résultat par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial. Supposons le
résultat est vrai pour n plus petit. Sous les hypothéses sur les volumes, on a des polyedres
disjoints 71,...,T, telsque Vk =1,....n, ,P.NQ, ~ T C A. On définit

n—1
F'=F-Qn B=F-]Q
=1
n—1
Pl=(Pe—=Qu)UTp ~Qw, A=F—|]P
=1

Notons que B’ = B et par récurrence B’ ~ A’, il reste de montrer A ~ A’. Pour ceci, on définit

A= A=) u(JPinQn
i=1 1=1
= (A-Jmua.
i=1



Par définition de T}, on sait A” ~ A. Comme

n—1
A=F-|]JP
i=1

—(F-Q)-J(P-QnuT)
=1
n n—1 n—1
=AavJE - -Ur-e)-UT
=1 =1 =1

n—1
=AU Q) - T
=1

n

=(A-{JT)uT,u(P, - Qn)

=1
=A-Jnur,
i=1
i=1
_A//
Donc A~ A" ~ A" ~ B' = B. O

Grace a le théoreme de Zylev, on peut définir I’équivalence des polyedres en le langue des
groupes. On introduit le définition suivante.

Definition 2.9. On définit le groupe des polyedres P comme le groupe libre sur tous les
polyedres dans R3, et le groupe d’équivalence & le sous groupe de P engendré par les éléments
de sort que P— Py — Py —---— P,, ot P = |J;"_; P; est une décomposition de P, et les éléments
de sort que P — @, tel que 3 une isométrie affine 7 avec 7 (P) = Q.

Par le théoreme de Zylev et la définition ci-dessus, on voit sans pain la proposition suivante.

Proposition 2.10. Deux polyédres P et Q) sont équivalents si et seulement si k (P) = k(Q),
ot k: P — PJE est la projection canonique. O

3 L’invariant de Dehn et le théoreme de Sydler

Dans cette section, on va donner la définition de I'invariant de Dehn et 'utiliser pour montrer
que le tétraedre régulier et le cube ne sont jamais équivalents. Kt puis, on donne 1’énoncé du
théoreme de Sydler, dont la preuve se trouvé dans le chapitre suivant.

Pour définir I'invariant de Dehn, il faut définir une bonne notion d’angle diedre, car I’angle
diedre associé a une aréte d’'une polyedre concave peut étre plus grand que 7.

Definition 3.1. Soit P un polyeédre, et a une aréte de P. Soit O un point appartenant a
I'intérieur de a, pour € > 0 assez petit, le disque planaire centré a O, de rayon € et orthogonal
a a, rencontre P en un secteur S. L’angle diedre de P associé a a est donc défini comme ’angle
au centre de S.



Definition 3.2. Soit P un polyedre, I'invariant de Dehn de P, noté par D (P) est défini par la
formule suivante : o
Lupy:EZQ@waeR®ZRW
acN

ol A est I’ensemble d’arétes de P, [, est la longueur de ’aréte a, 6, est angle diedre de P associé
aa, et Ry =R/7Z.

Remarque 3.3. 1l est bien sur plus naturel que l'on utilise Ry, & la place de R, mais par
des raisons histoires, plupart de littératures utilisent R,;. C’est pas difficile de voir que comme
groupes abéliens, on a R® Ry, R® Ry, et R®gR/mQ sont isomorphismes naturellement. Donc
on utilise R, ici.

Exemple 3.4. L’invariant de Dehn d’un cube est 0, et I'invariant de dehn d’un tétraedre est
6l ® (arccos 1) + wZ!.

Exemple 3.5. Soit a,b, €]0,1[, on note par T'(a,b) le tétraedre ABCD tel que AB, BC,CD
sont orthogonaux entre eux, et |[AB| = va=! —1, |CD| = vb~! —1, |BC| = /|AB|-|CD|.
Soient «, 8 € ]0, 5 [, tels que sin®? o = a,sin? 8 = b. On définit o % 5 1’élément appartenant
10, %[ qui satisfait sin?(ax3) = ab. Alors, D(T'(a, b)) = cot a®a+cot & —cot(ax3)® (ax*f).

Par considérer toutes les arétes dans un découpage et les propriétés du produit tensoriel, on
a immédiatement la proposition suivante.

Proposition 3.6. Si deuz polyédres P et QQ sont équivalents, alors D (P) = D (Q)

Démonstration. 11 suffit de montrer le théoréme au cas spécial que P = AU B est un découpage.
Pour ceci, on considére une aréte commune a de A et B. Les contributions de a pour les invariants
de Dehn de A et B sont respectivement [, ® « et [, ® 8, ou « et 8 sont respectivement les angles
diedres de A et B associé a l'aréte a. Si a est aussi une aréte de P, on a o + [ est 'angle
diedre de P associé a a, donc les contributions de a & D (P) et a D (A) et D (B) sont égales.
De l'autre coté, si a n’est pas une aréte de P, on a a + 8 = =, donc la contribution de a a
D(A)et D(B)estl,@a+1,®0 =1,® (a+ ) =l, ® m = 0. Donc dans tous les cases, les
contributions de a & D (P) et a D (A) + D (B) sont égales. Notons les autres arétes des A et B
sont aussi les arétes de P, et les angles diédres associés de P et de A ou B sont la méme. Alors,
D(P)=D(A)+ D (B). O

Par calcul simple, on sait I'invariant de Dehn d’un tétraedre régulier T est 6] ® arccos% =
6l ® (arccos% + FZ), ou [ est la longueur d’aréte de T, et I'invariant de Dehn d’un cube est 0.

Dans R ®z R, on a l ® ¢f = (¢l) ® 0, ¥q € Q. Par ailleurs, on peut prouver la proposition
suivante en utiliser la propriété universelle du produit tensoriel.

Proposition 3.7. Soit {7} UL une base de l’espace vectoriel R sur le corps Q, Vt € R ®z R,
AT C T tel que T est un ensemble fini, et

t:§:h®?,lT#0

TeT

Donc pour montrer D (P) # 0, il reste de démontrer arccos 3 & 7Q.

1. On va montrer plus tar que c¢’est non nul.



Théoréme 3.8. Sicosa € Q\ {0} et « € 7Q, alors In € N et m € Z, m impaire, tels que
cosa = 2%,
2TL

Démonstration. Soient p,q € Q, tels que pged(p,q) =1, ¢ >0 et a = %77. On sait que Vn € N*,
3 un polynoéme Q, (r) € Z[z] de degré n dont le coefficient du monéme dominant est 2771,
tel que @ (cosf) = cosnb, V6. Soit 0 = 5, Q,(0) = ¢, = 0,—1, ou 1 En particulier, on a
Qg (cos ) = cos(qa) = cos(pm) = dq = 0,—1, ou 1, donc Q, () — d, est un polynéme qui
annule cosa dont le coefficient du monome dominant est 2971 et le coefficient constant est
cg —dg = —2,—1,0,1 ou 2. On sait toutes racine rationnelle non nulle de tel polynéme sont de
sort que I’énoncé du théoreme, ceci termine la preuve. O

D’apres le théoreme, on a immédiatement

Corollaire 3.9. arccos% ¢ mQ, donc YV tétraédre régulier T, D (T) # 0, T ne peut pas étre
équivalent qu’un cube. O

On sait que si deux polyedres P et () sont équivalents, alors vol (P) = vol (Q) et D (P) =
D (Q). Le théoréme de Sydler, dont la preuve se trouve dans la section suivante, déclare que cet
condition est aussi suffisante.

Théoréme 3.10 (Théoreme de Sydler). Deuzx polyédre P et Q) sont équivalents si et seulement
si ils ont le méme volume et le méme invariant de Dehn.

4 Preuve du théoreme de Sydler et la caractérisation de D(P)

Les démonstration dans cette section se réferent a [4], [5] et [1].

4.1 Quelque lemmes géométriques

Lemme 4.1. Deux polygones ont la méme aire si et seulement si ils sont équivalents par
découpage.

Démonstration. Par la figure suivante, et le théoreme de Zylev, on sait que un polygone quel-
conque est équivalent avec un rectangle de dont I'une des cotes est de longueur 1. Donc on a
immédiatement le lemme. O

D’apres le lemme précédent, on a immédiatement le lemme suivant.

Lemme 4.2. Tout prisme est équivalent a un prisme rectangulaire ayant pour base un carré
fize de coté 1.
Par suite, deux prismes P et Q sont équivalents si et seulement si ils ont le méme volume. [

Lemme 4.3. En utilisant les notations dans exemple 3.5, on a pour tous a,b,c €]0,1],les
éléments
T(a,b) + T(ab,c) et T(a,c)+ T(ac,b)

dans P sont équivalents

2o = a,sin? B = bsin®y = c. Et on définit

Démonstration. Soient «a, 5,7 € ]O, z [, tels que sin
* ]O,g[Q — ]0, g[ au moyen de sin?(f; * 63) = sin? 0y sin? 6, V61,0, € ]0, 5 [
Il suffit de montrer que les deux éléments sont congruents modulo les prismes, car ils ont le

méme volume.



FIGURE 1
S
U
0 R
Q
FIGURE 2

Dans Fig 2 on voit que un polyedre OPQSR est équivalent a un prisme si OP = PQ, SQ =
2RP.,5@Q et RP sont orthogonaux a la face OPQ.

Dans Fig 3,le polyedre ABCD est T'(a,b) et le polyedre ABEF est T'(a,c).

Comme /DCF = /DEF = 7/2]le quadrangle CDEF est inscriptible dont le centre du
cercle circonscrite est le centre de la diagonale DF', noté par G. Donc les points A,C, D, E, F
sont contenus dans une méme spheére. On note H le centre de cette sphére et donc HG est
orthogonal au plan AEF.

Soient I,.J les projections de H sur les plans ABCF et ABDE. Alors HI = Cogﬁ JHJT =
Cozw,car G et H ont les méme distances de ces plans. Comme I,J sont des centres des cercles
circonscrites des triangles ACF et ADE respectivement, on a ZAIF = 2(r — LACF) = 2[5 et
JAJD =2/AED = 2.

On considere le polyedre ABDFHIJ.

D’abord on regarde Fig 4. Les points ABCDHJ sont les mémes que Fig 3. H et J sont




FIGURE 3

des centre des segments AK et AM. Comme ABCD est T'(a,b), on obtient en calculer que
AD = cot(a * ). Donc AD, DM, MK sont orthogonaux et MK = 2HJ = %,ZAMD =
$ZAJD = . On en déduit que ADMK est T'(ab, c).

FIGURE 4

De méme, dans Fig 5, H et I sont des centre des segments AK et AL, et AFLK est T(ac,b).

Comme les polyedres AICHD, FICHD,DJMHK sont de méme type que le polyedre
OPQRS dans Fig 3, on voit que le polyedre ABDFHIJ est congruent a T'(a,b) + T'(ab,c)
modulo les prismes.

De méme, il est aussi congruent a T'(a,c) + T'(ac,b). On en déduit que T'(a,b) + T'(ab, c) et
T(a,c) + T(ac,b)
dans P sont équivalents. ]



FIGURE 5

Lemme 4.4. Pour tous a,b,c € Ry, les éléments
aT(-9fb ) pp(-atb by ot

a+_?_+c’ a+b a+_?_+c’ a+b
a—r+cC a a-—rc C 4 ;
aT (355 ate) T (5 a5) dans P sont équivalents.

FIGURE 6

Démonstration. Soit OABC un tétraedre dont les arrétes OA = vVbe.OB = y/ac,0C = \/ab
sont orthogonaux. Ce tétraedre peut étre découpé en les deux tétraedres dans la premiere somme
du lemme par le plan passant OC' orthogonal & AB(Fig 6). De méme, il est découpé en les deux
tétraedres dans la deuxiéme somme par le plan passant OB orthogonal & AC(Fig 7). On en
déduit le lemme. O

Lemme 4.5. Soient &,1,( €]0,7/2[ dont la somme est 7,alors il existe un parallélépipéde rec-
tangle R avec les diagonales AB,CD, EF,GH tel que les angles diédres a l'arréte AB des
siz tétraedres en lesquels R est découpé par les plans ABCD, ABEF, ABGH sont £&,1,(.



FIGURE 7

Démonstration. Par Fig 8
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4.2 Quelques résultats sur les équations fonctionnelles

Théoréme 4.6. Soient A, X deuzx groupes abéliens. Soit F : A> — X une application satisfai-
sant :

F(a,b) = F(ba), (1)
F(a,b)+ F(a+b,c) = F(bc)+ F(a,b+c). (2)

10



Alors si X est divisible, il existe une application f: A — X telle que

F(a,b) = fla+b) = f(a) = f(b)- 3)

Démonstration. En prenant b = 0 dans (2), on voit que F(a,0) = F(0,c¢) = F(0,0) pour tous
a,c € A. Donc le produit cartésien W = A x X a une structure d’'un groupe abélien avec la loi
de composition

(a,z) + (b,y) = (a+b,x +y+ F(a,b))

L’élément neutre Oy est (0, —F(0,0)). On note ¢ : W — A la projection canonique qui est
évidemment un homomorphisme de groupe. Elle est surjective dont le noyau peut étre identifié
a X par l'isomorphisme (0, z) — x.

Donc on a une suite exacte courte des groupes abéliens :

0— X —W-234-—0

11 suffit de trouver un homomorphisme de A & W relevant ¢ (i.e. cette suite est scindée),car ce
homomorphisme a la forme a — (a, f(a)) ou f : A — X est Papplication qu’on veut.Donc il
suffit de montrer que il existe un sous-groupe S de W tel que ¢|s : S — A est bijective.

On définit Sp = {Ow }, Ao = {0}. Alors ¢|g, est bijective de Sy & Ap. Soient S; un sous-groupe
de W et A; un sous-groupe propre de A tels que ¢|g, est bijective de S1 a A;. Soit a € A\A;.
On définit Ay = A; + Za. On veut trouver un élément x de X tel que ¢ est une bijection de
Sy = S1+ Z(a,z) a Ag, et puis on en déduit la résultat par récurrence transfinie.

11 évident que @|g, : Sa — Ag est surjective pour tout z € X. ¢|g, se passe a un homomorphisme
@ : S2/S1 — Ay/A;. 1l suffit de trouver z tel que ¢ est injective, car ¢|g, est bijective de S; a
Aj.

Par définition, Ay/A; =<[a]>,S2/S1 =<[(a,z)]> et ¢([(a
automatiquement injective. Sinon, on suppose que |<[a]>|
pl(a,z)] = [0].

Comme p[a] = [0],on a pa € A;. Donc il existe y € X tel que (qa,y) € Si,car ¢|s, est bijective
de S7 & A;. Comme X est divisible, on peut trouver z € X tel que

x)]) = [a]. Si |<[a]>] = o0,p est
p, et il suffit de trouver = tel que

)

q—1
qx + ZF(a,ia) =y.
i=0
Donc
qg—1
g(a,x) = (qa,qz + Y _ F(a,ia)) = (qa,y) € S1.
i=0
C’est a dire,p[(a, x)] = [0] dans S2/S;. O

Théoréme 4.7. Soient A un corps de caractéristique 0 et X un espace vectoriel sur A. Soit
F: A% — X une application satisfaisant :

F(a,b) = F(b,a), (4)
F(a,b)+ F(a+0b,c) = F(bc)+ F(a,b+c¢), (5)
F(ac,bc) = cF(a,b). (6)

11



Alors il existe une application f: A — X telle que

Fla,b) = fla+b) = fla) = f(b), (7)
flab) = bf(a)+af(b). (8)

Démonstration. D’apres (5) et (6), le produit cartésien W = A x X a une structure d’un anneau
avec ’addition et la multiplication comme ci-dessous :

(a,z)+ (byy) = (a+bxz+y+ F(a,b))
(a,z)(b,x) = (ab,bx + ay).
Ow = (0,—F(0,0)) , 1w =(1,0).

La projection ¢ : W — A est un homomorphisme des anneaux.

Il est facile de vérifier que une application f : A — X vérifiera les équations (7) et (8) si
{(a, f(a))|a € A} est un sous-anneau de W. Donc il suffit de montrer que il existe un sous-
anneau S de W tel que ¢|g : S — A est bijective.

On définit Sy = Zlw, Ag = Z1. Ils sont des sous-anneaux de W et de A tels que ¢|g, est bijective
de Sp a Ayp.

Soient S; O Sp un sous-anneau de W et A; un sous-anneau propre de A tels que ¢|g, est
bijective de S1 & A;.Soit a € A\ A;.0On définit Ay = A;[a] un sous-anneau de A.On veut trouver
un élément = de X tel que ¢ est une bijection de Sy = Si[(a,x)] & A2, et puis on en déduit la
résultat par récurrence transfinie.

¢|s, se prolonge a un isomorphisme entre les anneaux des polynomes S1[1] et A;[T],notée par
P.
On note I = {P[T] € A1[T],tel que P(a) = 0} et J = {P[T] € Si[T],tel que P((a,z)) = O }.
Ils sont des idéals de A1[T] et S1[T] tels que

A2 ~ Al[T]/I,
SQ ~ Sl[T]/J

Donc si on souhaite que ¢|g, se prolonge & une bijection de Sy & Ag, il suffit de trouver un z € X
tel que ¢(J) = I.

Soit P[T] € S1[T] tel que P((a,z)) = Ow = (0,—F(0,0)). Alors ¢(P)(a) = ¢(P((a,x))) = 0.
Donc on a ¢(J) C I pour x € X quelconque.

Soit @ € I non-nul qui a le plus petit degré. On note Q € S1[T] avec $(Q) = Q. Pour x € X
quelconque, on a (a,z) = (a, ) + (0, ) ot g = —F(0,0). Comme (0, )% = Oy, par la formule
de Taylor, on a

Q((a’ x)) = Q((a7$0)> + Q,((a7x0))(07x>'

Comme 0 = Q(a) = ¢(Q((a, x))), il existe z € X tels que Q((a,z)) = (0, z). On note Q’((a, z9)) =
(b,y), alors b = Q'(a) # 0, car deg @’ < deg @ et Q' # 0. Donc I’équation Q((a,x)) = Oy a une
solution = = z/b. Avec ce x, on a ¢(J) 2 I car pour tout P € I, il existe d € A; non-nul et
R € A1[T)] tels que dP = QR.

Donc on a trouvé un x tel que ¢(J) = I, ceci finit la preuve. ]

Lemme 4.8. Soient A un groupe abélien ordonné et X un groupe abélien. On note Ay = {a €
Ala > 0}. Soit F : A2 — X une application satisfaisant les équations (1) et (2). Alors F se
prolonge a une application F : A2 — X satisfaisant les équations (1) et (2) pour tous a,b,c € A.

12



Démonstration. On définit F(a,b) = 0 lorsque 'un des éléments a, b, a+b est 0. Sinon, on définit
F(a,b) par la table ci-dessous :

a b a+b  F(ab)

+ +  + F(a,b)

+ — + —F(a+b,-b)
+ - - F(—a—b,a)
- + 4+ —F(a+b,—a)
- + — F(—a—b,b)
- - =  —F(-=a,-b)

On peut vérifier facilement que 'application F : A2 — X satisfait les conditions. O

Lemme 4.9. Soient A un corps ordonné de caractéristique 0 et X un espace vectoriel sur A.
On note Ay = {a € Ala > 0}. Soit F : A2 — X une application satisfaisant les équations (4),
(5), (6). Alors F se prolonge a une application F : A2 — X satisfaisant les équations (4), (5),
(6) pour tous a,b,c € A.

Démonstration. La preuve est la méme que le lemme 4.8. ]

Théoréme 4.10. Soit V un espace vectoriel réel. Alors pour toute application F :)0,1[>— V
satisfaisant :

F(a,b) = F(b,a), 9)
F(a,b) + F(ab,c) = F(b,c)+ F(a,bc), (10)

il existe une application f :]0,1[— V telle que

F(a,b) = f(ab) = f(a) = f(b). (11)
Démonstration. On obtient ce théoréme en prenant A = ]0, +-o00[ avec la multiplication comme
la loi de composition et X =V dans Théoreme4.6 et Lemme4.8. O

Théoréme 4.11. Soit V un espace vectoriel réel. Alors pour toute application F :)0,+oo[>— V
satisfaisant :

F(a,b) = F(b,a), (12)
F(a,b)+ F(a+b,¢) = F(bc)+ F(a,b+ c), (13)
F(ac,bc) = cF(a,b). (14)

il existe une application f :]0,+oo[— V telle que

Fla,b) = fla+b)— f(a) - f(b). (15)
Flab) = bf(a)+af(b). (16)

Démonstration. On obtient ce théoréeme en prenant A = R et X = V dans Théoreme4.7 et
Lemme4.9. 0
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4.3 La preuve du théoreme de Sydler

D’abord, on fait quelque préparations pour la démonstration.

Notons par lemme , deux prismes sont équivalents si et seulement si ils ont le méme volume.
Soit F le sous groupe de P engendré par &(voir la définition 2.9) et tous les prismes. On a la
proposition suivante.

Proposition 4.12. Deux polyédres P et QQ sont équivalents si et seulement si p (P) = p(Q), ot
p: P — P/F est la projection canonique. O

Et puis, on note par H; le homothétie par rapport ¢ pour ¢ > 0. On définit la multiplication
par un nombre réel et un élément dans P/F comme ci-dessous

[H,(P)]  sit>0,
t[P] =10 sit=0,
—[H_,(P)] sit<0,

ou [-] = p est la projection canonique.

C’est facile de voir que (par exemple [1]) P/F munie avec cette multiplication est un espace
vectoriel sur le corps R. On peut aussi munir une structure d’espace vectoriel sur R ® R,
par definir ¢(l ® 7) = (tl) ® 7. Et puis, on peut vérifier que l'invariant de Dehn D induit un
homomorphisme D entre I'espaces vectoriels de P/F & R ® R;. Le théoréme de Sydler est
exactement l'injectivité de ’homomorphisme D.

Maintenant, I'injectivité de D, donc le théoreme de Sydler peut étre obtenu par le théoreme

suivant par V =P/F et & = Id.

Théoréme 4.13. V espace vectoriel V. sur R, et un homomorphisme | : P/F — V, 3 un
homomorphisme ® : R®@ R, — V tel que | = ® o D. Autrement dit, VI : P/F — V qui est
un homomorphisme, il exists un homomorphisme ® : RQ R, — V', tel que on a le diagramme
commutatif suivant.

P
A
P/F D R® R,

l\\ P

Vv

Démonstration. Si tel ® exists, on définit ¢ : R — V comme ¢ (t) = ®(1®17). On voit
e(s+t) = p(s) +p(t),Vs,t € R et p(r) = 0. Inversement, une telle ¢ induit naturelle-
ment un homomorphisme ® entre les espaces vectoriels. Donc le théoréeme est vrai si on peut
construire une telle ¢ telle que

L (P) =Y 1@ (o) (17)

ou la somme traverse tous les arétes de P.
Pour a,b € ]0,1[, on définit F:]0,1[* = V

F (a,b) =1lop(T (a,b)) (18)
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D’apres lemme, on a

F(a,b) = F (b,a), Va,b €10, 1],
F (a,b) + F (ab,c) = F (a,c) + F (ac,b) Va,b,c € 10,1].

Par lemme, on sait 3f : ]0,1] — V telle que

F(a,b) = f(a) + f(b) = f(a+b)

Par lemme 4.4, on a

uF a+b ’ a b a—+b ’ b
a+b+c a+b at+b+c a+b

—ap (AT Ny p (A C ) vabe>o0.
at+b+c a+ec at+b+c a+ec

Par (21) et (22), on a

o ) oot ()| Lo oo (55555) o (i)

(22)

(23)

a c a-+c b
= |:(Zf <(L—}—C) +Cf <a+c):| + |:((I+C)f<a_|_b_|_c> +bf (a—|—b—|—c>:| ,Va,b,c>0.

Donc si on définit G : |0, +oo[* — V comme

G(a,b) = af (aib> +bf <a-bu>>'

Par (24) et la définition de G, on a immediatement les équations suivantes

G (a,b) = G (b,a),
G(a,b)+G(a+b,c) =G (a,c)+G(a+cc),
G (Aa, Ab) = AG (a,b).

Par théoreme 4.11, on sait que Jg : |0, +00] — V telle que pour tous a,b > 0

G (a,b) = ag(a) +bg (b) — (a+0) g (a+b),
g(a)+g(b) —g(ab) = 0.

Notons ¢ (1) = 0 par (30), et Va,b €]0, 1], tels que a+b=1, on a

af (a)+bf (b) =G (a,b) =ag(a)+bg(b).

On introduit la fonction A :]0,1[ — V par h = f — g. D’apres (21) et (30), on a

F(a,b) =h(a)+ h(b) —h(ab),Ya,be]0,1[,

ou h satisfait le propriété suivante.
h(a)+ h(b) =1,Ya,b>0,a+b=1.

15
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Maintenant on définit

o€) = {Banfh (sin¢) i ¢ ¢ (1/2)Z, (34)
sinon.
Par (32) et (18), on a immediatement
lop(T (a,b)) =cotayp(a)+cotBe(B)+cot(axp) ¢ <g —a*ﬁ) ) (35)

Donc, (17) est vrai pour tous les tétraedres de sort que T (a, b) et puis pour tous les A (a, b).
On vérifie facilement que (1) =0et ¢ (E+n) = (&) +¢(n) =0si{+n € (n/2)Z. Et
Vén,C € }0, g[ avec la somme 7w, on utilise lemme 4.5 et le fait que I'invariant de Dehn d’un
parallélépipede rectangle est 0, et on a ¢(§) + ¢(n) + ¢(¢) = 0 (Les contributions des tous les
angles annulent). Donc on a ¢(& +n) = @(§) + @(n) si ,n et 7 — & —n sont dans ]0, 5[, et puis
pour &,n et m — & —n dans [0, 5] aussi.
Si& ¢, &+ ¢ €[0,5], on a encore

s

p(§+n)=—p(r—(E+n) = —w(g —&) =<5 —n) = (&) + o).

VE&neR, ona=mf —& et n=nf —ny, ot m,n € Zet &,no € [0, F]. Donc

(€ +1n) = —p(&) — (o) = —¢(&o +m) = ¢(§ +n). (36)

Donc, ¢ est une fonction telle que (€ + 1) = ¢(€) + ¢(n) et () = 0. Comme (17) est vrai
pour tous les AT'(a,b), et un tétraedres quelconq peut étre engendré par tels tétraedres, on sait
(17) est vrai pour tous les tétraedres et donc pour tous les polyedres. Ceci termine notre preuve.

O

4.4 La caractérisation de D(P)

Maintenant, une question naturelle est de demander que quand un élément de R ® R, est
I'invariant de Dehn d’un polyedre? On va répondre la question dans cette section.

On sait que D (P) = D (P/F) est un sous espace vectoriel de R ® R,. V espace vectoriel
V sur R, le homomorphisme ® : R ® R; — V, qui s’annule sur D (P), est un homomorphisme
vérifiant le théoreme 4.13, avec [ = 0. Par la preuve de du théoréme 4.13, il est claire que un tel
homomorphisme est de sorte que ¢ (t) = ® (1 ® t) est sous la forme dans (34), ou h :|0,1[— V
est une fonction telle que

h(a) + h(b) — h(ab) =0, Va,b €0,1], (37)

et de plus,
ah(a) + bh(b) =0, Va,b€]0,1,a+b=1. (38)

Definition 4.14. Une fonction d : R — V est dit une dérivation, si Va,b € R, d vérifie les
propriétés suivantes,

d(a +b) = d(a) + d(b), (39)

et
d(ab) = ad(b) + bd(a). (40)

16



Soit d une dérivation, on a par (40), d(1) = d(1) 4+ d(1), donc d(1) = 0. En outre, par (39),
d(a+1) = d(a), donc 1 est une période de d. La fonction h :]0, 1[— V définie par h(a) = d(a)/a
évidement satisfait (37) et (38).

Réciproquement, soit h :]0,1[— V vérifie (37) et (38). Définissons une fonction périodique
d : R — V avec période 1 comme d(a) = ah(a), Va €]0,1[ et d(1) = 0, alors d est une dérivation.

Pour monter ceci, notons d’abord que (39) est vraie pour a,b € [0,1] et a+b =1, et (40) est
vraie pour tous a,b € [0, 1]. Supposons maintenant a,b € [0,1] et a + b €]0,1]. Alors, par (40),
on a

d(a) = d( (a+0) = —d(a+b) + (a +D)d( ). (41)
et
d(b) :d(aib(aer)) _ abH)d(a—kb)Jr(a—kb)d(abH)). (42)

On somme (41) et (42), et puis on a (39) est vérifié pour tous a,b € [0, 1], avec a + b €]0, 1].
Donc (39 est vraie pour tous a,b,a +b € [0,1]. Si on a a,b € [0,1], mais a + b € [1,2], alors
1—a,1-b,(1-a)+(1-0)¢€]0,1]. Donc

d(a)+d(b) = —d(1—a)—d(1—->b)=-d(2—a—0>)
= dla+b—1)=d(a+0D).
et Va,b € [0,1] (39) est vraie.
Va,b € R, Jag,by € [0,1] et m,n € Z tels que a = agp + m et b = by + n. Comme d est de
période 1, on a
d(a + b) = d(ao + bo) = d(ao) + d(bo) = d(a) + d(b).
Donc, d vérifie (39).
De plus,
d(ab) = d(apby + nag + mby) = d(apbo) + d(nag) + d(mby)
= bod(ag) + aod(bo) + nd(ag) + md(by) = bd(a) + ad(b).
Donc, d vérifie (40), et d est une dérivation.

Si on définit h :)0,1[— V par h(a) = d(a)/a, ou d est une dérivation donné, alors dans

I'équation (34), on a
tan &h(sin? £) = tan &d(sin®)/sin? € = 2tan & sin éd(sin €)/ sin? € = 2d(sin €)/ cos .
Done, par définir 0/0 = 0, on a le théoréme suivant.

Théoreme 4.15. V espace vectoriel V' sur R, les homomorphismes ® : R® R, — V, qui

s’annulent sur D(P), correspondent bijectivement avec toutes les dérivations d : R — V au
moyen de

P(1®E) =2d(sing)/ cosé. (43)

O

Prenons V' = R, par le théoréme de Hahn-Banach, on sait que D(P) est l'intersection des
les noyaux de tous les homomorphismes de R ® R; a R, qui s’annulent sur D(P). D’apres le
théoreme (4.15), on a la caractérisation de D(P) suivante.

Théoréme 4.16. Le sous espace D(P) = D(P/F) de R®@ R, se compose de les éléments sous
la forme Y 1 1; @& tels que

D Ld(sing;)/ cos& =0 (44)
=1

pour toutes dérivations d : R — V. O
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4.5 Le module des différentielles de Kahler et une suite exacte courte

D’apres le théoréme (4.16), on a associé la caractérisation de D(P) avec la dérivation de R.
Cette caractérisation peut étre ecriré sous une mieux forme si on utilise la notion du module des
différentielles de Kéahler.

Definition 4.17. Soient R un anneau unitaire commutatif, M un module a gauche unitaire
sur R, et d : R — M un homomorphisme entre les modules & gauche sur R. On dit d est une
dérivation si de plus Va,b € R, on a

d(ab) = ad(b) + bd(a).

Dans toute la suite, on suppose tous anneaux sont unitaires et commutatifs, et tous modules
sont les modules unitaires a gauche. Rappelons que si f : A — B est un homomorphisme des
anneaux, M un module sur B. On peut alors munir M une structure naturelle de module sur
A, c’est & dire, Va € A,m € M, on envoie (a,m) vers f(a)m. Par abus de notation, on le note
am.

Definition 4.18. Soient ¢ : R — S un homomorphisme des anneaux, M un module sur S. On
dit un homomorphisme des R-modules d : S — M une dérivation R-linéaire(sur S), si on a

Va,b € S,d(ab) = ad(b) + bd(a).

On dit le S-module Q g, le module des différentielles de Kahler de S sur R, si on a une dérivation
R-linéaire dg : S — Qg /R qui factorise toutes les dérivations R-linéaires sur S.

Si d est une dérivation R-linéaire, alors d(1) = d(1-1) = 2d(1), d(1) = 0, donc d(r) = rd(1) =
0, Vr € R.

Proposition 4.19. Pour tous homomorphisme des anneaux iy : R — S, le module des différentielles
de Kahler existe.

Démonstration. Soit Q(S) le S-module libre sur ’'ensemble des symboles {ds|s € S}. Soit N le
sous module de Q'(S) engendré par les éléments de 1'une des formes suivantes.

(a) dr, r € R,

(b) d(s+t) —ds—dt,

(c) d(st) — sdt — tds.
On définit le/R comme le module quotient ©(S)/N. Et puis, on définit dp : S — le/R par

Sr(s) =ds+ N =ds, Vs € S. (45)

Alors, on a immédiatement que dg est une dérivation R-linéaire.
V9 : S — M dérivation R-linéaire, comme €(S) est libre, 3 un homomorphisme des S-
modules ¥ : Q(S) — M, telle que on a le diagramme commutatif des applications suivant.

s —4 . as)
\;If
M
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ou d(s) = ds, Vs € S. Alors, comme 0 est une dérivation R-linéaire, on a ¥(dr) = d(r) = 0,
U(d(s+t)—ds—dt) = 6(s+t)—0d(s)—6(t) =0, et ¥(d(st)—sdt—tds) = §(st)—so(t)—td(s) = 0.
Donc, ¥ s’annule sur N, ¥ induit une homomorphisme des S-modules ) : Qé /R M telle que
on a le diagramme commutatif suivant.

ds/r
S QAls*/R
Qs
) S
M
Alors, § =1 o dg/p. Ceci termine la preuve. O

Remarque 4.20. On dit dg/r dans la preuve la dérivation canonique.

Soient Qﬁ{ /Q le module des différentielles de Kéhler de R sur Q, et dg/g la dérivation ca-
nonique. Comme Q]i /Q est un module sur le corps R, il est un espace vectoriel sur R. Par le

théoréme (4.16), on a un homomorphisme des espaces vectoriels sur R, noté 0 : RQR,; — Q]k o

tel que §(1® &) = M, et § s’annule sur D(P) = D(P/F).

cos &
On a alors une suite des espaces vectoriels réels suivante

0 P/F BROR, 50k, 0. (46)

On va montrer que la suite (46) est exacte. Le théoreme de Sydler entraine que la suite est
exacte en P/F, et on sait que D(P/F) C noyau(d). VY ", l; @ & € noyau(d), et V dérivation
d:R — R, onadQ) =0car d(1) = 0 et nd(1) = d(1) = 0. Alors d est une dérivation Q
linéaire, donc 3 un homomorphisme des espaces vectoriels, 9 : Qﬁ% Q R, tel que d = ¢ o 0gq.
Alors,

D hd(sing)/cos& = Y Lip(Sryq(sing))/ cos&; (47)
=1 i=1
= (1/2)¢(Z 2l;0m /g(sin ;) / cos &;) (48)
i=1

= ¢(5(Z li®¢&)) =0. (49)
=0

Donc, d’apres le théoréme (4.16), ona >« l;®& € D(P/F). Donc D(P/F) = noyau(d), et
la suite (46) est exacte en R @ R. Il reste a vérifier que I’homomorphisme § est surjectif. Par la
preuve de proposition (4.19), on sait que Q%{ /Q est un espace vectoriel engendré par les éléments
ds,s € R.Vs € R.Sis €Z onads=0¢c§R®R,). Donc on peut supposer que s & Z, et
3¢ tel que siné = s(modZ), et cosé # 0. Alors ds = siné = Or/g(sing) = 0((1/2)cos{ ® §) €
J(R®R;). Donc 6(R®@R;) = Q%&/Q, I’homomorphisme § est surjectif. Donc la suite (46) est
exacte.
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5 Théoreme de Sydler et homologie des groupes

Definition 5.1. Soit G un groupe.Un G-module & gauche se compose d'un groupe abélien M,
avec une action de groupe p: G x M — M telle que g(a + b) = ga + gb.

Definition 5.2. Soient G un groupe et M un G-module a gauche. Le groupe d’homologie
H,(G, M) est le g-ieme groupe d’homologie du complexe de chaines C, (G, M) dont la chaine de
degré n a les générateurs de la forme :
(91,92, -+, 9n,T) avec g1,92,-.-,9n € Get x € M
ou l'opérateur de bord 9 : Cy, (G, M) — Cy,—1(G, M) définie par :

n—1 '

3(915927"‘).9717:6) = (gza"'agn>g;lx)+Z(_1)z(917'"agigi-‘rlu-”vgnam)
i=1
+(_1)n(917927 -y 9n—1, .’L')

On peut montrer par un calcul simple que 0, 0 0,1 = 0.
Pour convention, on pose C_1(G, M) =0 et 9y = 0.

On donne sans preuve ’énoncé du résultat de Dupont [2] :

Théoréme 5.3. Il y a une suite exacte des groupe abéliens :
0 — Hy(SO(3),R?) -Ls Py/ 25 -2 Ry Ry — H1(SO(3),R?) — 0

ot P et Fy est défini comme dans la section et D est Uinvariant de Dehn.

Ce théoréme est indépendant du théoreme de Sydler. Rappelons que 'on a une suite exacte

courte : 0 — P3/Z3 £> R ®z R, i> Q]}Q/Q — 0.
Donc on a :

Hy(SO(3),R3) = ker(D:P3/25 +RRzR,) =0
R@ZRW

H{(SO(3),R3) = _ =Qb .

1(50(3),R) Im(D:P3/2;s - Rz R,) R/

6 L’invariant de Hadwiger

On note V un espace vectoriel réel de dimension k et P(V') le groupe abélien libre engendré
par tous les polyedres dans V. On définit Z(V') le sous groupe engendré par tous les éléments
de la forme [PU P’| — [P] — [P'] ot PN P] est dégénéré ou de la forme [P] — [u(P)] ot u est une
translation. On note II(V) = P(V)/Z(V).

Soient V*~1 un sous-espace vectoriel de dimension k — 1 et e
dans V*~1. On considére un homomorphisme des groupes :

h(VE=1 k=1 . P(V) — P(VED)

k=1 un vecteur qui n’est pas

dont la valeur d’un polytope P est défini de la fagon suivante : considérons les faces F' de P
paralleles de V¥~ On note F” la projection d’une telle face sur V*~1 dans la direction de e*~1.
Alors la valeur h(VF~1, eF=1)(P) est la somme 3" eF s’étend sur toutes ces faces otl pour chaque
F le facteur € est +1 si e*~! est de direction & I'intérieur du polyedre P & partir de la face F et -1
sinon. Par cette définition ,h(VF~1 e¥~1)(Z(V)) € Z(V*~1), donc il induit un homomorphisme
de II(V) a TL(VF1).

Il y a un premier théoreme d’équivalence :
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Théoréme 6.1. Deux polyédres P,Q dans V ont la méme classe dans II(V) (i.e. ils sont
équivalents par décomposition et translation ) si et seulement si ils ont le méme volume et,
pour tout V=1 et tout eF=1 ¢ VF1 |

h(VE=1 eb=1)(P) et h(VFE=1 eF=1)(Q) ont la méme classe dans TI(VF~1).

La nécessité est évident. La suffisance pour arbitraire dimension est prouvée par Jessen et
Thorup [3]. On ne le prouve dans ce article.

Dans la suite , on note Vol; le volume dans un sous-espace vectoriel de dimension i (on
néglige l'orientation) .

Considérons une suite décroissante V = V*k D Vk—1 D yk-2 5 ... D Vi ot VI est un
sous-espace vectoriel de dimention j. On choisit e/ pour j =i,i+1,--- ,k— 1 un vecteur tel que
el € Vit mais e/ ¢ V7. On note V7 I'un des deux demi-espaces ouverts de VT divisés par V7
qui contient 7.

La suite ® = (V, V-l yk=2 ... , V) s’appelle un i-drapeau. On associe & chaque drapeau
® une fonction de Hadwiger : Hp : P(V) — R comme la suite :

Il n’y a que un k-drapeau ® = (V'), et pour lui on définit Hp = Voli. Pour un i-drapeau ®
avec ¢ < k, on définit la fonction de Hadwiger par :

Ho(X) = Volh(VE e h(VitL eitl). .. h(VIc—l’ Ck_l)X.
On obtiendra un autre théoreme d’équivalence a partir du théoreme 6.1 :

Théoréme 6.2. Deux polyédres P,Q) dans V ont la méme classe dans II(V') (i.e. ils sont
équivalents par décomposition et translation ) si et seulement si ils ont les mémes invariants
de Hadwiger. Plus précisément, pour tout drapeau ®, on a He(P) = He(Q).

Démonstration. la part de la nécessité est évident. Pour la suffisance, on prouve par récurrence
sur la dimension.

Si k =1, il est évident. Supposons que le théoréme est vrai pour dimension k — 1. Soient
V un espace vectoriel réel de dimension k et P,Q deux polyedres dans V qui ont les mémes
invariants de Hadwiger.
VVE=L et Veb~1 ¢ VF~1 fixés | pour tout drapeau ®F~1 = (VE=1 Vk=2 ... V) de V*~! on a

Hpi1 (W(VFEL PN P) = Hy(P) = Hy(Q) = Her—1 (W(VFL, eF1)Q),

ott & = (V,VF=1 Vk=2 ... V%) est un drapeau de V.

Donc par I’hypothese de récurrence, on sait que h(VE=1 eF=1)(P) et h(VF~1 e¥1)(Q) ont
la méme classe dans H(Vk_l), pour tout VF~1 et tout e~ ¢ V=1, Donc d’apres le théoréme
6.1, on déduit que P et Q sont équivalents par décomposition et translation . O

7 Structure linéaire de II(V)

Soit V un espace vectoriel réel de dimension k.Dans cette section, on note pratiquement
P(IL,Z resp.) a la place de P(V)(IL(V),Z(V) resp.).

Etant donné V =V, & Vo & --- & V; une décomposition en somme directe des sous-espaces
vectoriels, on a les projections p1, p2, ..., p; correspondante & cette décomposition. On définit le
produit

P:P1XP2X"'XPi:ﬂ§‘:1p;1(Pj)

ol P; sont des polyedres de Vj. Il est un polyedre de V. Un tel polyedre s’appelle un i-cylindre.
On note par D; le sous-groupe de P engendré par les i-cylindres et Z, et on pose C; = D;/Z.
On obtient les filtrations ci-dessous :
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P=D12Dy2---2D; 2 Z,
H=C2C2 - 2C, 2{0} =Cpy1.

On note H; : IT — II le homothétie par rapport ¢t pour t > 0 et

[H; (P)] sit >0,
H,[P]=<0 sit=0,
(~D)F[H_¢(P)] sit<0,

Soit aq,...,a) des vecteurs linéairement indépendants. On note par [aq,...,ax] la classe
d’équivalence dans II du simplexe déterminé par les k + 1 points 0,a1,...,ar. On ne considere
pas l'orientation.

Lemme 7.1. Pour ay,...,ax des vecteurs linéairement indépendants quelconques, et pour tous
réels s,t, on a
k
Hert [al, e ,ak] = ZHS [al, . ,aj] X Ht [aj+1, e ,(Ik»] (50)
§=0
Les termes avec j =0 et j =k sont Hylay,...,a] et Hg|ay,...,ax| respectivement.

Démonstration. Si s = 0 ou t = 0, le résultat est évident, donc il suffit de considérer le cas ou
s# 0 et t#0.S5ion a la validité de cette formule sur le cas ou s+t > 0, on peut en déduire
que elle est aussi valide dans le cas ou s+t < 0 par remplacer s,t par —s, —t . De plus, on peut
obtenir la formule dans le cas ot s < 0,¢ > 0 a partir du cas ou ¢t < 0,s > 0 par remplacer
[a1,...,ax] par [—ag,...,—a1]. Donc il suffit de considérer les trois cas suivants :
(i) s > 0,t > 0. Dans le systéme de coordonnées avec les bases ay, ..., a1, —ak, Hsy¢ [a1,. .., ag)
est représenté par le simplexe :
S={(x1,...,2p)0 <z < - <wy < s+t
et le j-ieme terme de la somme est représenté par le polyedre :

Pi={(z1,...,2)[0 <2 < <y <t <ayp < oo <ap <s o+t
Puisque S est composé de Py, ..., P, on en déduit la formule.
(ii) ¢t < 0,s+t > 0. Dans le systéme de coordonnées avec les bases ay, . .., ag, Heyy [a1, ..., ag)

est représenté par le simplexe :
S={(x1,...,2p)|0 <xp <-o- <y < s+t
et le j-ieme terme de la somme est (—1)¥=7 [P;] ot P; est le polyedre :

Pj = {(i’l,...,xk)‘tﬁiﬂjg-~-§x1§8+t’
t<azjy <o < <0}

Pour 0 < j < k, considérons le polyedre :

Qi = {(w,...,xp)t<zjp1 <y <---<ap <s+t,
t<axjy <--- <z <0},

et posons Qo = Py, @ =S. Comme pour 0 < j < k P; est composé de Qj et Q;_1, on

a :
k k

DM = (DM Qo]+ Y (DM + [Q)-1]) = [Qu] -

1=0 =1

(iii) ¢ < 0,8+t = 0. La preuve est comme dans le cas précédent, avec 0 a la place du S.
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D’apres le lemme, on a la formule : pour tout & € Cq,
Hyyp [l = He [€] + Hy [€] mod.Ca.
On en déduit la congruence : pour tout & € C; et tout entier ¢ ,
H: [£] =t[¢] mod.Ca. (51)
Si P =P x Py x--- x P; € D;, par appliquer le lemme sur les sous-espaces V;, on déduit que

.Ht[P] = [HtP1X"'XHt]D7;]
= ti [Pl X PQ X X -Pz] mod.CH_l.

Donc on a la congruence : pour tout £ € C; et tout entier ¢ ,
H [¢] =t [¢] mod.Ci1. (52)

Pour tout entier ¢ # 0 et tout i, Hy(C;) = C;. Donc H; induit un automorphisme de
Ci/Ciy1.D’apres la formule(52),C;/Ciy1 est uniquement divisible pour tout i,donc II est uni-
quement divisible. Donc II a une structure d’espace vectoriel sur Q.

Pour 1 < j < ket & = [a1,...,a;] € Il Jou ay,...,ar sont des vecteurs linéairement
indépendants, on définit

¥;i(€) = > {1, a0 <o <o <y, <1,

1<ni<ng<--<nj=k
ngnjflfl S...an]‘72 é 1,-.-,0§$n1 ngl Sl}

ol la somme s’étend sur toutes les suites (n1,n2,...,n;) vérifiant 1 <ny <ng <--- <nj; =k
et les coordonnées sont correspondants aux bases aq,...,a5_1, —Qg.

1; induit une application linéaire @j : II = Cj, telle que on a

mig=y () dutish = > (3) wie. (53)

J=1

pour tout entier ¢, car

=U U U (@ o) <o < <an, <h+1,

J=11<n1 <ng<--<nj=k 0<t) <tg<-<t;<t—1

ty<ap, ;1< <y, , Stot+ 1t Sapy <o <y <t 1
k
:Z<Z> Z {(xl,...,xk)|0§xk§-~§xnj71Sl,

j=1 1<ni<ng<--<n;=*k

0<wp, ;1< <@y, <1,...,0<zy < <o <1}

2
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= JE; (Z)?ﬁj(ﬁ%

ou les ”=" veulent dire ”ont la méme classe d’équivalence dans II.
Donc il y a des opérateurs Q-linéaires ey, ..., e, dans II telles que

b

k
Helg] =) te;([€]). (54)
j=1

En utilisant la relation Hyy = HyHy, on déduit que e? = ej,ejej; = o si i # j. Donc ce sont des

projecteurs d'une décomposition I1 = II* @ - - - @ IT¥ ot IV = I'm(e;). On a H; [¢] = ¢/ [¢] pour
(] eIV et Cj = Disi I,
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