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1 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT 21 L'équation de Pell-Fermat1.1 Anneaux d'entiers quadratiquesSoit d un entier stri
tement positif qui n'est pas un 
arré (de sorte que √d est irrationnel).On appelle équation de Pell-Fermat l'équation
x2 − dy2 = 1, x, y ∈ Z. (1)Remarquons dès maintenant que (1) admet les solutions triviales (±1, 0), et que si d est un
arré, alors (1) n'admet pas de solution non triviale. On sait depuis longtemps que l'ensembledes solutions de 
ette équation forme un groupe abélien pour la loi

(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1x2 + dy1y2, x1y2 + x2y1)grâ
e à l'identité de Brahmagupta
(x21 + dy21)(x

2
2 + dy22) = (x1x2 + dy1y2)

2 + d(x1y2 + x2y1)
2.Nous allons voir que 
ette identité n'est pas mira
uleuse, puis nous dé
rirons pré
isément lastru
ture de l'ensemble des solutions.Ayant fa
torisé l'équation en x2 − dy2 = (x +

√
dy)(x −

√
dy), il est naturel d'introduirel'anneau A = Z

[
√
d
]. Cet anneau est muni d'un automorphisme ·̄ : x +

√
dy 7→ x−

√
dy. Lepolyn�me 
ara
téristique d'un élément a ∈ A est (X−a)(X−ā) = X2−tr(a)X+N(a) ∈ Z[X],la tra
e tr est additive et la norme N est multipli
ative. La multipli
ativité de la norme estexa
tement l'identité de Brahmagupta, et (x, y) ∈ Z2 est solution de (1) si et seulementsi N(x+

√
dy) = 1. On notera A×

1 = {a ∈ A | N(a) = 1} ⊂ A×.1.2 Géométrie eu
lidienneA�n d'étudier la stru
ture du groupe A×
1 , on souhaite le réaliser géométriquement, 
'est-à-dire 
omme un sous-groupe dis
ret d'un groupe d'isométries. Remarquons tout d'abord quel'in
lusion A ⊂ R ne 
onvient pas puisque A est dense dans R. A�nons 
ependant 
ettein
lusion et 
onsidérons l'appli
ation

ι :

{

A −→ R2

a 7−→ (a, ā)L'appli
ation ι est un homomorphisme inje
tif d'anneaux et son image est dis
rète, puisquepour ι(a) dans un 
ompa
t de R2, a et ā sont bornés, don
 les 
oe�
ients du polyn�me
ara
téristique de a sont bornés et il n'y a don
 qu'un nombre �ni de possibilités pour a. Ona don
 réalisé géométriquement le groupe additif A, 
'est un bon début.L'image ι(A×
1 ) est in
luse dans l'hyperbole H d'équation xy = 1. Considérons don
 l'ap-pli
ation

ℓ :

{

H −→ R2

(x, y) 7−→ (log |x|, log |y|)



1 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT 3Alors ℓ est un homomorphisme de groupes, de noyau {±(1, 1)} et d'image la droite d'équa-tion x + y = 0, et l'image L = ℓ ◦ ι(A×
1 ) est dis
rète. On en déduit immédiatement l'iso-morphisme A×

1
∼= {±1} × L, et L est ou bien trivial, ou bien isomorphe à Z. Nous allonsmaintenant montrer qu'on est toujours dans le se
ond 
as.Il s'agit de montrer qu'il existe toujours une solution non triviale de (1). Il existe uneappro
he 
lassique utilisant des approximations de√d par des fra
tions 
ontinues. Elle possèdel'avantage de fournir un algorithme pour trouver une solution. Nous n'utiliserons pourtant pas
ette méthode, mais nous en exposerons i
i une autre qui présente l'avantage de se généraliserau 
as qui nous intéressera par la suite. Pour plus de détails sur l'équation de Pell-Fermat etles fra
tions 
ontinues, on pourra par exemple se référer à [Hin08℄.Nous allons étudier un peu plus pré
isément la géométrie de A. Un réseau L d'un espa
eve
toriel réel V est un sous-groupe dis
ret qui engendre V 
omme espa
e ve
toriel, 
e qui estéquivalent au fait que V/L soit 
ompa
t. Dans le 
as qui nous intéresse, l'image ι(A) est unréseau de R2, et nous identi�erons ι(A) et A. Le théorème essentiel que nous allons utiliserest leThéorème 1 (Minkowski). Soit V un espa
e ve
toriel réel de dimension n muni d'une mesurede Lebesgue λ, L un réseau dans V et C ⊂ V une partie 
onvexe 
ompa
te symétrique parrapport à l'origine telle que

λ(C) ≥ 2nλ(V/L).Alors C ∩ (L \ {0}) 6= ∅.Nous allons alors montrer que H/A×
1 est 
ompa
t, 
e qui donnera immédiatement L ∼= Z.Commençons par une première remarque : si on pose pour tout r ∈ Z \ {0}, Ar = {a ∈

A | N(x) = r}, on a Ar/A
×
1 est �ni. En e�et si a, b ∈ Ar, alors N(ab−1) = 1, don
 on a a ≡ b

(mod A×
1 ) si et seulement si ab−1 ∈ A si et seulement si ab̄ ∈ rA (
ar b−1 = b̄/r), don
 
elane dépend que des 
lasses de a et b modulo r, et A/rA est �ni. On peut don
 
hoisir Yr unsystème �ni de représentants pour Ar/A

×
1 .On peut maintenant prouver le résultat annon
é. On munit R2 de la mesure de Lebesgueusuelle et on étend N à R2 en posant N(x, y) = xy. Soit C un 
ompa
t 
onvexe symétriquede R2 tel que λ(C) ≥ 4λ(R2/A). Pour tout r ∈ Z \ {0}, on pose Cr = {x ∈ C | N(x) = r}et Kr = Y −1

r Cr ⊂ H, qui est 
ompa
t. Soient en�n R = N(C) ∩ Z \ {0}, qui est �ni,et K = ∪r∈RKr. Alors K ⊂ H est un 
ompa
t tel que tout élément de H est équivalentsous A×
1 à un élément de K.En e�et, soit h ∈ H. Alors la multipli
ation par h préserve λ, don
 on a λ(R2/Ah) =

λ(R2/A). On peut don
 appliquer le Théorème de Minkowski au réseau Ah : il existe a ∈ A\{0}tel que ah ∈ C. Mais alors r = N(ah) = N(a) ∈ R. Comme a ∈ Ar, il existe y ∈ Yr et u ∈ A×
1tels que a = yu. On obtient alors h = a−1(ah) = u−1y−1(ah) ∈ A×

1 Y
−1
r Cr = A×

1 Kr, 
e qui
on
lut. On a prouvé leThéorème 2. On a
A×

1
∼= {±1} × Z.



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 42 L'équation de Pell-Fermat non 
ommutative2.1 Algèbres de quaternionsOn veut maintenant généraliser l'équation de Pell-Fermat, 
'est-à-dire trouver une équationquadratique Q(x1, . . . , xn) = 1 dont l'ensemble des solutions forme un groupe. On peut tenterd'ajouter simplement une variable, 
'est-à-dire de 
onsidérer la forme x2+ay2+by2. Cependant
ette tentative va é
houer : en e�et l'ensemble des valeurs prises par une forme quadratiqueternaire n'est pas multipli
atif, par exemple pour a = b = 1 on a 3 = 12 + 12 + 12 et 5 =
22 + 12 + 02 mais 3 × 5 = 15 n'est pas une somme de trois 
arrés (réduire modulo 8 pour levoir). On peut également tenter de généraliser les anneaux que l'on a 
onsidéré et augmenter ledegré, mais si on garde des anneaux 
ommutatifs, la norme ne sera plus une forme quadratique.Nous allons voir que la bonne généralisation de l'équation de Pell-Fermat est la suivante,pour a, b ∈ Z \ {0} non tous les deux négatifs :

x2 − ay2 − bz2 + abt2 = 1, x, y, z, t ∈ Z. (2)En
ore une fois l'équation (2) admet les solutions triviales (±1, 0, 0, 0) et la 
ondition sur a, bpermet d'assurer que l'ensemble des solutions n'est pas trivialement �ni. Nous allons mainte-nant dé
rire la stru
ture sous-ja
ente à 
ette équation.Soit F un 
orps de 
ara
téristique di�érente de 2 et a, b ∈ F×. L'algèbre de quaternionssur F de paramètres (a, b), notée (

a,b
F

), est l'unique algèbre unitaire engendrée par deuxéléments i, j tels que
i2 = a, j2 = b et ji = −ij.Une telle algèbre est de dimension 4 sur F ave
 pour base (1, i, j, ij), et est naturellement munied'une involution F -linéaire ·̄ : x + yi + zj + tij 7→ x − yi − zj − tij. Pour tout v,w ∈

(

a,b
F

)on a vw = w v. Tout élément w ∈
(

a,b
F

) est annulé par le polyn�me (X − w)(X − w̄) =
X2 − trd(w)X + nrd(w) ∈ F [X], la tra
e réduite trd est F -linéaire et la norme réduite nrdest multipli
ative. En remarquant que nrd(x+ yi+ zj + tij) = x2 − ay2 − b2 + abz2 on voitmaintenant le rapport ave
 l'équation (2).Donnons deux exemples d'algèbres de quaternions.� L'algèbre de matri
es M2(F ) est isomorphe à (1,1

F

) via le morphisme d'algèbres
(

1 0
0 −1

)

7→ i ;

(

0 1
1 0

)

7→ j.La tra
e réduite 
orrespond à la tra
e usuelle et la norme au déterminant.� L'anneau H =
(−1,−1

R

) est une algèbre de quaternions à division sur R. La norme réduiteest le 
arré de la norme L2 usuelle dans la base (1, i, j, ij).Une algèbre de quaternions est à division si et seulement si elle n'est pas isomorphe àl'algèbre des matri
es 2× 2.Les algèbres M2(R) et H sont les seules algèbres de quaternions sur R, et M2(C) estla seule algèbre de quaternions sur C. En e�et pour tout 
orps F on a les isomorphismesélémentaires (a,b
F

) ∼=
(

b,a
F

) ∼=
(

a,−ab
F

) ∼=
(

u2a,v2b
F

) pour tout a, b, u, v ∈ F×.



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 5Pour étudier l'équation (2), nous devons introduire des stru
tures entières sur les algèbresde quaternions. Soit B une algèbre de quaternions sur Q. Un ordre de B est un sous-groupede type �ni O ⊂ B tel que QO = B et qui est également un sous-anneau unitaire. On noteraalors O×
1 = {w ∈ O | nrd(w) = 1} ⊂ O×. Par exemple, M2(Z) est un ordre dans M2(Q).Si a, b ∈ Z \ {0}, alors O = Z+ Zi+ Zj + Zij est un ordre dans B =

(

a,b
Q

), et (x, y, z, t) ∈ Z4est solution de (2) si et seulement si x+ yi+ zj + tij ∈ O×
1 .Les algèbres de quaternions sur Q admettent une 
lassi�
ation très simple que nous dé
ri-vons i
i. Soit O un ordre dans une Q-algèbre de quaternions B et (x1, x2, x3, x4) une Z-basede O. Le dis
riminant de O est

disc(O) = det
(

trd(xixj)1≤i,j≤4

)

∈ Z \ {0},qui ne dépend pas de la Z-base 
hoisie. Si O′ ⊂ O sont deux ordres de B, alors on a l'iden-tité disc(O′) = [O : O′]2 disc(O) où [O : O′] est l'indi
e de O′ dans O. On peut montrer que ledis
riminant d'un ordre est toujours un 
arré au signe près, le dis
riminant réduit d'un ordreest la ra
ine 
arrée (positive) de la valeur absolue de son dis
riminant. Le dis
riminant de Best le dis
riminant réduit d'un ordre maximal de B. On a alors leThéorème 3. Le dis
riminant D d'une algèbre de quaternions B sur Q est un entier sansfa
teur 
arré. Le nombre de fa
teurs premiers de D est pair si BR
∼= M2(R), impair si BR

∼= H.De plus, l'appli
ation donnée par le dis
riminant
{ Classes d' isomorphismed'algèbres de quaternions sur Q

}

−→
{ entiers naturelssans fa
teur 
arré}est une bije
tion.Remarquons que la propriété sur le nombre de fa
teurs premiers du dis
riminant est équi-valente à la 
élèbre loi de ré
ipro
ité quadratique de Gauss.La di�
ulté algorithmique du 
al
ul du dis
riminant et d'un ordre maximal d'une algèbrede quaternions sur Q est � la même � (en un sens qu'on ne pré
isera pas) que 
elle de lafa
torisation de a et b.2.2 Géométrie hyperboliqueOn 
onsidère maintenant l'équation (2), B =

(

a,b
Q

) et O = Z + Zi + Zj + Zij l'algèbrede quaternions et l'ordre asso
iés. En
ore une fois on veut réaliser O×
1 géométriquement.Considérons l'algèbre de quaternions réelle BR =

(

a,b
R

). D'après la 
ondition sur a, b on al'isomorphisme BR
∼=

( sgn(a), sgn(b)
R

) ∼= M2(R). De plus O ⊂ BR est un réseau. En �xant unisomorphisme, on identi�era maintenant BR et M2(R). Alors le sous-groupe O×
1 ⊂ SL2(R)est dis
ret. A�n d'étudier les sous-groupes dis
rets de SL2(R), on va introduire un peu degéométrie hyperbolique. Pour plus de détails sur la géométrie hyperbolique en dimension 2 onpourra se référer à [Kat92℄.



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 6Le demi-plan de Poin
aré est H2 = {z ∈ C | Im(z) > 0} muni de la métrique d induitepar l'élément de longueur
dℓ2 =

dx2 + dy2

y2et de l'aire µ induite, donnée par
dS =

dxdy

y2où z ∈ H2, z = x+ yi et y > 0. Les géodésiques pour 
ette métrique sont les demi-
er
les etles droites orthogonaux à la droite réelle. L'espa
e H2 est 
omplet, simplement 
onnexe et de
ourbure 
onstante −1. Le groupe SL2(R) agit transitivement sur H2 par homographies :
g · z =

az + b

cz + d
pour tout z ∈ H2 et g =

(

a b
c d

)

∈ SL2(R).Cette a
tion induit un isomorphisme entre PSL2(R) = SL2(R)/{±1} et le groupe des iso-métries dire
tes de H2. Le stabilisateur de tout point est 
onjugué au stabilisateur SO2(R)du point i. Un groupe fu
hsien est un sous-groupe dis
ret de PSL2(R). Un tel groupe Γ est
o
ompa
t si Γ\H2 est 
ompa
t ; il est de 
oaire �nie si µ(Γ\H2) < ∞.Soit B une Q-algèbre de quaternions. On dit que B est dé�nie si BR
∼= H et indé�niesi BR

∼= M2(R). Supposons B indé�nie, et soit O un ordre dans B. On a vu que dans 
e
as Γ(O) = O×
1 /{±1} ⊂ PSL2(R) est un groupe fu
hsien. On a alors leThéorème 4. Soit B une Q-algèbre de quaternions indé�nie de dis
riminant D et O un ordredans B. Alors le groupe fu
hsien Γ(O) est de 
oaire �nie. De plus Γ(O) est 
o
ompa
t si etseulement si B est une algèbre à division, si et seulement si B 6∼= M2(Q). En�n, si O est unordre maximal de B, alors

µ(Γ(O)\H2) =
π

3
φ(D)où φ est l'indi
atri
e d'Euler dé�nie par φ(n) = n

∏

p|n(1− p−1).Notons que la démonstration de la partie sur la 
o
ompa
ité de Γ(O) est exa
tement lamême que 
elle donnée à la se
tion pré
édente pour l'équation de Pell-Fermat 
lassique. Main-tenant que nous en savons un peu plus sur O×
1 , nous pouvons déterminer algorithmiquementsa stru
ture. C'est en fait équivalent à la détermination de la stru
ture de Γ(O), le passage del'un à l'autre n'est pas 
ompliqué mais ne sera pas expli
ité i
i.2.3 AlgorithmesPour 
al
uler ave
 le groupe Γ(O), il est naturel de 
onsidérer le quotient Γ(O)\H2. Lamanipulation algorithmique de 
e quotient se fait grâ
e à la notion de domaine fondamental.Soit Γ un groupe fu
hsien. Un ouvert 
onnexe F ⊂ H2 est un domaine fondamental pour Γ si(i) ⋃

γ∈Γ γ · F = H2 ;(ii) Pour tout γ ∈ Γ \ {1}, F ∩ γ · F = ∅ ;(iii) µ(∂F) = 0



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 7où ∂F désigne la frontière de F . Nous allons immédiatement nous intéresser à une 
lasseparti
ulière de domaines fondamentaux. Soit p ∈ H2 un point dont le stabilisateur dans Γ esttrivial. Alors le domaine de Diri
hlet 
entré en p

Dp(Γ) = {z ∈ H2 | ∀γ ∈ Γ \ {1}, d(z, p) < d(γ · z, p)}est un domaine fondamental pour Γ, et Dp(Γ) est 
onvexe au sens hyperbolique : tout seg-ment géodésique entre deux points de Dp(Γ) est in
lus dedans. L'idée de 
ette 
onstru
-tion est de 
hoisir (génériquement) un point dans 
haque orbite en prenant le plus pro
hede p. De plus, si Γ est de 
oaire �nie, alors Dp(Γ) est un polygone : sa frontière est uneréunion d'un nombre �ni de segments appelés ses 
�tés ; l'interse
tion de deux 
�tés su

es-sifs est un sommet de Dp(Γ). Introduisons, pour γ ∈ Γ son 
er
le isométrique 
entré en p :
Ip(γ) = {z ∈ H2 | d(z, p) = d(γ · z, p)} qui est aussi la bisse
tri
e du segment [p, γ−1 · p].Chaque 
�té de Dp(Γ) est 
ontenu dans un unique 
er
le isométrique. De plus le 
er
le isomé-trique d'un élément γ ∈ Γ 
ontient un 
�té de Dp(Γ) si et seulement si Ip(γ−1) 
ontient aussiun 
�té, et on a γ · Ip(γ) = Ip(γ

−1). On obtient alors la stru
ture suivante, appelée 
ouplage,pour les 
�tés : ils sont groupés par deux (éventuellement 
onfondus), ave
 un élément de Γ etson inverse envoyant un 
�té sur l'autre (voir Figure 1). Les éléments du groupe qui asso
ientdeux 
�tés sont appelés transformations du 
ouplage. On a alors laProposition 5. Les transformations du 
ouplage d'un domaine de Diri
hlet pour Γ engendrentle groupe Γ.Cela provient du fait que les translatés de Dp(Γ) par les transformations du 
ouplagere
ouvrent H2. Maintenant, si s1 est un sommet de Dp(Γ) ave
 s1 = Ip(γ) ∩ Ip(γ1), alors lepoint s2 = γ1 · s1 est en
ore un sommet de Dp(Γ). On peut alors é
rire s2 = Ip(γ
−1
1 ) ∩ Ip(γ2)et réitérer le pro
essus. Cela partitionne l'ensemble des sommets en 
y
les (s1, s2, . . . , sm)ave
 sm+1 = s1 (voir Figure 1). Un 
y
le est bien dé�ni à permutation 
ir
ulaire et inversion del'ordre près. On asso
ie à 
ha
un de 
es 
y
les une transformation de 
y
le h = γ−1

1 γ−1
2 · · · γ−1

mqui �xe s1. Elle est bien dé�nie à 
onjugaison par une tranformation du 
ouplage et inversionprès. Chaque transformation de 
y
le h est don
 d'ordre �ni e et la relation he = 1 estappelée une relation de 
y
le. De plus, un 
�té est 
ouplé ave
 lui-même si et seulement si latransformation du 
ouplage 
orrespondant est d'ordre deux. La relation γ2 = 1 pour une telletransformation γ est appelée une relation de ré�exion. On a alors leThéorème 6. Pour tout domaine de Diri
hlet Dp(Γ), le groupe Γ admet une présentation dontles générateurs sont les transformations du 
ouplage et dont les relations sont les relations de
y
le et de ré�exion.Cela provient du fait que les relations de 
y
le et de ré�exion représentent les seuls re-
ouvrements possibles entre Dp(Γ) et ses translatés. Remarquons que 
ette présentation estexpli
ite au sens où on dispose de manière 
al
ulable de deux isomorphismes ré
iproquesentre Γ et le groupe �niment présenté abstrait G du théorème pré
édent. Dans un sens, sion a un mot en les générateurs de G, on peut évaluer 
e produit dans Γ. Examinons le sens
ontraire. Lorsqu'on on dispose d'un domaine fondamental, étant donné un point z ∈ H2 ilest naturel de vouloir 
al
uler un élément de son orbite sous Γ dans le domaine fondamental,



2 L'ÉQUATION DE PELL-FERMAT NON COMMUTATIVE 8
+

+
+s1

s2

s3

γ1

γ2

γ3

I(γ1)

I(γ−1
1 )

I(γ2)

I(γ−1
2 )

I(γ3)

I(γ−1
3 )Figure 1 � Un 
y
le dans un domaine de Diri
hletappelé rédu
tion de z. Pour 
ela, il su�t d'appliquer des transformations du 
ouplage tant que
ela réduit la distan
e à p. Cet algorithme termine 
ar Γ est dis
ret et par dé�nition le pointd'arrivée est dans Dp(Γ). De plus, on obtient la transformation qui envoie z sur sa rédu
-tion 
omme mot en les tranformations du 
ouplage. En�n, 
omme p a un stabilisateur trivialdans Γ, l'appli
ation orbitale γ 7→ γ · p est une bije
tion, et don
 pour γ ∈ Γ on peut réduirele point γ · p, qui se réduira en p 
ar 
'est le seul élément de son orbite qui soit dans Dp(Γ),et don
 on aura wγ · p = p ave
 w un mot en les générateurs de G, 
e qui donne γ = w−1.Il ne reste don
 plus qu'à 
al
uler un domaine de Diri
hlet pour un groupe Γ = Γ(O).Pour des raisons de simpli
ité nous n'étudierons que le 
as où O est un ordre maximal. Le
as général peut se traiter ave
 une légère modi�
ation, mais nous n'entrerons pas dans 
esdétails. Introduisons, pour toute partie S ⊂ Γ, le domaine de Diri
hlet partiel

Dp(S) = {z ∈ H2 | ∀γ ∈ S \ {1}, d(z, p) < d(γ · z, p)}.On remarque alors que S 7→ Dp(S) est dé
roissant, et qu'il existe une partie �nie S ⊂ Γtelle que Dp(S) = Dp(Γ) (par exemple, prendre pour S l'ensemble des transformations du
ouplage). Il su�t don
 d'énumérer les éléments de Γ, de 
al
uler les domaines de Diri
hletpartiels 
orrespondants et de s'arrêter lorsqu'on a atteint le véritable domaine de Diri
hlet.On a don
 besoin de deux 
hoses : une énumération de Γ et un test d'égalité entre Dp(S)et Dp(Γ).Le test d'égalité est simple : 
omme O est maximal, on 
onnait l'aire de Dp(Γ(O)) qui estégale à µ(Γ(O)\H2). Il su�t don
 de savoir 
al
uler l'aire de Dp(S), 
e qui se fait simplementen utilisant laProposition 7. Soit P ⊂ H2 un polygone à n sommets, et d'angles intérieurs à 
haquesommet α1, . . . , αn. Alors l'aire de P est donnée par
µ(P ) = (n− 2)π − (α1 + · · ·+ αn).Pour énumérer les éléments de Γ(O), il su�t d'énumérer les éléments de O et de séle
tion-ner 
eux qui sont de norme 1. On peut par exemple utiliser une Z-base de O et énumérer les
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ombinaisons linéaires de 
es éléments. Une autre idée, plus e�
a
e en pratique, est d'équi-per O ⊂ M2(R) d'une forme quadratique Q, par exemple le 
arré de la norme L2 usuelle, etd'e�e
tuer une énumération par valeurs de Q 
roissantes à l'aide d'un algorithme de rédu
tionde réseau, par exemple ave
 l'algorithme de Fin
ke et Pohst [FP85℄.3 Généralisation et problèmes reliés3.1 Quaternions sur un 
orps de nombresLa généralisation naturelle de l'étude pré
édente 
onsiste à 
onsidérer une algèbre de qua-ternions B sur un 
orps de nombres F de degré n et d'anneau des entiers ZF . Les stru
turesentières sur une telle algèbre sont les ordres : un ordre est un ZF -module de type �ni O ⊂ Btel que FO = B qui est également un sous-anneau unitaire. Les algèbres de quaternions sur un
orps de nombres admettent en
ore une fois une 
lassi�
ation simple. Soit v une pla
e de F ,on dit que v est rami�ée (resp. dé
omposée) si Bv = B⊗F Fv est une algèbre à division (resp.est isomorphe à M2(Fv)), où Fv est la 
omplétion de F en v. On a alors leThéorème 8. Une algèbre de quaternions B sur un 
orps de nombres F est rami�ée en unnombre �ni, pair de pla
es de F . Pour tout sous-ensemble �ni S des pla
es non 
omplexesde F , de 
ardinal pair, il existe une unique (à isomorphisme près) algèbre de quaternionssur F rami�ée exa
tement aux pla
es de S.Introduisons maintenant la partie géométrique. On note FR = F ⊗Q R =
∏

v∈S∞

Fvet BR = B ⊗Q R =
∏

v∈S∞

Bv où S∞ est l'ensemble des pla
es in�nies de F . Si on 
onsi-dère le plongement diagonal ι : B →֒ BR, alors pour tout ordre O, l'image ι(O) est un réseau.On note en
ore O×
1 = {w ∈ O | nrd(w) = 1} et B×

R,1 = {w ∈ BR | nrd(w) = 1} où nrd désignele prolongement 
ontinu BR → FR de la norme réduite B → F . Remarquons qu'on a l'iso-morphisme B×
R,1

∼= SL2(R)
d × (H×

1 )
r−d × SL2(C)

c, où r est le nombre de pla
es réelles de F , dle nombre de pla
es réelles dé
omposées et c le nombre de pla
es 
omplexes (et n = r + 2c).On a déjà vu que l'espa
e sur lequel SL2(R) agit naturellement est H2 ∼= SL2(R)/SO2(R). Legroupe H×
1 est 
ompa
t. En�n, on introduit le demi-espa
e de Poin
aré H3 = C+ R>0j ⊂ Hmuni de la métrique d induite par l'élément de longueur

dℓ2 =
dx2 + dy2 + dt2

t2et du volume Vol induit, donné par
dV =

dxdy dt

t3où w ∈ H3, w = x + yi + tj ave
 x, y, t ∈ R et t > 0. Les géodésiques pour 
ette métriquesont les demi-
er
les et les droites orthogonaux au plan 
omplexe. L'espa
e H3 est 
omplet,simplement 
onnexe et de 
ourbure 
onstante −1. Le groupe SL2(C) agit surH3 par la formule :
g · w = (aw + b)(cw + d)−1 pour tout w ∈ H3 et g =

(

a b
c d

)

∈ SL2(C).
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tion induit un isomorphisme entre PSL2(C) = SL2(C)/{±1} et le groupe des isomé-tries dire
tes de H3, et on a H3 ∼= SL2(C)/SU2(C).Soit G = PSL2(R)
d × PSL2(C)

c qui agit par isométries sur X = (H2)d × (H3)c. Pourtout ordre O on peut dé�nir le groupe Γ(O) ⊂ G 
omme étant l'image de O×
1 dans G. Legroupe Γ(O) est alors isomorphe à O×

1 /{±1}, et on a leThéorème 9. Le groupe Γ(O) est dis
ret dans G, de 
ovolume �ni dans X. De plus Γ(O) est
o
ompa
t si et seulement si B est une algèbre à division.Pour plus de détails sur l'arithmétique des algèbres de quaternions, on pourra se réfé-rer à [Vig80℄ ; pour une introdu
tion à la géométrie hyperbolique en dimension 3 on pourra
onsulter par exemple [Mar07℄.Il est sans doute possible de déterminer algorithmiquement un domaine fondamental et lastru
ture du groupe Γ(O), et d'en déduire la stru
ture de O×
1 et O×. Cela n'a pour le momentété mis en ÷uvre que dans des 
as parti
uliers (lorsque toutes les pla
es in�nies sont réellesrami�ées, le groupe est �ni et une méthode simple d'énumération est 
onnue depuis longtemps ;voir se
tions 3.3.1 et 3.3.2 pour les autres 
as traités), et la 
on
eption d'un algorithme dansle 
as général pose plusieurs problèmes, par exemple sur le 
al
ul dans X : représentation deshyperplans, 
al
ul d'interse
tions de demi-espa
es, 
al
ul du volume d'un polytope. Même dansles 
as déjà réalisés, plusieurs problèmes subsistent : peut-on donner une évaluation a prioridu temps de 
al
ul né
essaire (la preuve de terminaison n'est pour le moment pas e�e
tive) ?Peut-on 
hoisir de manière intelligente le 
entre du domaine de Diri
hlet 
al
ulé (en termes de
omplexité du polytope 
al
ulé, de temps de 
al
ul) ? Peut-on se passer de 
al
uls appro
hés engardant un algorithme e�
a
e, ou prédire la pré
ision né
essaire au 
al
ul ? Peut-on améliorerles te
hniques d'énumération des éléments du groupe ? L'algorithme utilisé en pratique est enfait plus 
ompliqué que 
elui dé
rit dans la se
tion 2.3, il exploite l'algorithme de rédu
tion et lastru
ture de 
ouplage a�n de trouver plus rapidement les éléments dont les 
er
les isométriquesforment la frontière du domaine de Diri
hlet. Évaluer pré
isément l'apport de 
ette utilisationà l'algorithme global est également une question ouverte.Par ailleurs, la résolution d'une équation de Pell-Fermat généralisée n'est pas la seulemotivation de 
ette étude. Nous allons présenter maintenant quelques autres problèmes enrapport ave
 les groupes Γ(O).3.2 Cohomologie et opérateurs de He
keSoit O un ordre dans une algèbre de quaternions B sur un 
orps de nombres, et M un O×

1 -module. On peut alors 
onstruire les espa
es de 
ohomologie des groupes Hk(O×
1 ,M). Cesespa
es sont très intéressants. Ils sont munis d'opérateurs de He
ke de la manière suivante.Soit Γ ⊂ O×

1 un sous-groupe d'indi
e �ni [O×
1 : Γ]. On a alors une appli
ation de restri
tioninduite par l'in
lusion res : Hk(O×

1 ,M) → Hk(Γ,M), et dans l'autre sens une appli
ationde transfert tr : Hk(Γ,M) → Hk(O×
1 ,M) telle que la 
omposée tr ◦ res est la multipli
ationpar [O×

1 : Γ] sur Hk(O×
1 ,M). Soit δ ∈ B, alors O×

1 ∩ δO×
1 δ

−1 est d'indi
e �ni dans O×
1 , et la
onjugaison par δ induit un isomorphisme

δ̃ : Hk(O×
1 ∩ δO×

1 δ
−1,M) → Hk(δ−1O×

1 δ ∩O×
1 ,M).
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ke Tδ asso
ié à δ est alors dé�ni par le diagramme 
ommutatif :
Hk(O×

1 ,M)
Tδ−−−−→ Hk(O×

1 ,M)

res





y

x




tr

Hk(O×
1 ∩ δO×

1 δ
−1,M) −−−−→

δ̃
Hk(δ−1O×

1 δ ∩ O×
1 ,M)Ces opérateurs de He
ke ont les propriétés suivantes :� Chaque Tδ est diagonalisable ave
 des valeurs propres réelles et un polyn�me 
ara
téris-tique à 
oe�
ients entiers ;� L'opérateur Tδ ne dépend que de la double 
lasse O×

1 δO×
1 ;� Les opérateurs Tδ 
ommutent lorsque O est maximal.Ces espa
es de 
ohomologies posent de nombreuses questions, par exemple leur rang ou lataille de leur partie de torsion. On pourra trouver 
e type d'études par exemple dans [FGT10℄ou [BV10℄. Ils sont également au 
÷ur de nombreuses 
onje
tures :� Conje
tures de modularité : d'après la philosophie de Langlands, à 
ertaines représen-tations 
ontinues ρ : Gal(Q/Q) → G (où G est un groupe relié à O×

1 en un sens qu'onne pré
isera pas) on devrait pouvoir asso
ier un O×
1 -module Mρ et une 
lasse de 
o-homologie x ∈ H∗(O×

1 ,Mρ) propre pour les opérateurs de He
ke, et dont les valeurspropres sont 
ompatibles ave
 les valeurs propres de ρ(ϕ) pour 
ertains éléments parti-
uliers ϕ ∈ Gal(Q/Q) (les � éléments de Frobénius �). On pourra par exemple trouverune formulation pré
ise d'une 
onje
ture de 
e type dans [BV10℄ ;� Constru
tion d'unités dans des 
orps de 
lasse et de points rationnels sur des 
ourbeselliptiques : des 
onstru
tions 
ohomologiques ont été proposées pour généraliser les
onje
tures de Stark (pour les unités) et de Darmon (pour les points rationnels). Ainsiil est 
onje
turé que 
ertaines 
lasses (expli
ites) dans la 
ohomologie de groupes par-ti
uliers O×
1 sur un 
orps totalement réel F fournissent dans 
ertains 
as le logarithmed'une unité dans un 
orps de 
lasse de 
ertaines extensions quadratiques de F (voirpar exemple [CD08℄), dans d'autres 
as un point sur une 
ourbe elliptique sur F , dé�nià nouveau sur un 
orps de 
lasse d'une 
ertaine extension quadratique de F (voir parexemple [Gre09℄).3.3 Cas parti
uliers3.3.1 Cas fu
hsienUn 
as intéressant, où un algorithme 
al
ulant un domaine fondamental pour Γ(O) aété réalisé par John Voight [Voi09℄, est le 
as où le 
orps de base est totalement réel etl'algèbre de quaternions est rami�ée à toutes les pla
es réelles sauf une. Dans 
e 
as, Γ(O) estun groupe fu
hsien et les méthodes dé
rites en se
tion 2.3 s'appliquent presque in
hangées.Outre le fait que 
'est un 
as relativement simple, il présente un grand intérêt puisque les(premiers) espa
es de 
ohomologie dé
rits à la se
tion 3.2, pour des modules bien 
hoisis, sontisomorphes en tant que He
ke-modules à des espa
es de formes modulaires de Hilbert, via une
orrespondan
e de Ja
quet-Langlands. Cet isomorphisme a été exploité par John Voight et
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al
uler des systèmes de valeurs propres de He
ke de formesmodulaires de Hilbert, 
omplétant ainsi le travail de Dembélé et Donnely [DD08℄.3.3.2 Cas kleinéenLe dernier 
as où un algorithme 
al
ulant un domaine fondamental pour Γ(O) a été réaliséest 
elui où le 
orps de base possède une unique pla
e 
omplexe et l'algèbre de quaternions estrami�ée à toutes les pla
es réelles. Dans 
e 
as, Γ(O) est un sous-groupe dis
ret de PSL2(C),un groupe kleinéen. Cette réalisation était l'objet de mon mémoire de master [Pag10℄ sousla dire
tion de John Voight, et né
essitait 
ertaines modi�
ations par rapport au 
as de ladimension deux. Des algorithmes existaient déjà pour le 
as où B est l'algèbre des matri
es surun 
orps quadratique imaginaire M2(Q(
√
−d)), par exemple les méthodes de Swan [Swa71℄ou Yasaki [Yas09℄, et un 
al
ul dans une algèbre à division avait été e�e
tué par Corrales,Jespers, Leal, Ángel del Río [CJLdR04℄.Ce se
ond 
as parti
ulier a également un intérêt supplémentaire, plut�t dans la dire
tion dela géométrie 
ette fois-
i : il permet de 
al
uler des groupes kleinéens, et don
 des variétés (ouplus pré
isément des � orbifolds �) hyperboliques de dimension 3. Or 
es variétés ne sont pasaussi bien 
omprises que 
elles de dimension 2, il est don
 intéressant d'exploiter des 
al
ulsexpli
ites pour les appro
her expérimentalement. Pour plus de détails sur l'arithmétique desvariétés hyperboliques de dimension 3 on pourra se référer à [MR03℄.Donnons un exemple : la 
onje
ture � virtuellement Haken. � Une variété hyperboliquede dimension 3 est Haken si elle est irrédu
tible et si elle 
ontient une surfa
e immergéein
ompressible. Nous ne pré
iserons pas 
es termes te
hniques i
i, le fait essentiel est qu'unevariété Haken peut être dé
omposée le long de sa surfa
e immergée pour donner des variétésHaken plus simples, 
e qui permet des arguments de ré
urren
e pour 
es variétés. Cependant,on peut observer qu'elles sont rares parmi toutes les variétés, mais une variété non Haken Mpeut avoir un revêtement �ni qui soit Haken, permettant d'obtenir de l'information surM . Unevariété est virtuellement Haken si elle admet un revêtement �ni qui est Haken. La 
onje
ture �virtuellement Haken � a�rme que toute variété irrédu
tible de groupe fondamental in�ni estvirtuellement Haken. Cette 
onje
ture peut être testée algorithmiquement pour une variétédont on dispose du groupe fondamental, 
e qui est le 
as pour les variétés (dites arithmétiques)
onstruites 
omme pré
édemment à partir d'algèbres de quaternions : en e�et, pour que M =

Γ\H3 soit Haken, il su�t que H1(M,Z) = H1(Γ,Z) soit de rang non nul. Pour plus de détailssur 
ette 
onje
ture et sa véri�
ation expérimentale, on pourra 
onsulter [DT03℄.
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