Introduction au domaine de recherche : Un exemple de dualité en
mécanique statistique

Paul Melotti, sous la direction de Béatrice de Tiliere

Table des matieres

[T Qu’est-ce qu’un modéle de mécanique statistique ?| 2
1.1 Modeled’Ising| . . . . . . . . e 3

.2 Modeles “vertex™ . . . . ... 4
(L3 Modelededimeresl . . . . . . . . . e 5

2 Qu’est-ce qu’une relation de dualité 7| 6
[2.1 ~Exemple fondateur : la dualité de Kramers-Wannier| . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 6
[2.2  Dualit€ pour des modeles a valeurs dans un groupe abélien| . . . . . . ... ... ... 0L 8
[2.3  Dualité du modele 8V symétrique| . . . . . . . . ... 9

[3 _Du modele d’Ising aux dimeres| 12
[3.1  Dumodele d’Isingaumodele 8V|. . . . . . . .. ... 12
B2 Du8VaubBV] . . . .. e 13

33 Du6Vauxdimeresl . . . .. .. e 13
4__Problemes ouverts) 14

Introduction

L’idée de la physique statistique est de décrire les propriétés de systemes de particules a partir de prédicats proba-
bilistes : plutdt que d’écrire les lois de la physique pour chaque particule, on préfere considérer qu’un état du systeéme
apparait avec une certaine probabilité, qui dépend de son énergie. Si cette idée apparait déja dans les travaux de Kel-
vin, Maxwell ou Boltzmann, c’est Gibbs qui la formule clairement en 1902 et donne un formalisme a cette discipline.
La physique statistique a ensuite pris son essor durant tout le vingtieme sieécle, notamment par son application a la
mécanique quantique.

Au fil du temps, des modeles physiques ont émergé pour décrire simplement des phénomenes physiques com-
plexes. Certains de ces modeles ont été repris dans le monde mathématique, afin de justifier les intuitions des physi-
ciens et d’étudier la structure riche qu’ils renferment. Citons par exemple le modele d’Ising, proposé par Lenz et Ising
dans les années 20 pour étudier les phénomenes d’aimantation, résolu en dimension 1 par Ising en 1925 ([7]]), et dont
I’étude au cours du vingtieme siecle donne encore des développements aujourd’hui ; ou encore le modele de percola-
tion introduit par Hammersley en 1957 et dont les propriétés critiques sont encore des conjectures pour de nombreux
graphes (en particulier Z?).

Un des défis de la partie mathématique de cette discipline est donc de justifier les calculs et les résultats issus de
la physique, et de comprendre leur structure mathématique. Dans cette introduction au domaine de recherche, on va
montrer un lien fort entre le modele d’Ising et un modele plus récent et mieux compris, le modele de dimeres. On va
d’abord présenter ces modeles, ainsi qu’un modele intermédiaire, le modele “vertex”, dans la premiere partie ; puis
on parlera de la dualité en mécanique statistique pour montrer le genre de structure mathématique qui apparait dans



I’étude de ces modeles ; enfin on montrera comment la dualité des modeles “vertex” permet de faire le pont entre le
modele d’Ising et le modele de dimeres.

1 Qu’est-ce qu’un modele de mécanique statistique ?

De maniére trés générale, le cadre de la mécanique statistique est le suivant : on se donne un ensemble 2, dit
ensemble des configurations, muni d’une mesure finie A et d’une fonction H : 2 — R, appelée énergie[ﬂ Pour tout
£ > 0 (qui, en physique, est I'inverse d’une température), on définit la mesure wg de densité exp(—SH (w)) par
rapport a A. On appelle fonction de partition Z(3) 1a masse totale de wg :

2(8) = wp(Q) = /  xp(—AH ()N ).

Lorsque Z(3) est fini, on considérera la mesure de probabilité Z—Z, qui est physiquement la probabilité d’apparition
des configurations de (2 a la température inverse (.

Dans cette présentation, on se placera uniquement dans le cas out €2 est fini, et on prendra pour A la mesure de
comptage. Alors wg s’identifie a une fonction de €2 dans R* , et une configuration w € () apparait avec probabilité

P(w) = ";((B“)) = e"p(g(ﬁg @) 1a fonction de partition s’écrit simplement

Z(B) = exp(—BH(w)).

wenN

Un des buts de 1’étude d’un modele est de comprendre le comportement de Z(3) en fonction de 5 (et d’éventuels
autres parametres dont dépend le modele). Justifions rapidement cet objectif. L’énergie moyenne (H ) s’écrit

S p() P AH)

(H) Z(9)

weN
_8an

op

L’entropie .S du modele s’écrit

S

— > P(w) In(P(w))
we

%ﬁ) > exp(~BH(w)) (BH (w) + n(Z(3)))
weN

= B(H) +In(Z(5))-

Ainsi un certain nombre d’informations physiques peuvent étre lues dans la fonction de partition. Un but fondamental
de I’étude d’un modele est donc la compréhension de sa fonction de partition. On va voir comment des méthodes
combinatoires permettent, dans certains cas, d’obtenir des écritures de Z qui permettent de calculer plus facilement
les quantités précédentes (mais on n’entrera pas dans le calcul effectif, qui reste technique).

Remarque. Afin d’étudier les modeles plus facilement, il arrive qu’on étende ces définitions au cas ol wg est a
valeurs complexes. On perd I'interprétation des poids comme probabilités, toutefois, on parlera encore de modele de
mécanique statistique et de fonction de partition.

1. Remarquons que contrairement a beaucoup de domaines des probas, on travaille directement avec 1’espace probabilisé €2.



1.1 Modele d’Ising

Décrivons le modele d’Ising, un des plus anciens modeéles de mécanique statistique. Soit G = (V, E) un graphe
non orienté fini, muni de constantes réelles (J, )cc g sur les aréte, et de constantes réelles (H,),cy sur les sommets. La
premiere famille, notée simplement .J est appelée constantes de couplage, et la seconde, notée I, est appelée champ
magnétique. Soit = {41}V 1’ensemble des configurations de spins sur le graphe G ; une configuration de spins sera
classiquement notée o : V. — {1}.

On munit  de la fonction d’énergie suivante :

H(o) =— Z JeOuoy — Z H,yo,,
e=uveFR veV

ol la premiere somme porte sur les arétes non orientées e d’extrémités u et v.
Autrement dit, la probabilité d’une configuration de spins o vaut

exp (ﬁ (Ze:uveE JeO'uUU + ZDEV Hvav))
Z(Ba Ja H)

Z(B,J,H) = Z exp <ﬁ < Z Je0u0y) + Z HUO'1,>> )

o:V—{£1} e=uveEFl veV

Dans toute la suite, on supposera le champ H nul, et quitte & changer les constantes de couplage .J on peut supposer
B = 1. On notera alors simplement Z(.J) la fonction de partition :

Z(J) = Z exp ( Z Jeouaq,> .

o:V—{£1} e=uveE

Dans le cas out G est planaire, il existe une formule permettant d’écrire Z(.J) comme la racine d’un déterminant :
c’est la formule de Kac-Ward. Considérons le graphe G plongé dans le plan sans que les arétes ne se croisent, et notons
I’ensemble des arétes orientées. On définit une matrice 7', dite matrice de Kac-Ward de G, indexée par B X ﬁ de
la fagon suivante :
— Si e_f et e_2> sont dans la configuration de la ﬁgure i.e. le sommet terminal de e_l> est le sommet original de e_2>,
on note (e_f, e_2>) I’angle orienté de &1 vers &3, et x., = tanh(Je,). Alors

i

N[

1
Tep 3 = exp (2(6176_5)) (Tey Te,)

— Sinon, Ta@» =0.

Théoréme (Formule de Kac-Ward [8]]). Soit Z (8, J) la fonction de partition du modéle d’Ising sur un graphe planaire
G, et T sa matrice de Kac-Ward, alors
Z(B,J)* = det(I —T).

FIGURE 1

Ce modele est dit résoluble, car on a écrit la fonction de partition sous une forme qui permet de calculer beaucoup
des quantités qui nous intéressent.



1.2 Modeles “vertex”

Etant donné un graphe planaire G = (V, E) on définit le graphe médial GM = (VM | EM) par :

— VM =E,

— EM g’obtient de la fagon suivante : pour chaque face f de G, on tourne autour de f en sens horaire en reliant
les arétes voisines dans ce parcours. Ainsi EM s’identifie naturellement aux couples (£, c) ol f une face de G
et c un des “coins” de f.

FIGURE 2 — Un graphe planaire et son graphe médial.

Le graphe G est planaire. Les faces de G correspondent soit 2 un sommet de G, soit a une face de G. Dans les
dessins suivants on coloriera en gris les faces qui correspondent a un sommet de G.

Le graphe GM est 4-régulier (chaque sommet est de degré 4). Fixons une orientation de référence sur les arétes du
graphe G, alors on peut numéroter les arétes de G autour du sommet correspondant comme sur la figure

FIGURE 3 — Une aréte primale e € E avec son orientation de référence, le sommet v, € VM et les arétes médiales
adjacentes.

On appelle configuration “vertex” une application v de E™ dans {£1} ; on représentera une telle configuration
en coloriant en rouge les arétes de G™ sur lesquelles v vaut —1.

Pour tout e € F, on définit une fonction de poids w, : (Z/2Z)* — C. Alors le poids d’une configuration “vertex”
est donné par

w(v) = H we (v(e'),v(e?),v(e?), v(e*))

e€El

et donc le modele a pour fonction de partition

Z(X)= Y w).

v:EM 5 {+1}

Ce modele n’est en général pas considéré dans toute sa globalité, et on prend souvent des fonction de poids w,
qui s’annulent sur certaines configurations. Par exemple, le modele 8 vertex (ou 8V) consiste a prendre des fonctions



de poids nulles pour les configurations de degré impair en un sommet. On définit également les modeles 16V et 6V
avec les configurations présentées sur la figure ] De plus, un tel modele est dit symétrique lorsque les poids des
configurations complémentaires (a la verticale sur la figure ) sont égaux.

SO XX OO
KOO AR XX

FIGURE 4 — Les poids non nuls pour différents modeles “vertex”.

1.3 Modele de dimeres

Commencons par construire, une fois de plus, une décoration de graphe. Soit G un graphe planaire, on commence
par considérer son graphe médial G . Le graphe décoré G est construit en remplacant les sommets de G par des
petits carrés, comme sur la ﬁgure Le graphe G© est alors planaire et biparti.

FIGURE 5 — Le graphe initial G (en pointillés) et le graphe G en traits pleins.

Munissons G de constantes réelles positives (ji.).c g sur les arétes. On partitionne V@ en deux ensembles B?
et N (sommets blancs et noirs) qui correspondent 2 un 2-coloriage de G<. Une configuration de diméres est un
sous-ensemble d’arétes m C E% tel que tout sommet v € V@ soit adjacent a une et une seule aréte de m. On munit
ces configurations du poids

w(m) = H He,

ecm

et le modele a pour fonction de partition

Zaim (G2, 1) =y w(m).
m
La probabilité d’une configuration m est donc %
Ce modele, dit modele de dimeres, est tres bien compris pour les graphes planaires bipartis. Donnons deux théo-
remes de base pour justifier cette affirmation.



Théoreme 1.1 (Kasteleyn [9]). 1] existe une orientationE] (dite orientation de Kasteleyn) des arétes de G telle que
Zaim(G9, 1) = | det K|

o K = (K pn)pepe nenae, la matrice de Kasteleyn, est une matrice indexée par BP et N définie par

0 si b et n ne sont pas reliés,
b e n
Kb,n = p’(e) st O—@
b e .n

—ule) si O——e

Théoreme 1.2 (Kenyon [10]). Soit un ensemble d’arétes X = {biny,...,bxng}. La probabilité que X soit inclus
dans m vaut

.
(H K(b;, ni)> det (K~ (n;,b;))1<i j<n-

L’ objectif est donc de décrire le modele d’Ising comme un modele de dimeres, pour profiter de ce genre de théo-
remes. On aura pour cela besoin de la notion de dualité.

2 Qu’est-ce qu’une relation de dualité ?

2.1 Exemple fondateur : la dualité de Kramers-Wannier

On reprend le modele d’Ising défini précédemment, sur un graphe G planaire. Rappelons qu’on peut définir son
graphe dual G*, dont les sommets sont les faces de G, et les arétes sont en bijection avec celles de G.

Etant donné une configuration de spins o sur G, on peut séparer les régions ol o vaut 1 de celles ot o vaut —1,
en dessinant les arétes duales qui séparent ces régions. L’ensemble d’arétes duales obtenu forme ce qu’on appelle un
polygone sur G*, ¢’est-a-dire un sous-ensemble d’arétes tel que tout sommet soit de degré pair. Ce polygone est appelé
développement basse température de o.

+ + 4+ + + + + + +

H 1= 1-"1= |+ [+ [+ |+

) T

[} [} Lo

- D

: | _]a

LT Gl e a0 ) e el

RSN GE N

+ TF TR 1715 [ |+ [+ |+
0 I (P

+ |+ [+ TTETHF + [+ [+

FIGURE 6 — Le graphe G en traits pleins, une configuration de spins et son développement basse température en
pointillés

On a donc une fonction qui a une configuration de spins associe un polygone de G*. Il est facile de voir que cette
application est surjective, et que o et ¢’ ont méme image ssi o = —o’. De plus, deux configurations opposées ont
méme énergie. Cette énergie est une somme dont les termes valent —.J, pour les arétes e dont le spin est le méme aux
deux extrémités, J. pour les autres. Le deuxieme cas correspond exactement aux arétes e telles que son aréte duale e*
appartient au développement basse température de o. On en déduit facilement la réécriture de la fonction de partition :

2. Il s’agit d’une orientation “clockwise-odd” : toute face doit avoir un nombre impair d’arétes orientées dans le sens horaire.



Proposition 2.1 (Développement basse température [11]]). Soir P(G*) I’ensemble des polygones de G*, alors

Z(n=Ccw) Y <H eXp(—2Je)>,

P*eP(G*) \e*cP~

o C(J) = 2]].cpexp(Je).

Par une transformation purement combinatoire sur la fonction de partition, on peut montrer un deuxieéme dévelop-
pement, qui fait intervenir les polygones sur le graphe initial :

Proposition 2.2 (Développement haute température [11]).

Z(n)=Cc'(J) > (H tanh(Je)>,

PeP(G) \eeP
onC'(J) = (2‘V| [Te_woer cosh(Je))

Démonstration. On a

Z(J) = Z H exp(Je.o,0,).

0:V—{£l} e=uveE

Remarquons que

exp(Jeoy,0,) = cosh(J,)+ 0,0, sinh(J,)
= cosh(J.) (1 + 0,0, tanh(Je)) .

Mettons en facteur les cosh(.J.) et on développons le produit sur e présent dans Z. Cela donne :

( H cosh(.]e)> Z Z H 040 tanh(Je)

e=uveFE oce{—1,1}V EoCFE e=uv€EEy

Z(J)

( 11 cosh(Je)> > I tanh(e) > I ouoe

e=uvek EoCE \e€cEy oe{—1,1}V e=uv€Ey

Lasomme ) . (—11}v [ £, Ou0v estnulle dés qu'une variable o, a un degré impair dans le produit. Autrement

dit, cette somme est nulle dés que E n’est pas un polygone de G'; dans le cas ol Ey est un polygone, elle vaut 2!V,
On en déduit la formule sans peine. O

On a donc une jolie formule qui lie les polygones d’un graphe et de son dual :

cey Yy (H exp(2Je)>—C’(J) > (Htanh(Je)>.

P*eP(G*) \e*€P~ PEP(G) \e€P

Cette formule peut étre exploitée pour montrer que le modele d’Ising a méme fonction de partition qu’un modele
d’Ising sur le graphe dual G*, pour des constantes (J% ).+c g+ correctement choisies, et que cette relation échange dé-
veloppement haute température et basse température. On constate méme que la relation liant J, et JJ. est symétrique :
elle s’énonce simplement par

sinh(2J,) sinh(2J}.) =1

Cela signifie notamment que la relation de dualité est involutive. Pour ces raisons, le modele d’Ising est dit auto-dual.

Le point essentiel de cette dualité est I’idée d’écrire exp(J.0,,0,) comme une fonction affine de o, 0,,. Comment
généraliser cette idée ?



Chaque configuration est munie d’un poids (ici [ [ . ; exp(Jeow0y)) qui s’écrit comme un produit de poids locaux.
Chaque poids local est une application qui a une interaction locale (ici o,,0,) associe, disons, un nombre complexe.
L’interaction locale prend ses valeurs dans un groupe abélien fini G (ici {£1}). Il s’agit donc d’effectuer la transformée
de Fourier discrete de cette application, c’est-a-dire de décomposer la fonction de poids locale sur la base des caracteres
de G (qui sont ici la fonction constante égale a 1 et I’identité). C’est cette idée qui fournit le cadre théorique qui va
suivre ; on le mentionne simplement pour donner une définition acceptable de la dualité dont on parle ici.

2.2 Dualité pour des modeles a valeurs dans un groupe abélien

Le but de cette partie est de donner une définition générale de la dualité des modeles, en utilisant le cadre dans
lequel on sait adapter la transformée de Fourier, a savoir celui des groupes abéliens localement compacts. Les idées
présentées sont reprises de Caracciolo et Sportiello[3]].

Soit G un groupe topologique, abélien, localement compact. On utilisera la notation additive pour un tel groupe.
Les faits suivants, essentiellement issus de I’algebre, vont nous étre utiles (voir par exemple [6]]) :

1.

Il existe une mesure y sur G muni de sa tribu borélienne, qui est invariante par les applications de multiplica-
tions : pour toute partie borélienne S C G et tout g € G, u(gS) = u(S). Elle est unique, 2 multiplication par
un scalaire pres. On I’appelle mesure de Haar sur G.

Lorsque G est compact, p est finie. Lorsque G est o-compact (i.e. union dénombrable de compacts) alors p est
o-finie.

On définit G, appelé groupe dual de GG, comme le groupe des morphismes continus de G vers le cercle-unité
U de C. Alors G, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, est un groupe abélien
localement compact.

Le groupe G est canoniquement isomorphe a son bidual G.

4. Soitge Getp € G. On note

p(g) = exp(i va(p, g) )-

Comme on a pris une notation additive pour G et G, Vg est alors une application bilinéaire de G x G dans
R/27Z. De plus,

va(p,9) = —va(g,p)

en utilisant implicitement 1’isomorphisme canonique entre G et G.

. Soit F' une application de G' dans C, continue et dans L' (x). Alors on peut définir sa transformée de Fourier

F:G—C:
F(p) = /G F(g) exp(iva(p, g))p(dg).

La fonction F est continue et bornée ; si de plus elle est dans L' (i), o i est la mesure de Haar sur G, alors
on a la formule d’inversion de Fourier :

Flg) = /éﬂp) explivg (g, p)7ildg),

pour une renormalisation correcte de fi. Cette formule signifie que F' = F'.

(Adjonction) Si G et G2 sont des groupes abéliens localement compacts, et ¢ : G; — G4 est un morphisme
continu, alors il existe un unique morphisme continu ¢” : G — G tel que pour tous g € G et p € G,

VG, (IOv (b(g)) = —Vg, ((bT(p)’g)

Le morphisme ¢* est appelé adjoint de ¢.



Soient G et G5 deux groupes abéliens localement compacts, o-compacts. On note j11 et po leurs mesures de Haar
respectives. Soient Fy € L' () et F» € L'(u2) des applications continues a valeurs dans C. Soit enfin un morphisme

continu ¢ de G; dans 5. On considere la quantité

7= /G @) (6(a)n ()

Pour nous, Z représente la fonction de partition d’'un modele de mécanique statistique défini sur {2 = G; muni de
sa mesure de Haar, avec pour fonction de poids w(x) = Fy (x)ﬁ;(qﬁ(x)) Ici, cette fonction est a valeurs dans C, mais
dans le cas particulier ou elle est a valeurs réelles positives, cela correspond bien a un modele de mécanique statistique
comme on I’a défini précédemment ; on parlera toujours de modele, de fonctions de poids et de fonction de partition
quand w est a valeurs dans C, bien qu’on perde ’interprétation directe en termes de probabilités.

Le poids w(z) = Fl(x)f?;(qb(m)) est assez général Son interprétation physique est la suivante : imaginons que
(G1 est un groupe produit, alors I’état x € G a plusieurs composantes, qu’on appelle des degrés de libertés (par
exemple, les spins o(v) olt v € V dans le modele d’Ising). Le poids d’une configuration est un produit portant d’une
part sur les degrés de libertés (comme le terme de champ magnétique [ ], ., exp(H,0,)) et sur des interactions entre
ces degrés de libertés (comme le terme ], . exp(Jeoy,0y,)). Le terme Fy () sert & retranscrire le premier type de

dépendance, et le terme Fy(¢(x)) le second. Cela signifie que les interactions sont & valeurs dans G ; le choix d’un
groupe dual pour ces-dernieres est justifié par des raisons esthétiques dans le calcul qui va suivre :

z = /G A (o))

/G Fi(z) | Fa(y)exp(iva, (¢(), y)) p2(dy) pa (dz)

1 Go
/G /G P Fa(y) explive, (67 (), ) paldy)ps (d)

— /G Fa(y)F1 (7 (y)) iz (dly).

Ainsi, le modele d’ensemble d’états GG et de fonction de poids F (x)f?\g(qb(x)) a méme fonction de partition que
le modele d’ensemble d’états G et de fonction de partition F» (y)E(QST(y)) On dit que ces modeles sont en dualité.

Le fait que la dualité des modeles de mécanique statistique provienne d’une notion de dualité algébrique permet
d’expliquer certaines coincidences apparentes de calcul, comme 1’apparition de matrices orthogonales.

En pratique, on retiendra que pour trouver le dual d’un modele, on commence toujours par écrire la transformée
de Fourier de la fonction qui associe un poids aux interactions.

2.3 Dualité du modele 8V symétrique

Prenons un modele 8V symétrique, et cherchons s’il a un dual agréable. Les interactions locales sont a valeurs dans
G = {£1}* :il sagit des (v(el),v(e?),v(e?), v(e?)) pour e € E. Toutefois, on ne considere que des configurations
de degré pair en chaque sommet, donc les interactions sont a valeurs dans le sous-groupe H C G des quadruplets
(v1,v0,v3,14) € G Vérifiant v115v304 = 1. De plus, 'hypothése de symétrie fait que 1’interaction ne dépend que
de la classe de (v1, v, v3,v4) dans le quotient H = H/ + 1. On obtient ainsi un groupe H isomorphe a (Z/27)2,
et il est facile de voir que le dual de H est formé des quatre éléments suivants (on note (71, 7, 73, 74 la classe de

3. La principale restriction étant que le modele doit avoir pour espace d’états un groupe abélien localement compact



(V17 Vo, V3, 1/4) dans ﬁ) :

1 —|— V1VV3Vy
2

V1Ve + V3ly
2

V13 + Valy
2

ViVy + VU3
2

X1(V1, 75, 73, 71) =

X2(V1, 7,73, V) =

x3(V1,v2, V3, v1) =

Xa(71, 72, U3, 71) =
La transformée de Fourier consiste a écrire

We = CeX1 T beX2 + deX3 + @eXa.

associés au configurations locales représentées sur la figure [7] (une configuration et son complémentaire ont méme

La donnée de w, est équivalente a la donnée de quatre nombres complexes, ae, Se, Ve, de, qui sont les poids
poids, par exemple we(—1,+1,+1, —1) = we(+1, -1, —1,+1) = ).
0
FIGURE 7 - Les 8 configurations locales du modeles 8V.

Alors le calcul permet de trouver la relation entre (v, B¢, Ve, 0c) €t (e, be, Ce, de) :

Qe 1 -1 1 -1 Qe
Bl -1 1 1 -1 b.
Ye B 1 1 1 1 Ce
Oe -1 -1 1 1 de
1 -1 1 -1
. -1 1 1 -1 .
La matrice M = 1 1 1 1 est symeétrique et, a un facteur pres, orthogonale Le systeéme s’ inverse
-1 -1 1 1
Qe Qe
b 1 B
€ — 7M e
Ce 4 Ve
de e

Pour se débarrasser du facteur %, on définit (a’, b, c.,d.) = 2(ac,be,ce,d.) et N = %M Notons aussi X, =

4° 67 er~e) e
(e, BesYe, 0e) et X, = (al, b, c.,d.). Alors la transformation est involutive :

X, =NX/ et X! =NX..

On notera simplement X = N X”, ce qui signifie que pour toute € E, X, = NX_.

10



Proposition 2.3 (Dualité ; Baxter [1l]). Si X = NX' (i.e X' = NX), alors

Autrement dit, le modele 8V symétrique est auto-dual, ce qui veut dire que les coefficients de Fourier a’,, b.,, ¢, d.,
peuvent s’interpréter comme des nouveaux poids locaux pour les configurations locales «, 8,7, ¢ (cf figure [7). La
preuve de cette proposition est trés semblable au développement haute température du modele d’Ising : apres avoir
écrit w. comme transformée de Fourier, on développe le produit sur e € E dans Z, puis on intervertit les sommes,
et un petit raisonnement combinatoire montrer que les termes qui contribuent correspondent a des configurations 8V
pour ces nouveaux poids X'. Voir le mémoire pour une preuve compléte.

La proposition précédente signifie que Z est invariante sous 1’action de multiplication par N.

Remarque. Par ailleurs, on peut montrer que dans une configuration 8V quelconque, le nombre de configurations
locales de type ¢ est pair. Ainsi, multiplier les poids d. par —1 ne change pas la fonction de partition; Z est donc
également invariante pour 1’action de

A:

)

100 O
010 O
0 01 0
0 00 -1

donc Z est invariante par le groupe engendré par N et A. Il se trouve que ce groupe est isomorphe a &3, et qu’on peut
méme trouver un changement de base pour lequel N corresponde a la permutation (12) et A a la permutation (13).

Remarque. On peut se demander ce que devient dans la dualité pour un modele 8V non symétrique. La dualité oblige
alors a considérer des caracteres du style x} = %, et que la dualité envoie ce modele non pas sur un modele
8V, mais sur un modele 16V symétrique. Résumons les groupes des interactions locales pour tous ces modeles :

— G = {£1}* pour le modele 16V général,

— G = G/ =+ 1 pour le modele 16V symétrique,

— H le sous-groupe de GG formé des quadruplés dont le produit vaut 1 pour le modele 8V général,

— H = H/ =+ 1 pour le modele 8V symétrique.
Les relations de dualité sont résumées dans le diagramme de la figure [§]

FIGURE 8 — Modeles “vertex” duaux : les pointillés représentent les modeles en dualité.

On voit a I’ceuvre la dualité entre sous-groupes et quotients, qui provient du théoréme suivant :

Proposition 2.4 ([6]). Soit G un groupe abélien localement compact et H un sous-groupe fermé de G. On note
p: G — G/H la projection.

Alorsp : G/H — G définit un isomorphisme de G/H sur H* (qui est défini comme le sous-groupe formé des
éléments G qui valent 1 sur H).
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3 Du modéele d’Ising aux dimeres

Reprenons notre modele d’Ising planaire. Le but de cette partie est de décrire ce modele comme un modele de
dimeres sur un graphe planaire biparti. On va donner les grandes étapes de cette correspondance due a Dubédat [5] et
basée sur des idées de Nienhuis [12]].

3.1 Du modéele d’Ising au modéle 8V

On a vu que la fonction de partition Z(.J) du modele d’Ising avec constantes J = (J, )cc sur les arétes s’écrivait,
par développement basse température,

Z(Nn=Ccw) Y ( 11 exp(—2J6)> ,
P*cP(G*) \e*€P*
et par développement haute température,
Z(J)=C"(J Z <H tanh(J, >
PE’P(G) ecP
pour des constantes explicites C'(J) et C'(J).
Ainsi,
Z(J)? = cste Z (H tanh(J, H exp(—2J) )
PeP(G),P*eP(G*) \e€P e*EP*

Autrement dit, un couple de modeles d’Ising a méme fonction de partition qu’un modele de couples de polygones
indépendants, ’un sur G, 1’autre sur G*.

Prenons un modele 8V symétrique sur le graphe médial G* . Alors on peut associer a toute configuration de 8V
un tel couple de polygones, I'un sur G et I’autre sur G*, de la facon illustrée dans la figure [9} Remarquons qu’une
configuration de 8V et son complémentaire ont méme image, mais elles ont aussi méme poids.

o;:;z;ovemoeoo

FIGURE 9 — Le graphe initial (en traits gris fins), son dual (en pointillés), une configuration 8V (en rouge) et son image
(en noir et bleu).

Pour de bons choix de poids pour le modele 8V, cette application préserve les poids : le poids de ’image est égal
a la somme des poids des antécédents. Cela montre que les modeles au départ et a I’arrivée ont méme fonction de
partition.
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Plus précesiément, en prenant (X.)ccg = (@, Be, Ve, Oc)ec  définis par

ae = tanh(Je)
Be = exp(—2J,)
Yo = 1

be = acfe

on a la formule
Z(J)? = cste Z3v sym (X).

3.2 Du8Vauo6V

On fait agir les matrices A puis N de la section ce modele 8V. Le modele obtenu est essentiellement le dual
du modele 8V symétrique précédent. C’est donc un modele 8V symétrique, et le calcul montre qu’il correspond aux
nouvelles constantes (X/).cp = (o, 8L, ., 0.) définies par

al = 1—exp(—2J)

B, = 1—tanh(J.)

7, = 1—exp(—2J.)tanh(J,)
5. = 0.

Comme 6/, = 0, c’est un modele 6V symétrique. Si on multiplie tous les poids (o7, 8., %, §.) par une méme constante,
I’effet sur la fonction de partition est simplement une multiplication par cette méme constante. Or en divisant tous les
poids précédents par 7., on trouve des formules plus jolies :

af = tanh(2J.)
B! = cosh(2J,)"!
Ve =1

3 = o

€

On a donc maintenant
Z(J)* = cste Zey sym (X")

3.3 Du 6V aux dimeres

Prenons maintenant un modele de dimeres sur G. A une configuration de diméres, on fait correspondre une
configuration de 6V sur G par la transformation locale de la figure

Pour un bon choix de poids (p.e).ecpe du modéle de dimeres, cette application préserve les poids. Les poids
appropriés sont représentés sur la figure[TT]

On adonc Z(J)? = cste Zgim (G, ).

Finalement, il vient :

Théoreme 3.1 (Dubédat [3]], Boutillier-de Tiliere [2]]). Pour un modéle d’Ising (G, J), il existe des poids (explicites)
(fte)ecpe sur GO tels que

Z(J)? = CZgim(G°, 1)
oi C =21V [I.c cosh(2J,).

Toutes les étapes de cette approche sont des transformations locales de nos configurations, a 1’exception de la
dualité du 8V. C’est un probléme, car méme si on garde la méme fonction de partition, on aimerait conserver d’autres
structures (par exemple les corrélations entre spins), et cela n’est pas possible a priori lorsqu’on effectue une manipu-
lation combinatoire sur la fonction de partition comme la dualité. Dans [2], il est démontré que certaines structures, a
savoir les interfaces du XOR des deux modeles d’Ising, sont tout de méme préservées.
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FIGURE 10 — La transformation des dimeres en configurations 6V.

FIGURE 11 — Constantes pour le modéle diméres sur G<.

4 Probléemes ouverts

Listons ici quelques questions liées aux notions introduites dans cette introduction au domaine de recherche.

1.

En se souvenant du théoréeme de Kasteleyn, qui exprimait Z4;,,, comme un déterminant, on voit que le théoréeme
final ressemble a la formule de Kac-Ward. Existe-t-il un moyen simple de passer de 1’une a 1’autre ?

2. Est-il possible de passer du modele d’Ising a ce modele de dimeres sans aucune relation de dualité ?

3. Peut-on élaborer une théorie plus complete de la dualité, qui permettrait de faire passer plus d’information que

la fonction de partition ?

On commence a connaitre quelques théorémes qui donnent la limite d’échelle des modeles de dimeres, no-
tamment sur des graphes périodiques. Peut-on en déduire des limites d’échelle pour le modele d’Ising ? En
particulier, on aimerait pouvoir étudier 1’invariance conforme du modele d’Ising (voir [4]],[13]]) par ces tech-
niques.

La dualité entre le modele 8V asymétrique et le modele 16V permet-elle de comprendre des généralisations du
modele d’Ising ?
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