Examen Partiel
Intégration , 25 Novembre 2008
(2 heures)

Exercice 1

Etudier la convergence des suites :

(gn
v — / sin(t)
j0,00f t"(1 4 1)

1
vn:n/ ln<1+—)dx.
10,1] n(l—x)

Dans chacun des cas, on précisera la limite si elle existe et on justifiera soigneusement la réponse.

Exercice 2

(a) Soit f: Ry — R une fonction de classe C'. On pose p(t) := sup{|f'(z)| : > t} pour tout t >0
et on suppose que fooo p(t)dt < 0.

Montrer que pour tout a > 0, la fonction z — M est dans L1(R,).

(b) On note
I(a) = /O Jlaw) = J(@) 4,

X

Montrer que la fonction a — I(a) est dérivable sur |0, co[, déterminez sa dérivee I'(a) (en justifiant
soigneusement les calculs), et en déduire la formule de Frullani

I(a) = (f(o0) = f(0)) Ina.

(c) On suppose maintenant seulement que
f@ =10+ [ i, szo.
[0,2]

ot g € LY(R,). Montrez en appliquant le théoréme de Fubini-Lebesgue que la formule de Frullani
est toujours vérifiée.

Exercice 3

Soient (E, &, p) et (F,F,v) deux espaces mesurés, avec i et v mesures sigma-finies, et on se donne
deux réels p,r > 1. Pour toute fonction f : E' X F' — R mesurable par rapport a la tribu produit



£ ® F, on pose
1/r

£l = ( /([ If(w,y)!pu(dw)y/pV(dy)) ,

et on note LP" I'espace des fonctions f pour lesquelles || f||,, < oo.

(a) Montrer que LP" est un espace vectoriel et que Va € R et Vf, g € LP", on a :

lafllpr = lalllfllpr

1f+ 9l < 1 llpr + llgllpe
lfllbr =0 = f(z,y) =0 pour u ® v presque tout (z,y) € £ x F.

b) Soit (f,)nen une suite de fonctions dans L7 telle que la série nllp.r converge.
neN p;

On introduit

A= {(x,y) GEXF:Z|fn(x,y)| <oo}.

neN

Montrer que le complémentaire A¢ de A est de u ® v-mesure nulle, et que si on pose

g(x,y) = falz,y)  V(z,y) €A

neN

et g(x,y) = 0 pour (x,y) € A°, alors g € LP" et

9l < D 1l

neN
(c) En déduire que

=0.

pir

Q—Zfi

i<n

lim

n—oo

Que peut on en conclure ?



