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Exercice 1. Soit 4 := {B € 0(¢) : 3 2 C € dénombrable tel que B € o(Z)}. Montrons que
4 est une tribu.

Il est clair que E € 4.

Si A € ¥, alors il existe Z C ¢ dénombrable tel que A € 0(2), et donc A° € o(Z) : on a
Ace Y.

Si (Ay) C ¢, alors pour tout n, il existe 4, C € dénombrable tel que 4,, € 0(%,), et donc
Und, € 0(2), ou 2 := U, %, C € est dénombrable : on a U, A4,, € ¥.

En conclusion, ¢ est une tribu, c’est a dire, 4 = o(%’) : Michel a tout a fait raison. O

Exercice 2. (i) Soit € R tel que (La*1_4)(z) # 0, c’est & dire, [ 1a(z—w)1_4(w)dw # 0.
11 existe donc w € R tel que 14(x —w) 1_4(w) # 0, c’est & dire, z —w € A et w € —A. 1l suffit
alors de prendre y :=x —w € A et z:= —w € A, de sorte que z =y — 2.

(ii) Soient fn := (f An) L, € L*(R, A) et g, := (g An)1, ) € LA(R, X), n > 1.
D’apres le rappel, f, * g, est continue. Donc {z € R: (f,, * g,)(x) < a} est un fermé, Vn.

Comme 0 < f, T f et 0 < g, T g, on a, pour tout x € R, (fn*gn)(x) = [g fn(x—y)gn(y)dy T
Jz fx —y)g(y)dy = (f * g)(x) (par convergence monotone). Donc {z € R: (f * g)(z) < a} =
Mp>1{z € R: (fy % gn)(x) < a} est un fermé.

(iii) Comme 14 *1_4 > 0, il résulte de (ii) que {z € R: (14 x1_4)(z) # 0} = {z € R :
(1ax1_4)(x) > 0} est un ouvert, noté G.

Or, pour £ =0, (14 %x1_4)(0) = [pla(=y)1_a(y)dy = [1_a(y)dy = A(—A4) = A(4) >0
par hypothese, et donc 0 € G. Comme G est ouvert, il existe § > 0 tel que [—4, §] C G.

Soit © € [—0, 4. On a alors x € G, c’est a dire, (14 % 1_4)(z) > 0. D’apres (i), il existe
a€Aet f€ Atelsquex =a—,donc x+ 5 € A. On prend alors y := .

(iv) Par définition, ¢ + F', ¢ € Q, sont disjoints, et R = Ugeq(q + F'). Donc

A=AnR=|J(AN(g+F)).
q€Q

Il résulte de la o-additivité que A(A) = > o A(AN(¢+ F)). Comme A\(A) > 0, il existe gp € Q
tel que A(AN (g0 + F)) > 0.

(v) Soit Ag := AN (go + F). Alors Ay est un élément de B(R) tel que A\(Ag) > 0, on peut
appliquer le résultat de (iii) & Ag a la place de A pour voir qu’il existe 6 > 0 tel que pour
tout x € [, d], il existe y € Ag tel que z +y € Ag. En posant u := y — qp, on a u € F et
v:=x+u € F, ce qui est absurde si = est un rationnel non nul (et il y en a dans [—0, d]) car u

qeQ

et v sont des éléments de F' tels que v — u soit un rationnel non nul.
La contradiction provient de I’hypothése AN (q+ F) € Z(R), Vq € Q. 1l existe donc ¢ € Q
tel que B:= AN (q+ F) ¢ #A(R), et on a bien B C A. O

Exercice 3. (A) Montrons par un argument par I’absurde. Supposons qu’il existe ¢y > 0 et
une suite (A,) C & tels que u(A,) < # et que [ f1lya,du>eg, Vn.

Par Fubini-Tonelli, [ 14, du =Y, u(A,) < oo ; donc Y., 14, < oo p.p. A fortiori,
14, — 0 p.p. Comme f € £, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée pour voir
que [ f1la,dp — 0, ce qui contredit [ f1a,du > go, Vn.



(B1) Soit n > 1. Considérons ,u,(lf)(A) = [pfladu, pn(A) = p(A), pour A € B,.
(f)

On voit que py;’ et p, sont des mesures (positives) finies sur 'espace mesurable (E, %,).
Comme u,(@f ) « tin, le théoreme de Radon—Nikodym dit qu’il existe une fonction mesurable (par
(f)

rapport a 9%,,) positive f,, qui est la dérivée Radon—Nikodym de p,;’ rapport & p,, telle que
,u,(lf)(A) = [ fanladp, (qui n’est autre que [ f, 1adp), VA € B,

(B2) Fixons € > 0. D’apres (i), il existe § > 0 tel que VA € o7, u(A) < = [ fladu<e.

Soit My > 0 tel que Md > [ fdu, et soit M > M. Posons A, :=={z € E: fu(z) > M} €
B, n > 1. Par I'inégalité de Markov, u(A4,) < ﬁ [ fodp= ﬁ [ fdu (par (ii) car E € %), et
donc p(Ay) < 6. Le choix de 6 nous dit alors que [ f1a, du <e, Vn>1, VM > M.

Or, A, € B, ;ona [ fla,du= [ fn1a,dp. Par conséquent, [ f, L, sy dp <e,Vn > 1,
VM > Mp. D’ou sup,,>; fE In 1y, >ny dp — 0 quand M — oo,

(C1) Comme [ frpdp= [ fdu < oo, le lemme de Fatou implique que g € L.

Soit € > 0. D’apres la Question B2, il existe k; suffisamment grand tel que [ f, epshydp <
g, Vn > 1. D’autre part, comme p({x € E: g(z) > k}) — 0, k — oo (inégalité de Markov), il
existe ko tel que [ g 1ggokpy dp < e. On prend désormais ko := k1 V k.

Soit ¢(x) = |z| A ko, € R. Comme ¢ est une fonction continue, on a p o f, = @og
simplement quand n — oo ; par convergence dominée (car ¢ est bornée), [ (o fn)—(pog)|du —
0, n — oo : il existe donc ng tel que [|(po fn) — (¢ og)|du < e, ¥n > no.

On a alors, pour tout n > ng,

/\fn—g\du < /rfn—«oofn)\dw/r(soofn)—<wog>!du+/!g—<¢og>rdu

IN

/fn 1ig, >k} dp +¢e+ /g 1rgsko} dp < 3e.

Autrement dit, f,, — ¢ dans L.

(C2) Soit n > 1 et soit A € B,,. D’apres la Question Bl, ona [ f,1adp = [ f1adp, tandis
que d’apres la Question C1, [ f, 1adp — [pgLladp, car | [(fn—g)Ladu| < [|fn—gldu — 0.
Donc [ fladu= [gladu. La classe

M ={A € B : /flAd,u:/glAd,u},

est une classe monotone (le fait que E € .# provient du fait que [gdp = lim, o0 [ frdu =
[ fdp) contenant € := U, >1%,, et cette derniere classe est stable par intersections finies (gréce
a I'hypothese que n — 9B, soit croissante). Par le théoreme de classe monotone, .# O o(%),
cest adire, #/ = B :ona [(f —g)Lladu=0, VA€ Bo.

En prenant A := {x € E: f(z) # g(z)} € DB (car f et g sont B, mesurables, g étant
limite simple d’une suite de fonctions &B..-mesurables), on voit que f = g p.p.

(C3) On enléve maintenant ’hypothese que f soit %, mesurable.

On a, d’apres la question précédente, [ fladp = [gladu, VA € PBy. Considérons les
mesures (positives) finies ,ugé) et fioo sur (F, Boo) définies par poo(A) = u(A) et ug) (A) =

oo

telle que [ fooladu = [fladp = [gladu, VA € Boo. En prenant A :={x € E: f(z) #

. (£)
g(z)} € Boo, on voit que g = foo 1= ‘3{;—2 p.p. O

f
f fladu, A€ By. Ona ,ug,) < oo Donc foo 1= %’% est une fonction positive B,-mesurable



