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Examen du 31 janvier 2011 : corrigé

“Intégration & Probabilités”

Exercice. (A1) La mesure de Lebesgue étant invariante par translation, on peut supposer,
sans perte de généralité, que sup K = me 0. Onaalors KUK C K + K et donc
AMK) + ME) = MK UK) < MK) 4+ AK).

(A2) Sans perte de généralité, on suppose que A(E) + A(E) < oo (car sinon, il n’y a
rien & prouver). L’inégalité cherchée découle alors de la question précédente et du fait que
A(A) =sup{\(K) : K C A compact}, VA € B(R), rappelé au début de I’énoncé.

(A3) [La mesurabilité¢ des fonctions implique que E,, E; et E, sont des  borédliens.] Par
hypothese, h(az + By) > h(z)® h( )8, Vz, y € R, ce qui implique que aFy + BE, C F,. Tl suffit
alors d’utiliser I'inégalité prouvée dans la question précédente.

(A4) On suppose que les fonctions ne sont pas identiquement nulles, car sinon il n’y a rien a
démontrer. Quitte a remplacer g, g et g, par min{g, n}, min{g, n} et min{g, n}, respectivement,
et utiliser le théoreme de convergence monotone, on peut supposer, sans perte de généralité, que
g, g et g sont des fonction bornées, et que supg = supg = 1 (sinon, on divise ces fonctions par
une constante). Il suffit alors d’appliquer I'inégalité prouvée dans la question précédente, de
remarquer que [¢d\ = fol A Es(v))ds avec Eg(v) := {x : ¥(x) > s}, ou ¥ peut étre g ou g,
et d’utiliser le fait que au + Bv > u®v?, Yu, v > 0.

(A5) On utilise un argument par récurrence sur d. Pour d = 1, I'inégalité cherchée est déja
démontrée dans la question précédente. Supposons qu ‘elle est prouvée pour d — 1. Pour tout
r = (21, --,24-1) € R¥L on définit fi(z) := = [p f(z, z)dz, et de facon similaire, f1 et f1
D’aprés la question précédente, on a fi(ax —|— 5y) > fl( ) fl( )5 Vm y € R Donc, par
hypothese de récurrence, cela donne fRd_l filx)dz > | fRd L fi(x) f]Rd 1 f1 )dz)?, ce qui,
par Fubini—Tonelli, n’est autre que 'inégalité cherchée.

(A6) On suppose que 0 < A(A) < o0, 0 < )\( ) < oo (sinon il n’y a rien a prouver). Posons

A)L/d
Q= P\(A)}[l)\/(dj}u( Ji7d> 5 =1- «, f - 1A1a f - ]-B1 et f - 104A1+ﬁ31a avec Al = W
et By 1= B )]1/d7 on a f(am + 59) > f(x)" f( )2, Ve, y € RY. D’apres la question précédente,
Jga f(z)dx > fRd fRd z)dx)?, cest a dire, A(aA; + BB1) > MA)*N(By)? = 1.

Cest l’1negahte Cherchee.

(B1) Soient x € Dy et % € D_yp. Par définition, z +y € D et © —y € D. Donc
Hig 4 uf =Mz +y) + 5@ —y) —ty € D — ty par la convexité de D. D’autre part,
1+t£l? + L7 ¢ {go > b} car x et Z sont des elements de l’ensemble {¢ > b} qui est supposé
convexe. Donc 1+tx + 1= tw € Dy y. Par conséquent, D1 D 1,6 C Dy

D’apres (A6), ceci 1mphque que [A(Dyp)]Y4 > 1J2rt [)\(DU,)]l/d + 12t[)\(D_1,b)]1/d. 11 suffit
alors de remarquer que A\(D1p) = A(D_13), car Dy est image de D_;; par P'application
x +— —z (en utilisant ’hypothese de symétrie de D et de ¢).

(B2) 1l suffit de remarquer (par Fubini-Tonelli) que [, ¢(z + ty)dz = [ (D) db (pour
tout t) et d’utiliser I'inégalité prouvée dans la question précédente.

(C1) Si k =mn, on a E[Sk(S, — Sk)14,] = 0.

On suppose maintenant n > k. Le vecteur aléatoire (A, Sk) est 0(X7, Xo, - - -, Xj)-mesurable,
tandis que S, — Sy est o(Xpy1,- -, Xp)-mesurable. Donc S,, — Sj est indépendante de Sy 14, .
Par conséquent, E[Sk(S,, — Sk) 1a,] = E(Sk 14, )E(S,, — Sk) =0, car E(S,, — Sk) = 0.

Conclusion: si n > k, alors E[S, (S, — Si)14,] = 0.



(C2) OnaE(S214,) =E(S?14,)+2E(Sk(Sn—Sk)1a,) +E((S,—Sk)?14,). Regardons les
trois termes a droite. Le deuxiéme s’annule (voir la question précédente), tandis que le troisieme
est non-négatif. Donc E(S21y4,) > E(S?14,). Or, sur A, on a |Sk| > ¢, ce qui implique que
E(S214,) > E(c?14,) = A2 P(A).

(C3) D’apres la question précédente, on a E(S2> 7, 14,) > 2> 7 P(Ag). Les Ay étant
deux-a-deux disjoints, on a > p_; 14, <1, et >0 P(A;) = P(U_, Ax) = P(M,, > ¢), ce qui
donne l'inégalité cherchée.

(D1) N est clair que 22t — 1 en probabilité. D’olt limy, e P(|22H —1| > £3) = 0. On peut
|N,;L+1

donc trouver ng tel que P( — 1] > €3) < € pour tout n > ng. D’autre part, par définition,
kn > (1 +¢%n — 1, ce qui implique que, pour n > ng, P(N,, > k) < P(N, > (1 +&3)n —1) =
P(Ratl — 1 > %) <P(|Hat — 1| > &3) <e.

(D2) On a P(|T}, — S,| > en'/?) < P(|T;, — Su| > en'/?, N, < k) +P(N,, > ky).

D’apres la question précédente, P(N,, > k) < P(N, > k,) < &, Vn > ny. D’autre part,
si [T, — Sn| > enl/? et N,, < kg, alors max,<j<k, |S; — Sn| > en'/? (car N,, > n) ; donc
P(|Ty, — Sn| > en'/2, Ny, < k) < P(max,<j<, |S; — S| > en'/?). D’out la conclusion désirée.

(D3) Soient Xj = Xp4p (k = 1,2,---), qui sont encore des variables indépendantes et
identiquement distribuées, avec E(X;) = 0 et IE(XQ) = 1. Posons S}, = Zle X; = Spip —
Sp. D’apres (C3), P(maxlgkgm\gk\ >c) < E(an)/c = 77 pour tout m > 1 et tout ¢ > 0.

1/2 ot on obtient:

Appliquons ceci a m =k, —n et c =en
kn—n _(1+en—n
IP’( max |5 -5 >6’I’L1/2) <= < =e.
lgkgknfn| ntk = Snl 2 - g2 2

no g“n

Or, {maxj<k<k, n |Snik — Sn| > en'/2} = {max,<j<, |S; — Su| > en'/?}, on peut utiliser le

résultat de la question précédente pour vour que P(|T,, — S,| > en!/ 2) < 5 + e =2, Vn > nyg.
Soit 4 € (0,1). Pour tout € € (0,0), on a IP)(|T"1/2 | > 0) < P(|12p82| > ¢) < 2e dés que

n /2
n > ng. Donc lim,, (|T"1/2 | > 6) = 0. Par conséquent, Tnl/ﬁn — 0 en probabilité.

Or, d’aprés le théoréme central limite, % converge en loi vers la gaussienne .47(0, 1) ; il

résulte donc du théoreme de Slutsky que ?/2 = 1 5 + T”1 “nn converge en loi vers 47(0, 1).

(E1) Fixons m et n. Soient Y; := Sy, +i — S, 1 <1 <n. Alors (Y1,---,Y,) est indépendante
de (S1,-++,Snm), et a la méme loi que (S1,---,Sy). Le vecteur aléatoire gaussien (S1,--+,Sm)
a une densité, notée pg, car sa loi est la mesure image de Px, ... x,,) (qui a une densité) par
Papplication (x1,-«-,xp) — (x1,21 + 22, -, 21 + - + Xp,). De méme, (Y7,---,Y,) a une
densité, notée py. Par I'indépendance, (Si,---,Sn, Y1, --,Y,) a pour densité ps(x)py (y) pour
x= (21, ,&m) ER™et y= (y1, -+ ,yn) € R™.

Posons M; := maxi<;<;j | S| pour tout j > 1.

Par Fubini-Tonelli, P(M,,1, < a) fB ps(x fB py(y—zpm1)dyldz, oul:=(1,---,1) €
R™, et pour tout d, By := {z = (21,---,24) € R? : |z| < a, Vi}. D’apres (B2) avec D :=
Bn, p :=py et t := 0, on a anpy(y —z,1)dy < anpy(y) dy. Dot P(My4n < a) =
[me ps(z)dx] [an py (y) dy], ce qui équivaut a I'inégalité cherchée.

(E2) Majoration : triviale car maxj<j<y, |Si| > |[Sy|. Minoration : (C3).

(E3) Soit 6 > 0. D'aprés (E1), P(M;, < a,) < 057 o4 0, = 0,(5) := P(M 502 < ).

14+e

On fait n — oo. Pour tout £ > 0, on a limsup,, . 0, < F(575

). D’out la conclusion cherchée.
1/2
(E4) Soient a > 1 et 0 < b < 5. Soit ng = |a¥|. Soit Cy = {M,, < b(lnlnnkw}

D’apres la question précédente, >, P(Cy) < oo (car b < gf5). Il résulte alors du lemme de
1/2

m- La monotonie

Borel-Cantelli que, p.s. pour tout k suffisamment grand, M,, > b

s 7os .. 1/2
de n — Mn permet de déduire que liminf, %M > alb/2 p.s. Comme a > 1 et
0<d < gisz sont arbitraires, on obtient I'inégalité cherchée. O



