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Exercice. (A1) La mesure de Lebesgue étant invariante par translation, on peut supposer,

sans perte de généralité, que supK = inf K̃ = 0. On a alors K ∪ K̃ ⊂ K + K̃, et donc

λ(K) + λ(K̃) = λ(K ∪ K̃) ≤ λ(K) + λ(K̃).

(A2) Sans perte de généralité, on suppose que λ(E) + λ(Ẽ) < ∞ (car sinon, il n’y a

rien à prouver). L’inégalité cherchée découle alors de la question précédente et du fait que

λ(A) = sup{λ(K) : K ⊂ A compact}, ∀A ∈ B(R), rappelé au début de l’énoncé.

(A3) [La mesurabilité des fonctions implique que Es, Ẽs et Ês sont des boréliens.] Par

hypothèse, h(αx+ βy) ≥ h̃(x)α ĥ(y)β, ∀x, y ∈ R, ce qui implique que αẼs + βÊs ⊂ Es. Il suffit

alors d’utiliser l’inégalité prouvée dans la question précédente.

(A4) On suppose que les fonctions ne sont pas identiquement nulles, car sinon il n’y a rien à

démontrer. Quitte à remplacer g, g̃ et ĝ, par min{g, n}, min{g̃, n} et min{ĝ, n}, respectivement,

et utiliser le théorème de convergence monotone, on peut supposer, sans perte de généralité, que

g, g̃ et ĝ sont des fonction bornées, et que sup g̃ = sup ĝ = 1 (sinon, on divise ces fonctions par

une constante). Il suffit alors d’appliquer l’inégalité prouvée dans la question précédente, de

remarquer que
∫
ψ dλ =

∫ 1
0 λ(Es(ψ)) ds avec Es(ψ) := {x : ψ(x) ≥ s}, où ψ peut être g̃ ou ĝ,

et d’utiliser le fait que αu+ βv ≥ uαvβ, ∀u, v ≥ 0.

(A5) On utilise un argument par récurrence sur d. Pour d = 1, l’inégalité cherchée est déjà

démontrée dans la question précédente. Supposons qu’elle est prouvée pour d − 1. Pour tout

x := (x1, · · · , xd−1) ∈ R
d−1, on définit f1(x) :=

∫
R
f(x, z) dz, et de façon similaire, f̃1 et f̂1.

D’après la question précédente, on a f1(αx + βy) ≥ f̃1(x)
αf̂1(y)

β , ∀x, y ∈ R
d−1. Donc, par

hypothèse de récurrence, cela donne
∫
Rd−1 f1(x) dx ≥ [

∫
Rd−1 f̃1(x) dx]

α [
∫
Rd−1 f̂1(x) dx]

β, ce qui,

par Fubini–Tonelli, n’est autre que l’inégalité cherchée.

(A6) On suppose que 0 < λ(A) <∞, 0 < λ(B) <∞ (sinon il n’y a rien à prouver). Posons

α := [λ(A)]1/d

[λ(A)]1/d+[λ(B)]1/d
, β := 1 − α, f̃ := 1A1

, f̂ := 1B1
et f := 1αA1+βB1

, avec A1 := A
[λ(A)]1/d

et B1 := B
[λ(B)]1/d

, on a f(αx + βy) ≥ f̃(x)α f̂(y)β , ∀x, y ∈ R
d. D’après la question précédente,

∫
Rd f(x) dx ≥ [

∫
Rd f̃(x) dx]

α [
∫
Rd f̂(x) dx]

β , c’est à dire, λ(αA1 + βB1) ≥ λ(A1)
α λ(B1)

β = 1.

C’est l’inégalité cherchée.

(B1) Soient x ∈ D1,b et x̃ ∈ D−1,b. Par définition, x + y ∈ D et x̃ − y ∈ D. Donc
1+t
2 x + 1−t

2 x̃ = 1+t
2 (x + y) + 1−t

2 (x̃ − y) − ty ∈ D − ty par la convexité de D. D’autre part,
1+t
2 x + 1−t

2 x̃ ∈ {ϕ ≥ b} car x et x̃ sont des éléments de l’ensemble {ϕ ≥ b} qui est supposé

convexe. Donc 1+t
2 x+ 1−t

2 x̃ ∈ Dt,b. Par conséquent,
1+t
2 D1,b +

1−t
2 D−1,b ⊂ Dt,b.

D’après (A6), ceci implique que [λ(Dt,b)]
1/d ≥ 1+t

2 [λ(D1,b)]
1/d + 1−t

2 [λ(D−1,b)]
1/d. Il suffit

alors de remarquer que λ(D1,b) = λ(D−1,b), car D1,b est l’image de D−1,b par l’application

x 7→ −x (en utilisant l’hypothèse de symétrie de D et de ϕ).

(B2) Il suffit de remarquer (par Fubini–Tonelli) que
∫
D ϕ(x+ ty) dx =

∫∞
0 λ(Dt,b) db (pour

tout t) et d’utiliser l’inégalité prouvée dans la question précédente.

(C1) Si k = n, on a E[Sk(Sn − Sk)1Ak
] = 0.

On suppose maintenant n > k. Le vecteur aléatoire (Ak, Sk) est σ(X1,X2, · · · ,Xk)-mesurable,

tandis que Sn − Sk est σ(Xk+1, · · · ,Xn)-mesurable. Donc Sn − Sk est indépendante de Sk 1Ak
.

Par conséquent, E[Sk(Sn − Sk)1Ak
] = E(Sk 1Ak

)E(Sn − Sk) = 0, car E(Sn − Sk) = 0.

Conclusion: si n ≥ k, alors E[Sk(Sn − Sk)1Ak
] = 0.
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(C2) On a E(S2
n 1Ak

) = E(S2
k 1Ak

)+2E(Sk(Sn−Sk)1Ak
)+E((Sn−Sk)

2 1Ak
). Regardons les

trois termes à droite. Le deuxième s’annule (voir la question précédente), tandis que le troisième

est non-négatif. Donc E(S2
n 1Ak

) ≥ E(S2
k 1Ak

). Or, sur Ak, on a |Sk| ≥ c, ce qui implique que

E(S2
n 1Ak

) ≥ E(c2 1Ak
) = c2 P(Ak).

(C3) D’après la question précédente, on a E(S2
n

∑n
k=1 1Ak

) ≥ c2
∑n

k=1 P(Ak). Les Ak étant

deux-à-deux disjoints, on a
∑n

k=1 1Ak
≤ 1, et

∑n
k=1 P(Ak) = P(∪n

k=1Ak) = P(Mn ≥ c), ce qui

donne l’inégalité cherchée.

(D1) Il est clair que Nn+1
n → 1 en probabilité. D’où limn→∞ P(|Nn+1

n −1| > ε3) = 0. On peut

donc trouver n0 tel que P(|Nn+1
n − 1| > ε3) < ε pour tout n ≥ n0. D’autre part, par définition,

kn > (1 + ε3)n − 1, ce qui implique que, pour n ≥ n0, P(Nn > kn) ≤ P(Nn > (1 + ε3)n − 1) =

P(Nn+1
n − 1 > ε3) ≤ P( |Nn+1

n − 1| > ε3) < ε.

(D2) On a P(|Tn − Sn| ≥ εn1/2) ≤ P(|Tn − Sn| ≥ εn1/2, Nn ≤ kn) + P(Nn > kn).

D’après la question précédente, P(Nn > kn) ≤ P(Nn > kn) < ε, ∀n ≥ n0. D’autre part,

si |Tn − Sn| ≥ εn1/2 et Nn ≤ kn, alors maxn≤j≤kn |Sj − Sn| ≥ εn1/2 (car Nn ≥ n) ; donc

P(|Tn − Sn| ≥ εn1/2, Nn ≤ kn) ≤ P(maxn≤j≤kn |Sj − Sn| ≥ εn1/2). D’où la conclusion désirée.

(D3) Soient X̃k = Xn+k (k = 1, 2, · · ·), qui sont encore des variables indépendantes et

identiquement distribuées, avec E(X̃k) = 0 et E(X̃2
k) = 1. Posons S̃k =

∑k
i=1 X̃i = Sn+k −

Sn. D’après (C3), P(max1≤k≤m |S̃k| ≥ c) ≤ E(S̃2
m)/c2 = m

c2
pour tout m ≥ 1 et tout c > 0.

Appliquons ceci à m = kn − n et c = εn1/2, et on obtient:

P

(
max

1≤k≤kn−n
|Sn+k − Sn| ≥ εn1/2

)
≤
kn − n

ε2n
≤

(1 + ε3)n− n

ε2n
= ε.

Or, {max1≤k≤kn−n |Sn+k − Sn| ≥ εn1/2} = {maxn<j≤kn |Sj − Sn| ≥ εn1/2}, on peut utiliser le

résultat de la question précédente pour vour que P(|Tn − Sn| ≥ εn1/2) ≤ ε+ ε = 2ε, ∀n ≥ n0.

Soit δ ∈ (0, 1). Pour tout ε ∈ (0, δ), on a P(|Tn−Sn

n1/2 | ≥ δ) ≤ P(|Tn−Sn

n1/2 | ≥ ε) ≤ 2ε dès que

n ≥ n0. Donc limn→∞ P(|Tn−Sn

n1/2 | ≥ δ) = 0. Par conséquent, Tn−Sn

n1/2 → 0 en probabilité.

Or, d’après le théorème central limite, Sn

n1/2 converge en loi vers la gaussienne N (0, 1) ; il

résulte donc du théorème de Slutsky que Tn

n1/2 = Sn

n1/2 + Tn−Sn

n1/2 converge en loi vers N (0, 1).

(E1) Fixons m et n. Soient Yi := Sm+i−Sm, 1 ≤ i ≤ n. Alors (Y1, · · · , Yn) est indépendante

de (S1, · · · , Sm), et a la même loi que (S1, · · · , Sm). Le vecteur aléatoire gaussien (S1, · · · , Sm)

a une densité, notée pS , car sa loi est la mesure image de P(X1,···,Xm) (qui a une densité) par

l’application (x1, · · · , xm) 7→ (x1, x1 + x2, · · · , x1 + · · · + xm). De même, (Y1, · · · , Yn) a une

densité, notée pY . Par l’indépendance, (S1, · · · , Sm, Y1, · · · , Yn) a pour densité pS(x)pY (y) pour

x = (x1, · · · , xm) ∈ R
m et y = (y1, · · · , yn) ∈ R

n.

Posons Mj := max1≤i≤j |Si| pour tout j ≥ 1.

Par Fubini–Tonelli, P(Mm+n ≤ a) =
∫
Bm

pS(x)[
∫
Bn
pY (y − xm 1) dy] dx, où 1 := (1, · · · , 1) ∈

R
n, et pour tout d, Bd := {z = (z1, · · · , zd) ∈ R

d : |zi| ≤ a, ∀i}. D’après (B2) avec D :=

Bn, ϕ := pY et t := 0, on a
∫
Bn
pY (y − xm 1) dy ≤

∫
Bn
pY (y) dy. D’où P(Mm+n ≤ a) =

[
∫
Bm

pS(x) dx] [
∫
Bn
pY (y) dy], ce qui équivaut à l’inégalité cherchée.

(E2) Majoration : triviale car max1≤i≤n |Si| ≥ |Sn|. Minoration : (C3).

(E3) Soit δ > 0. D’après (E1), P(Mn ≤ an) ≤ θ
⌊n/⌊δa2n⌋⌋
n , où θn = θn(δ) := P(M⌊δa2n⌋

≤ an).

On fait n→ ∞. Pour tout ε > 0, on a lim supn→∞ θn ≤ F ( 1+ε
δ1/2

). D’où la conclusion cherchée.

(E4) Soient a > 1 et 0 < b < π
81/2

. Soit nk := ⌊ak⌋. Soit Ck := {Mnk
≤ b

n
1/2
k

(ln lnnk)1/2
}.

D’après la question précédente,
∑

k P(Ck) < ∞ (car b < π
81/2

). Il résulte alors du lemme de

Borel–Cantelli que, p.s. pour tout k suffisamment grand, Mnk
> b

n
1/2
k

(ln lnnk)1/2
. La monotonie

de n 7→ Mn permet de déduire que lim infn→∞
(ln lnn)1/2

n1/2 Mn ≥ b
a1/2

p.s. Comme a > 1 et

0 < b < π
81/2

sont arbitraires, on obtient l’inégalité cherchée. �
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