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Rappel : Si f ∈ Lp(Rd, λ) et g ∈ Lq(Rd, λ) avec 1 ≤ p < ∞ et 1
p
+ 1

q
= 1, alors

(f ∗ g)(x) :=
∫
Rd f(x− y)g(y) dy, x ∈ Rd, est bornée et uniformément continue sur Rd.

Exercice 1 (3 points). Soit (E, A ) un espace mesurable. Soit C une famille de parties de

E, et soit B ∈ σ(C ). Michel dit : alors nécessairement, il existe une famille dénombrable

D ⊂ C telle que B ∈ σ(D). A-t-il raison ?

Exercice 2 (6 points). Soit A ∈ B(R) tel que λ(A) > 0.

(i) Montrer que pour tout x ∈ R, si (1A ∗ 1−A)(x) 6= 0, alors il existe y ∈ A et z ∈ A

tels que x = y − z.

(ii) Soient f , g des fonctions boréliennes positives sur R. Soit a ≥ 0 un réel. Montrer

que {x ∈ R : (f ∗ g)(x) ≤ a} est un fermé.

Indication : on pourra considérer, dans un premier temps, (f ∧ n) 1[−n, n] et (g ∧

n) 1[−n,n].

(iii) En déduire qu’il existe δ > 0 tel que pour tout x ∈ [−δ, δ], on peut trouver y ∈ A

tel que x+ y ∈ A.

(iv) Rappelons que l’ensemble F := {xa, a ∈ R/Q}, où xa est un représentant

de a ∈ R/Q dans l’intervalle [0, 1], n’est pas un élément de la tribu complétée B(R).

Constatons (a) que q + F , q ∈ Q, sont disjoints ; (b) que ∪q∈Q(q + F ) = R ; et (c) que

pour tous u, v ∈ F , u− v ne peut être un rationnel non nul.

Montrer que si A∩ (q +F ) ∈ B(R), ∀q ∈ Q, alors il existe q0 ∈ Q tel que λ(A∩ (q0 +

F )) > 0.
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(v) En déduire qu’il existe B ⊂ A tel que B /∈ B(R).

Exercice 3 (11 points). Soit µ une mesure finie sur (E, A ). Soit f ∈ L 1(E, A , µ) telle

que f ≥ 0. Soit (Bn, n ≥ 1) une suite croissante de sous-tribus de A .

Question (A) Montrer que pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que ∀A ∈ A , µ(A) ≤ δ

⇒
∫
f 1A dµ < ε.

Question (B1) Montrer que pour tout n ≥ 1, il existe une fonction fn : E → R+

qui est Bn-mesurable, telle que

∫
E

fn 1A dµ =

∫
E

f 1A dµ, ∀A ∈ Bn.

Question (B2) Montrer que

lim
M→∞

sup
n≥1

∫
E

fn 1{|fn|>M} dµ = 0.

Question C. On suppose désormais qu’il existe une fonction mesurable g telle que

fn → g simplement.

Question (C1) Montrer que g ∈ L 1(E, A , µ) et fn → g dans L1.

Indication : on pourra considérer, dans un premier temps, fn ∧ k et g ∧ k.

Question (C2)Montrer que g = f p.p., si f est B∞-mesurable, où B∞ := σ(Bn, n ≥

1).

Question (C3) Donner une expression p.p. de g en termes de f (et de µ et de B∞)

sans l’hypothèse que f soit B∞-mesurable.

- fin -
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