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Introduction

La modélisation en mathématiques financiéres a été introduite avec les travaux de Louis
Bachelier dans sa thése Théorie de la spéculation en 1900. La problématique principale est
d’étudier la valorisations d’options : on considére un sous-jacent et une fonction du cours du
sous-jacent - le payoff - qui va étre délivrée par un vendeur a une certaine échéance. Quel est
le juste prix que doit payer 'acheteur de cette option aujourd’hui pour pouvoir bénéficier du
payoff & ’échéance ? La branche des mathématiques financiéres a connu un véritable essor
dans les années 1970 lors de I'introduction du calcul stochastique, notamment avec l'intro-
duction du modéle de Black Sholes et Merton en 1973. Ce modéle sert encore de référence
aujourd’hui lorsqu’on considére que le cours du sous-jacent suit une dynamique continue.
La présence de certaines variations brusques du cours de sous-jacents, induites généralement
par des événements macroéconomiques importants, a conduit Merton a étudier les modéles
a sauts dans son article Option pricing when underlying stock returns are discontinuous.
Nous nous intéressons ici a la valorisation d’options lorsque le sous-jacent effectue des sauts
et nous fournirons dans un premier temps le cadre théorique qui nous permettra de mener
cette étude.

1 Nuages aléatoires Poissonniens

1.1 Définitions

On considére un espace mesurable (E,€) régulier, i.e isomorphe a (R,B(R)). On note
Sg = {m C E , 7 dénombrable} 1'ensemble des nuages de points. On munit Sg de la
tribu engendrée par les applications de comptage Ng : 7 — #(m N B), B € £. On considére
ensuite un espace de probabilité (€2, F,P). Un nuage aléatoire de points est alors une variable
aléatoire de €2 dans Sg.

Définition 1.1.1 On définit alors la mesure d’intensité y sur (E,E) d’un nuage aléatoire de
points 11 par
VB eE, u(B) = E(Ny(Il))

Définition 1.1.2 On définit également, pour f :E — [0; 00| mesurable, la fonction de comp-
tage généralisée Ny : Sp — [0; 00| par

Ni(m) =) f(z)

reT

On vérifie que cette application est bien mesurable et on a, pour un nuage aléatoire de points

IT d’intensité p, E(Ny(I)) = [ f(x)p(dx)

Définition 1.1.3 Un nuage aléatoire de points 11 est dit Poissonnien si VA, ..., A, deux
a deuz disjoints dans € , Na,(I1), ..., Na, (IT) sont des variables de Poisson indépendantes.
La loi d’un nuage aléatoire Poissonnien est alors entierement déterminée par sa mesure
d’intensité.



1.2 Quelques formules

Théoréme 1.2.1 Formule de Palm On considére 11 : QQ — Sg un nuage Poissonnien
d’intensité p sigma finie, (Ey,E) un espace mesurable et une variable aléatoire Z : Q) — Ey
indépendante de I1. Pour n € N et F': Ey x E™ x S — [0;00] on introduit :

o' (Z,11) = > F(Z, X1, ..., Xo, IN{X1, ..., X, })
X;... X, €1l
distincts

Alors @%)(Z, IT) est F mesurable et

E(®(Z,10)) = / p(dey) .. p(dey)B(F(Z, 21, ..., 2., 10))

Théoréme 1.2.2 Formule Exponentielle Soit 11 : 2 — Sg un nuage Poissonnien d’in-
tensité p sigma finie et f : E' — [0; 00| une application mesurable. On a

B(eap(~Ny(10) = eap ([ pldo) 1~ eap(~1(0) )

Proposition 1.2.3 Soit Il : @ — Sk un nuage Poissonnien d’intensité j sigma finie et
f E— Ry une application mesurable. Alors

= Si [1A f(z)p(dr) < oo alors . f(x) < o0 p.s
= Si [1A f(z)p(de) = oo alors Yy, f(x) = 00 p.s

Soit f:FE — R une application mesurable. On peut alors définir Ny dés que
JIA|fl(z)p(dx) < co. On peut alors étendre la formule exponentielle a cette forme :

Théoréme 1.2.4 Formule Exponentielle Soit 11 : ) — Sk un nuage Poissonnien d’in-
tensité u sigma finte et f © E — R une application mesurable vérifiant la condition précédente.

on e E(exp(iNs(I1))) = exp (_ /E“(dx)(l B exp(z’f(x)))

Remarque 1 Avec les hypothéses précédentes, et en supposant [ |f|(x)u(dz) < oo on a
E(Ny(I1)) = [ f(z)u(dx). Si de plus [ f2(z)p(dz) < oo alors Var(Ns(I1)) = [ f2(z)u(dz).
Ces deur résultats découlent trivialement de la formule de Palm en écrivant f = f+ — f~.

Proposition 1.2.5 Soit II : Q — Sg un nuage Poissonnien d’intensité u sigma finie et
[+ E — R une application mesurable telle que [1 A |f|(z)pu(dz) = oo . On a vu que
N¢(II) = oo p.s . Si on suppose [ f*(x)u(dr) < oo il est cependant possible de construire
une somme compensée qui est une variable centrée dans L? et que l’on notera Nf(l_[).



La construction est la suivante : il existe une partition (F;);cn telle que pour tout ¢ on ait
,u(EZ) < oco. Les quantités ) ;g f(x) sont bien finies p.s et les variables Ny(II N E;) —
[u f E, p(dz) sont des variables dans L2 et indépendantes. De plus ’hypothése d’intégrabilité

de f garantit, par la Remarque 1, que > . E <Nf (IIN E;) fE p(dx) ) < 00. On définit

alors N;(IT) comme la limite dans IL? de la somme (qui ne depend pas de la partition choisie).
La convergence a également lieu p.s .

2 Processus de Lévy

On définit maintenant les processus de Lévy qui sont les processus a sauts habituellement
utilisés en modélisation en mathématiques financiéres.

2.1 Définitions et Propriétés

On se fixe un espace de probabilité (£, F,[P). Un processus stochastique (X;);>o & valeurs
dans R est un processus de Lévy lorsque :

1. XO - 0
2. Vs, t Xpys — Xy L o(Xy,u <t)
3. Vs, t Xiis — X; ala méme loi que X

Un processus de Lévy est un processus de Markov homogéne et son semi-groupe associé est
un semi-groupe de convolution. On montre que ce semi-groupe admet la propriété de Feller
et donc que les processus de Lévy admettent des modifications cadlag (continues & droite
avec limite a gauche). Ils vérifient de plus la propriété de Markov forte.

Théoréme 2.1.1 Formule de Lévy-Khintchine Soit X un processus de Lévy a valeurs
dans R. Il eziste une fonction x : R — C telle que, pour tout u dans R, E(exp(iu.X;)) =
exp(—tx(u)). On a alors

1
Vu e R ¢x(u) = §GU2 —ju.b + / (1 — exp(iu.z) + iu.aljy<im(dz))
R

OuwoeR,,beR 7 est une mesure sur R ne chargeant pas 0 vérifiant fR LA 2?7 (dr) < oo.

Etant donné un processus de Lévy X, on note A(X,) = X;— X, le saut de X en ¢. On montre
que IT = {(t, A(X})),t € R} est un nuage Poissonien sur R, x R d’intensité m = dl ® 7 ou
I est la mesure de Lebesgue et 7 vérifie [, 1 A 2?7(dx) < oo.



Théoréme 2.1.2 Décomposition de Lévy-Ito Soit X un processus de Lévy réel. Alors il
eriste 0 € Ry, b € R, B un (F;)i>0 mouvement Brownien tels que

X = X(l) + X(Q) + X(3)

Avec
1. XN mouvement Brownien avec drift : pour tout t > 0 Xt(l) =oB;+0b

2. X processus de poisson composé : pour tout t > 0 Xt(z) = > x
(s,z)elIN([05t] x {|z[>1})

3. X®) somme de Poisson compensée associée au nuage de points correspondant aux sauts
de valeur absolue plus petite que 1.

4. XD X et X sont indépendants.

On retrouve alors, grace aux formules exponentielles, la formule de Lévy-Khintchine.

2.2 Eléments de Calcul Stochastique

A partir de la décomposition de Lévy-Ito, il est possible de définir I'intégrale stochastique de
certains processus par rapport a un processus de Lévy. Nous ne détaillerons pas la classe de
processus pour laquelle une telle intégrale est définie mais cette classe contient les processus
adaptés, continus a gauche bornés.

On dispose alors d’une formule d’It6 pour les processus de Lévy :

Théoréme 2.2.1 Formule d’Ité Soit X un processus de Lévy admettant la décomposition
précédemment énoncée.Soit F: R — R de classe C*. On a :

F(X,) = F(Xo) + / t F(X, )dX, + = / t F'(X,)o%ds + 3 (A(F(X,)) — F'(X,-)A(X,))

2
0 s<t

Ou la somme est absolument convergente. Ce théoréme permet la résolution d’un certain
type d’équations différentielles stochastiques trés utilisées en modélisation financiére que
nous énoncons maintenant.

Théoréme 2.2.2 Exponentielle de Doléans-Dade Soit X un processus de Lévy admet-
tant la décomposition précédemment énoncée. Ftant donné zy € R, il existe un unique pro-
cessus cadlag adapté satisfaisant a [’équation

{ dZ, = 7,_dX,

Zy = 2

De plus Z est donné par

Z; = zexp(X; — %0275) [+ A exp(-A(X,))

s<t



3 Application a la couverture d’options

On considére un espace de probabilités (€2, F,P) et un processus de Lévy (X;);>o défini par

Xy=oB+ut+ » U,

1<n<N;

Ou B est un mouvement Brownien, N est un processus de Poisson de paramétre ¢ indépen-
dant de B et (Uy,)nen une suite de variables aléatoires i.i.d de loi v & support dans | — 1; 00|
indépendantes du reste. X est bien du type précédent. On note (F});>¢ la filtration engendrée
par X, Y la partie processus de Poisson composé , ny = E(U}) et ny = E(U?) .

On considére un actif sans risque S° et un actif risqué S donnés par

dS; = S;_dX;

SY = exp(rt)
Ou r représente le taux sans risque. Sy représente ’évolution d’un investissement initial
unitaire. Un acteur investit au temps ¢ HY dans Pactif non risqué et H; dans Dactif risqué.
On suppose que les deux processus sont (F});>o adaptés, continus a gauche (donc prévisibles)
et bornés. Ils satisfont donc a de bonnes propriétés d’intégrations par rapport aux processus
de Lévy. A noter ici que 'intégrale n’a pas besoin d’étre redéfinie car on intégre uniquement

par rapport a un mouvement Brownien et un processus a variations bornées. La valeur de
notre portefeuille au temps ¢ est donnée par :

V, = H)exp(rt) + H,S,
La stratégie est de plus dite autofinancée si on a

t t
Vi=W +/ rexp(rs)H ds +/ HdS,
0 0

On pose alors

Vi = exp(—rt)V;
S, = exp(—rt)S,
Y, =Y, — Ot

On remarque que Y est une (F})i>0 martingale et, par la formule exponentielle, lorsque
i —1r—+60n; =0, S est également une martingale.

De plus, apreés calcul

dV, = H,dS; = H,S,_dY; + ¢S,dB;



On vérifie, en passant par les sommes de Riemann, que les intégrales stochastiques de proces-
sus continus a gauches adaptés et bornés par rapport a des sommes de poissons compensées
sont des martingales. V' est donc également une (F});>o martingale.

Maintenant que 'on a déterminé la dynamique des différents processus entrant en jeu, on
peut calculer le prix d’un call ainsi que le défaut de couverture lorsque le sous-jacent comporte
des sauts.

Un call sur le sous-jacent S, de Strike K et de maturité T est une option qui délivre a
'acheteur de l'option la quantité f(S7) = (St — K)4 en T. Le vendeur de 'option cherche
alors & se couvrir en investissant dans un portefeuille (V;);>o constitué d’actifs sans risque
et d’actifs risqués. La prime, ou le prix que doit payer I’acheteur pour pouvoir bénéficier de
I'option, correspond a la valeur initiale du portefeuille. Le vendeur cherche alors & minimiser
la quantité E((f(St) — Vr)?) i.e. il minimise le risque R = E((exp(—rT)f(St) — Vr)?).

On note C' = E(exp(—rT) f(Sr)). Comme V est une martingale, E(V7) = V; et on a donc :
R = (C = Vp)? + E(eap(—rT) f(Sr) — C + Vi = Vp)

De plus, la quantité Vi — Vy dépend uniquement de la stratégie de I'investisseur et pas de
la valeur initiale du portefeuille (c’est une intégrale stochastique par rapport a S). Le risque
est donc minimisé pour Vo = C' = E(exp(—rT) f(S7)). De méme, le prix en ¢ P, est donné
par
by = E(exp(—r(T — ) f(S7)|F?)
By = exp(—rt) b, = E(exp(—rT) f(57)|F1)
- G(t, S't)

Avec
G(t,z) =E | exp(—rT) f(x exp(rT)exp(—%aZ(T —t))exp(oBr_; H (1+U,))
1<n<Np_;

On montre que G est une fonction C'*°. Par la formule d’It6 (que I'on peut étendre a notre
application) on a

¢ ¢ ¢
P, =P, —l—/ 095G (s, gs)ds —|—/ 0.G (s, Ss)gsast +/ 0%G(s, gs)ESJst
0 0 0

t
—Ony / 0:G(s,8,)Suds + Y G(s, S (1 + U)) — G(s, S,
0

s<t

Les termes en 0,G(s, S,_)A(S,) se compensent.

8



D’autre part :

t t
V, = Vp — Ony / H,S.ds + / H,S,0dBs+ Y H,S, U
0 0

s<t
On pose :
( L = /0 t(axG(s,Ss) — H,)S,0dBs
K=Y G(s,9-(1+U)) = G(s,8,-) — H,S,_.U
s<t
x C, = H/t ds/l/(du)G(s,SS(l +u)) — G(s, Sy) — HySqu
On obtient : 0

t
Pt—Vt:PO—VO‘I'Lt‘FKt—Ct‘F/ Zsds
0

L est clairement une martingale. On a par ailleurs vu que I'intégrale stochastique d’un pro-
cessus prévisible borné par rapport a une somme de Poisson compensée était était également
une martingale. K — C' est donc une martingale. On en déduit Z =0

Nous avons les égalités suivantes :

On a alors :

R =E((Lr + (Kr — Cr))?)

= /Ot dsE (@G(s, S,) — H,)*S%0* + 0 / v(du)(G(s, Ss(1+u)) — G(s,S;) — HsSsu)Q)

Minimiser le risque revient a minimiser le terme intégré par rapport a ds. En dérivant, on
voit que le processus H défini par

H, = - (028336’(5,55) + G/V(du)u<

o2+ Ongy

G(s, Ss—(1 +u)) — G(s,5,-))
Ss-

est continu a gauche et minimise le risque. Il définit alors la stratégie de couverture optimale.
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