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Introduction

La théorie de la démonstration est la branche de la logique qui s’intéresse a la formalisation du raison-
nement mathématique a travers ses étapes les plus élémentaires. Son champ d’application va des questions
les plus théoriques concernant les fondements mémes des mathématiques, jusqu'aux enjeux technologiques
et industriels d’aujourd’hui comme la sécurité logicielle des systémes critiques. L’auteur de ces pages a eu
I’'occasion lors de trois stages de recherche de se familiariser avec plusieurs aspects de cette discipline a in-
terface entre mathématiques, logique et informatique. Les deux premiers stages concernérent une avancée
récente et trés prometteuse en théorie des types : la théorie homotopique des types (HoTT), 'un plus orienté
informatique avec 'implémentation en Coq d’un fragment de la théorie, ’autre centré sur I’étude mathéma-
tique des modéles de cette théorie. Le troisiéme stage eut pour objet un sujet plus ancien dans lequel de
nombreuses questions restent ouvertes : la théorie des langages et des expressions réguliéres du point de vue
de l'axiomatique.

La présente introduction au domaine de recherche prend le parti de se concentrer sur le domaine de ce
dernier stage. Les expressions réguliéres sont des objets mathématiques qui furent intensément étudiés aux
début de I'informatique de par leur intérét dans de nombreux problémes naturels comme la recherche de
caractére, le parsing de code source et bien d’autres encore. La premiére partie de de ce rapport présente
donc quelques généralités sur la théorie des expressions réguliéres et leur généralisation a travars la notion
d’algébre de Kleene. Nous présenterons notamment la théorie du premier ordre proposée par Kozen pour
axiomatiser la classe des algébres de Kleene. Ensuite, nous explorerons dans une deuxiéme partie différentes
extensions possibles aux expressions réguliéres. L’ajout de nouveaux opérateurs permet ainsi a la syntaxe
d’étre plus expressive et donc de refléter une classe de problémes plus grande. Enfin, il sera présenté en
troisiéme partie un nouveau calcul des séquents introduit et étudié par I’auteur de ces pages, avec pour but
de couvrir la théorie équationnelle des treillis complets avec action et x-continus; nous en verrons également
les limites.
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1 Par ou tout commenca : expressions réguliéres, algébres de Kleene
et automates finis

1.1 Expressions réguliéres

Les expressions réguliéres constituent un élément central dans la théorie des langages. Introduites dans
les années 1940 et étudiées plus précisément par le logicien Stephen Cole Kleene, elles connurent un essor
remarquable dans les années 1960 avec les débuts de l'informatique grace a leurs nombreuses applications
en recherche de chaines de caractéres ([12], [3]), en analyse lexicale de langages de programmation, etc.
Formellement, une expression réguliére est un terme construit a partir de "lettres" de base appartenant a un
alphabet (fini) ¥ donné et suivant la syntaxe récursive suivante :

e,fog »= a€X|0|1l|e+fle-fle*

A chaque expression réguliére e, nous pouvons associer un langage L(e) C ¥* de mots (finis) sur ¥ (En
mathématiques, ¥* s’appelle le monoide libre sur ¥) :

o L(a)={a} (aeX)
e L(0)=2

o« L(1)={¢}

o Lie+ f) = L(e) + L(f) = L(e) UL(f)

o Lie-f)=L(e)-L(f) = {u-v | u € L(e) Av € L(f)}

o L(e*) = L(e)* = U, ., L(e)" ot L(e)" désigne la concaténation de n copies de L(e).

Les langages sur X obtenus par traduction d’une expression réguliére sont appelés les langages réguliers.
Nous verrons plus loin une autre caractérisation de cette classe de langage par les automnates finis. Si L(e) C
L(f), on écrit alors REG F e < f : on dit que le terme e est plus petit que f dans la sémantique des
expressions réguliéres.

On ajoute parfois un opérateur supplémentaire, T, qui est la variante transitive stricte de ’étoile de Kleene
*. On peut le définir via e™ = e - e*, et récirpoquement e* =1+ et.

1.2 Algébres de Kleene

Les algebres de Kleene constituent une généralisation de la notion d’expression réguliére. On identifie
désormais X (supposé ici infini dénombrable) avec un ensemble de variables. On considére le langage du
premier ordre dont la signature se compose des constantes 0 et 1, des symboles d’opérateurs binaires +
(somme) et - (concaténation) ansi que de Popérateur unaire * (étoile de Kleene). Une algebre de Kleene est
alors une structure algébrique sur cette signature vérifiant les axiomes de la figure 1 (cette axiomatisation
est due a Dexter Kozen). La relation d’ordre < est définissable par a < b< a+ b =b.

Par ailleurs, une algébre de Kleene est dite x-continue si elle vérifie 'axiome :

a-b*-c=supa-b"-c  (x/)
new

Il est important de constater que cet axiome n’est en général pas exprimable au premier ordre.

1.3 Notions de sémantique

Il existe en particulier deux classes d’algébres de Kleene x-continues, correspondant chacune & une notion
de sémantique pour les expressions réguliéres.



FIGURE 1 — Axiomatisation de Kozen de KA

a+(b+c) = (a+b)+c (K1)
a+b = b+a (K2)

a+0 = a (K3)

ata = a (K4)
a-(b-¢c) = (a-b)-c (K5)
la = a (K6)

a1l = a (KT)
a-(b+¢) = a-b+a-c (K8)
(a+b)-¢c = a-c+b-c (K9)
0-a = 0 (K10)

a0 = 0 (K11)
l1+a-a < a* (K12)
l1+a*-a < a* (K13)
bt+a-z<z = a"-b<z (K14)
b+zrz-a<z = b-a*<z (KI15)

1.3.1 Sémantique des langages

Soit S un alphabet (fini ou infini). L’ensemble P(S*) des langages sur S forme une algébre de Kleene
*-continue de la maniére suivante :

0 = 1%)
= {e} (le mot vide)
L+ K = LUK
L-K = {uwv|ueLAveK}
L* = UnEwLn

Une wvaluation de ¥ dans les langages de S est une application o : ¥ — P(S*). Ainsi, si e est une
expression réguliére (sur X)), la valuation o permet d’interpréter e comme un langage [e]s , sur S (noté
simplement [e],) :

lal, =oa) [0], =2 [, ={e} le+fl, =lel, +1fl, le-fl, =lel,-[f], [e], =[]}
Dans la sémantique des langages, on dira que LANG E e < f si et seulement si pour tout alphabet S et
toute valuation o : ¥ — P(S*), [e], < [f],-
1.3.2 Sémantique relationnelle

Soit U un ensemble. L’ensemble P(U?) des relations binaires sur U peut étre muni d'une structure
d’algebre de Kleene (*-continue) de la fagon suivante :

0 = %]
1 = id = {(i,i) | i € U}

R+S = RUS

R-S = {(i,j)|3keU-(i,k) € RA(k,j) € S}
R* = UnEan

Une valuation de Y. dans les relations binaires de U est une application o : ¥ — P(U?). De maniére
analogue, on peut alors définir pour une expression réguliére e la relation binaire [e],, . (abrégé en [e])
qu’elle dénote par o. En sémantique relationnelle, on écrit REL E e < f si et seulement si pour tout
ensemble U et toute valuation o : ¥ — P(U?), [e], C [f].,-



1.4 Un théoréme de complétude

Un théoréme important de Dexter Kozen ([9]) dit que 'axiomatisation des algébres de Kleene qu’il propose
est complet pour les sémantiques relationnelle et de langages, ainsi que pour les expressions réguliéres en tant
que langages :

Theorem 1. Soient e et f deux expressions réguliéres. On a alors :

KAFe<f & REGFe<f & LANGFe<f & RELFe<f

En particulier, cela implique que la théorie équationnelle des algébres de Kleene coincide avec celles qui
sont x-continues :

Corollary 1.
Eq(KA) = Eq(KA®)

Notons que ce théoréme de Kozen est relativement difficile & démontrer. La preuve s’appuie sur la notion
d’automates finis (voir le paragraphe suivant) et de matrices d’expressions réguliéres.

1.5 Un modéle de calcul pour les langages réguliers : les automates déterministes

On rappelle qu'un langage L C Y* est dit régulier s’il est le langage L(e) associé a une expression
réguliére e sur X. Si e et f sont deux expressions réguliéres, on a vu que L(e) C L(f) (noté REG E e < f) si
et seulement si KA e < f. En fait, il existe une autre caractérisation de ces langages qui permet méme de
décider Uinclusion L(e) C L(f) : les automates déterministes. Cela signifie qu’il existe une machine qui étant
données e et f décide si L(e) C L(f) ou non. L’objectif de ce paragraphe n’est pas de présenter en détail
la théorie des automates finis, mais d’en donner les définitions et théorémes essentiels (le lecteur pourra sa
référer a [6] (en frangais) ou [7]).

Definition 1. Un automate déterministe sur un alphabet (fini) ¥ est un tuple A ={(Q, I, F,A) ou :
e () est ’ensemble fini des états de l'automate.
e | C Q estl’ensemble des états initiaux.

e ['C (Q est l’ensemble des états finals.

A CQ XX xQ est la relation de transitition de l’automate.

Par ailleurs, si I = {1} et si pour tout p € Q et a € X, |{(¢ € Q| (p,a,q) € A}| <1 (autrement dit, si A
est une fonction (partielle) de Q x ¥ dans @), on dit que 'automate fini A est déterministe, et on préfére
parler de fonction de transition (partielle, mais on peut la compléter avec un état puits) 6 : Q x ¥ — Q.

Etant donné un mot w = ajas...a, € ¥*, un calcul de A sur w est une suite d’états (qo, q1, - - -, qn) telle
que qo € I et pour tout k € [1,n], (gr—-1,axk,qr) € A. Ce calcul est acceptant si ¢, € F. On dit alors qu'un
mot w € X* est reconnu par X* si et seulement si il existe pour ce mot un calcul acceptant dans A. Cela
nous ameéne 4 la définition suivante :

Definition 2. Etant donné un automate fini A sur Ualphabet X*, on appelle L(A) C X* le langage des mots
reconnus par A. Un langage L C X* est dit reconnaissable s’il est reconnu par un automate fini.

La figure 2 présente un automate sur X = {a, b} reconnaissant tous les mots finissant par ab.

Un premier théoréme, dont la preuve, omise ici, est effective, établit I’équivalence entre la classe des
langages reconnaissables (par automates finis) et celle des langages reconnaissables par automates finis dé-
terministes :

Theorem 2. Si L C X* est un langage reconnu par un automate avec n états, alors il existe un automate
déterministe avec au plus 2™ états reconnaissant L.

La figure 3 montre le déterminisé de A de la figure 2 :
Le théoréme fondamental en théorie des automates finis dit que la classe des langages reconnaissables sur
Y est exactement celle des langages réguliers sur X :



FIGURE 2 — Un automate A reconnaissant L = X*ab
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FIGURE 3 — Un automate déterministe A’ reconnaissant L = X*ab
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start —

Theorem 3. Soit L C ¥* un langage. L est régulier (c’est-a-dire qu’il existe une expression régulicre e telle
que L = L(e)) si et seulement si L est reconnaissable (c’est-a-dire qu’il existe un automate fini A tel que
L = L(A)). De plus, ces constructions sont effectives.

Grace a ce théoréme, nous pouvons ramener le probléme de décision de l'inclusion de deux langages
réguliers (dénotés par deux expressions réguiliéres) a la décision de l'inclusion de deux langages reconnus
par automates. Considérons deux automates A = (Qq,ta, Fa,04) et B = (@Qp,t5, Fp,0p), que 'on peut
supposer déterministes (quitte & les déterminiser). On va construire une relation R C Q4 X @ p, appelée
relation de simulation, telle que :

e 1aRLp
e VpEQa,qEQRpB,acX pRg= a(p,a)Rop(q,a)

La construction effective de R peut-étre réalisée de la maniére suivante (on ne cherche pas ici a 'optimiser) :
1. Partir de R = {(ta,tB)}.

2. Tant qu'il existe p € Qa,q € Qp,a € X tels que (p,q) € R mais (64(p,a),d5(q,a)) ¢ R, ajouter
(0a(p,a),dp(q,a)) & R.

Comme & chaque répétition de I'étape 2, le cardinal de R augmente de 1 et que R est une sous-partie de
Pensemble fini Q4 x @p, cet algorithme termine. On peut alors conclure quant a l'inclusion L(A) C L(B)
grace au lemme suivant.

Lemma 1. Les deuzr énoncés suivants sont équivalents :
o L(A) C L(B)
e VpeFa,qeQp-pRg=q€ Fp
La preuve de ce lemme est relativement facile :

Démonstration. Remarquons d’abord que dans un automate déterministe complet, chaque mot engendre
exactement un calcul. Par ailleurs, on voit aisément par construction de R que si pRq (p € Qa4 et ¢ € Qp),
alors on a un mot w = a; ...a, € ¥* tel que le calcul associé dans A (14,p1,...,pn) termine en p, = p et



tel que le calcul associé dans B (¢5,4q1, .- ., qn) termine en g, = ¢q. Donc si L(A) C L(B), 'hypothése p € Fy
implique que w est dans L(.A) donc dans L(B), donc que g € Fg.

Réciproquement, soit w € L(A). Considérons dans A son calcul acceptant (14, p1,...,0n). On ap, € Fa.
Soit (tB,q1,--.,qn) le calcul de w dans B. Grace aux hypothéses sur R, on sait que pour tout k € [1,n],
prRqi. En particulier, p, Rq,, ce qui par hypothése implique ¢,, € Fi, donc que w € L(B). O

2 Treillis de Kleene, treillis avec action

2.1 Extensions de la syntaxe des expressions réguliéres

L’étude des algébres de Kleene se prolonge naturellement vers de possibles extensions du langage de base
des expressions réguliéres. Cela présente a la fois un intérét théorique (Quels sont les nouveaux axiomes
a ajouter ? Quel sens donner a ces nouveaux opérateurs dans les sémantiques décrites précédemment ?) et
un intérét pratique (Etendre lexpressivité des expressions réguliéres pour généraliser leur usage dans la
recherche de chaines de caractéres par exemple). Nous nous pencherons sur deux extensions : la conjonction
et la résiduation.

2.1.1 la conjonction M

Si e et f sont deux expressions réguliéres, on notera el f leur conjonction (ou intersection). A I'instar de
la constante 0 (le plus petit élément) qui sert d’élément neutre pour l'opérateur somme +, on introduit une
constante T (le plus grand élément) comme élément neutre de M. On rajoute les axiomes suivants :

af(ne) = (anbdb)Ne (K16)
allb = bMNa (K17)
allT = a (K18)
alla = a (K19)
a+(anb) = a (K20)
afl(a+b) = a (K21)

Ces opérateurs ont une interprétation canonique dans les langages et les relations compatible avec les
axiomes (K16 —21) :

e Pour deux langages L et K sur un alphabet S, LM K = LN K est leur intersection ensembliste. La
constante T s’interpréte comme le langage plein S*.

e Pour deux relations binaires R et S sur un ensemble U, RM.S = RN S est leur intersection ensembliste
et la constante T représente la relation pleine U?2.

Gréce a cela, il est possible d’étendre les trois sémantiques aux expressions réguliéres avec intersection :
e Pour deux expressions e et f, L(e f) = L(e) N L(f), et L(T) = X*.

e Pour deux expressions e et f et une valuation de langages o : ¥ — P(S*), [en f], = [el, N [f], et
[[T]]J = S*'

e Pour deux expressions e et f et une valuation relationnelle o : ¥ — P(U?), [e f], = [e], N [f], et
[[T]]O' = UZ'

2.1.2 La résiduation a gauche — et a droite o—

Si e et f sont deux expressions réguliéres, on définit la résiduation & gauche de f par e comme e —o f
et la résiduation & droite de f par e comme f o— e. Les axiomes régissant ces deux opérateurs en font les
adjoints respectivement a gauche et a droite de la concaténation :

a-b<ceb<a-—oc (—/) a-b<cesa<co—b (—/)

Un des intéréts pointés par Vaughan Pratt ([11]) d’introduire les résiduations est la possibilité de donner
une axiomatisation équationnelle finie 14 ou 'axiomatisation de Kozen fait appel & deux formules de Horn
(implication d’équations). Cette opération d’adjonction impose une interprétation canonique de ces deux
opérateurs dans les langages et les relations :



e Pour deux langages L et K sur un alphabet 5,

L—oK {veS*|Vu-uelL=u-ve K}
Ko—L = {ueS* |Yw-vel=u-veK}

e Pour deux relations R et .S sur un ensemble U,

R—S = {(i,j)eU?|VkeU-(ki)e R= (kj)eS)}
So—R = {(i,j)€U? |VkeU-(j,k) € R= (i,k)

D’ott une extension naturelle des sémantiques pour la résiduation.

2.1.3 Un peu de nomenclature

Voici comment on nommera par la suite les différentes extensions de KA :

e Un ensemble muni d’une structure d’algébre de Kleene augmentée d’une intersection ' avec élément un
plus grand élément T et satisfaisant les axiomes correspondant s’appelle un treillis de Kleene (Kleene
lattice). On notera KL la classe des treillis de Kleene. On notera KL* la classe des treillis de Kleene
*-continus (axiome */-)).

e Un ensemble muni d’une structure d’algébre de Kleene augmentée des opérateurs adjoints a la concaté-
nation que sont la résiduation a gauche —o et a droite o— (axiome P) s’appelle une algébre avec action
(action algebra). Les algébres avec action forment une classe nommée ACTA. Les algébres avec action
*-continues forment la classe ACTA*.

e Enfin, en combinant tous ces opérateurs, on obtient la classe ACTL des treillis avec action. De méme,
on notera ACTL* la classe des treillis avec action x-continus.

2.2 Incomplétude vis-a-vis des sémantiques

Contrairement au cas initial des algébres de Kleene, il n’y a plus d’équivalence entre les différentes sé-
mantiques et a fortiori plus de théoréme de complétude des axiomes proposés vis-a-vis de ces sémantiques.
Voyons quelles sont ces différences :

e La sémantique des langages dénotés par les expressions réguliéres montre ici clairement ses limitations.
En effet, le langage dénoté par une expression réguliére n’est qu’un cas particulier de la sémantique des
langages ou la valuation o associe a tout a € ¥ le singleton {a}. Dans le cadre des algebres de Kleene,
ce choix était "suffisamment général" pour maintenir I’équivalence. Mais avec les nouveaux opérateurs,
cela tombe en défaut. Par exemple, si a,b € &, L(aMb) = & et L(a — b) = &. Or ce ne sont clairement
pas des théorémes dans LANG ou REL. Dans la suite, nous abandonnerons donc le point de vue du
langage dénoté par une expression réguliére.

e Tous les modéles de REL et LANG sont des treillis distributifs. Par 14, on entend que l'on a une
distributivité mutuelle entre + et M :

(a+b)Ne=(aNe)+(bMNe) et (aNb)+c=(a+c)N(b+c)
En revanche, sous les axiomes de ACTL, nous ne pouvons montrer que des régles de semi-distributivité :

ACTLE (aMe)+ (bMNec) < (a+b)Mc mais ACTLE (a+b)Me<(aNc)+ (bMc)
ACTLE (amb)+c<(a4+c)N(b+c¢) mais ACTLE (a+c)M((b+c)<(aMb)+c

C’est ce point que nous allons tenter de corriger par la suite.

e Dans les modeéles de REL ou LANG, il apparait que si un élément e vérifie e < 1, alors e - e = e. Avec
les axiomes de ACTL en revanche, on peut seulement montrer e-e < e. Or, grace aux connecteurs N, —o
ou o— et a la contante 1, on peut créer des termes plus petits que 1 et ainsi créer des contre-exemples :

LANG,RELE1MNanb=(1MNa)-(10b) mais ACTLFIMaNb<(1Ma)-(11b)
LANG,RELF (a —a) —1=((a —a) — 1)> mais ACTL¥ (a —a) — 1< ((a —a) —1)?



De plus, LANG différe de REL dans le fait qu’il interpréte 1 de maniére atomique (1 = {e}). On
obtient ainsi des théorémes supplémentaires dans LANG :

LANGE (1Ma)-b=b-(1Ma) mais RELFE (1Ma)-b=b-(1Ma)

e La constante T pose elle aussi probléme. On peut grace a elle exhiber des théorémes de REL qui sont
en général faux dans ACTL :

RELE (T —a)o=T) —b)+a=T mais ACTLF (T —a)o-T) —b)+a=T
On peut méme obtenir des théorémes vrais dans RFE L mais faux dans LANG :

RELET -a-T-b-T=T:b-T-a-T mais LANGET -a-T-b-T=T-b-T-a-T

3 Un calcul de séquent pour les treillis avec action distributifs et
*-continus : dACTL,,

3.1 Présentation du calcul de séquents dACTL,,

Nous venons de voir qu’un des manques les plus évidents des axiomes de ACTL vis-a-vis des sémantiques
relationnelle et de langages est la distributivité entre + et M. On ajoute donc cet axiome de distributivité :

(a+b)Me=(aMe)+ (bMe)

La classe obtenue est celle des treillis distributifs avec action, notée dACTL. La %-continuité dans cette classe
se définit par deux conditions (puisque + distribue avec - et M) :

a-b*-c=sup,c,a-b"-c et allb* =sup,c,alld"

Les treillis distributifs avec action x-continus forment la classe dACTL*. De méme, on notera dKL pour les
treillis de Kleene distributifs, dKL* pour ceux qui sont *-continus (axiomes ..+..), dACTA pour les algébres
avec action distributives et dACTA* pour celles qui sont x-continues (axiome ..).

Notre objectif ici est d’introduire un nouveau calcul de séquents dACTL, qui reflete les axiomes de
dACTL*. C’est en fait une extension du calcul des séquents ACTA,, de Palka ([10]) dans lequel la conjonction
M ne distribuait pas sur la somme +. Un calcul de séquents est un systéme formel dans lequel les séquents
représentent des propositions. Leur enchainement logique (processus de déduction) est régi par des régles
d’inférence dont la forme générique est :

¢1 d}Q s wn
¢

Les séquents 1,9, ...,%, sont appelés les prémisses : ce sont les hypothéses que 1'on devra démontrer
pour appliquer la régle. Le séquent ¢ est la conclusion de la régle. Si n = 0 (pas de prémisse), la régle se
comporte donc comme un axiome. Une preuve de ¢ a donc la structure d’un arbre ol toutes les branches
sont finies : chaque prémisse de la derniére régle est elle-méme conclusion d’un sous-arbre qui la prouve. On
peut également envisager des régles avec une infinité de prémisses (une telle régle est dite infinitaire). Dans
ce cas, un arbre de preuve avec cette régle est infini bien que chaque branche soit finie.

Dans le cas du calcul de séquents dACTL,,, les séquents ont la forme générique I' e ol e est une
expression réguliere de ACTL et T est un arbre binaire dont les noeuds internes (binaires) sont de deux types
(conjonction et concaténation) et dont les feuilles sont soit une expression réguliére de ACTL, soit un noeud
spécial représentant 1 ou T :

r = o0 ‘ ® ‘ ‘ ‘ A ’ A
A ] A [C]
Un tel arbre I" s’interpréte trivialement comme une expression réguliére [I] :

el=1 =T Ll=e [ A ]=(a]-16] [ A ]=[a]n[e]

(regle R)

Le séquent I' - e se lit alors : [I'] < e. On va maintenant définir différents groupes de régles d’inférence pour
prouver les séquents.



3.1.1 Régles identité

On a tout d’abord la régle axiome disant que e est toujours contenu dans lui-méme. C’est la régle dite
axiome (ax) :

ax
eke

L’autre régle du groupe identité est la régle de coupure (cut) :

T'ke AeOFf
AT,OF f

cut

3.1.2 Régles structurelles

Les régles structurelles agissent sur la structure de I'arbre a gauche du séquent et reflétent les propriétés
de base de T, 1, M et -. On peut tout regrouper sous une unique régle structurelle gauche :

AlFe ' A
T'ke

<

ou la relation binaire < sur les arbres refléte les propriétés des connecteurs 1, T, M et -. (voir figure 4).

FIGURE 4 — régles structurelles usuelles pour <

I,P% <> ;f\@ associativité de - 6{®\ <> I' <> /®\® T est neutre pour -
r r
<> I <> 1 est neutre pour - r <> }D\ idempotence de N\
r r
%% <> ﬁﬁ associativité de N /®\ < ¢ monotonie de N
. T A
/q < }9\ commutativité de A | T <A = O[] <O[A] congruence

3.1.3 Régles logiques

Les régles logiques spécifient le comportement des connecteurs logiques de ACTL. La plupart des connec-
teurs disposent d’une (ou plusieurs) régles gauche pour 'introduire & gauche (dans 1’arbre) comme connecteur
principal d’une formule et d’une ou plusieurs régles droite pour I'introduire comme connecteur principal de
Iexpression réguliére & droite. Elles sont données dans la figure 4.

3.2 Elimination des coupures

L’avantage d’un systéme de calcul des séquents est qu’il procure une forme trés structurée aux preuves, bien
plus qu’un systéme & la Hilbert. Il permet une étude syntaxique de la preuve plus poussée et plus agréable. Un
des théorémes majeur que 1’on souhaite établir & propos d’un calcul de séquents est |’ élimination des coupures.
Un systéme qui vérifie I’élimination des coupures est un systéme dans lequel tout séquent prouvable admet
une preuve qui & aucun moment ne fait appel a une régle de coupure. Cela signifie que les régles du calcul
sont en quelque sorte "closes par composition" de sorte que la régle de coupure devienne redondante.

Theorem 4. Le systéeme de calcul de séquents dACTL,, admet l’élimination des coupures : si I' F e est
prouwvable dans dACTL,,, alors il en existe une preuve sans la régle cut.

Comme dans la plupart des calculs de séquents, la preuve de I’élimination des coupures se présente sous
la forme d’un algorithme qui transforme une preuve avec coupure en une preuve sans coupure. Bien souvent,
c’est la preuve de terminaison de l'algorithme qui renferme toute la difficulté du probléme. Nous passons
ici sous silence toutes les commutations de régles utilisées dans cet algorithme et nous nous contentons de
donner deux exemples de réduction de coupures :
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FIGURE 5 —r

égles logiques de dACTL,,
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3.3 Vers une possible complétude ?

TeTF T
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“ut

11

L’élimination des coupures induit un corollaire trés intéressant. Etant donné que la régle de coupure
est la seule régle qui puisse faire apparaitre dans ses prémisses une expression réguliére qui n’est pas une

sous-formule d’une expression réguliére de la conclusion, on peut établir la propriété de sous-formule pour
dACTL,, :

Corollary 2. Si ' F e est prouvable dans dACTL,,, alors il en existe une preuve ot toutes les expressions

réguliéres qui y apparaissent sont des sous-formules des expressions réguliéres initialement présentes dans

Notons qu’en général pour un calcul de séquents, la propriété de sous-formule se révéle cruciale pour la
recherche de preuves.

Se pose maintenant la question de la complétude. Le systéme qu’on a proposé se donnait comme objectifs
d’axiomatiser la théorie équationnelle de dACTL*. On a en effet un théoréme de complétude pour cette classe :



Theorem 5. Soit un séquent I' Fe. On a l’équivalence suivante :
dACTL,F(T'Fe) & dACTL*E[I]<e

Démonstration. L’implication directe (théoréme de correction) est évidente et dit simplement que les régles
de dACTL,, sont justifiées par les axiomes de dACTL*.

La réciproque est le théoréme de complétude & proprement parler. Le principe de la preuve est relativement
élémentaire. On va construire ce que 'on nomme algébre de Lindenbaum L des termes de ACTL. On considére
Pensemble des expressions de ACTL que ’on munit du préordre e < f si et seulement si dACTL,, - (e - f).
On considére alors la relation d’équivalence e ~ f si et seulement si e < f et f < e, et on note £ I’ensemble
des termes quotienté par ~. Désormais, "e”' désigne la classe d’équivalence de la formule e pour ~, on le
préordre < devient un ordre (partiel) dans L.

L peut par ailleurs étre muni d’une structure canonique de treillis avec action ot opérateurs de ACTL (0,
1, T, M, 4, -, *, —o et o—) servent a définir les opérations correspondantes. Par exemple, "e™ — ™ f7 vaut par
définition "e —o f. Cette définition fait sens car la relation d’équivalence ~ est compatible aux opérateurs
de ACTL. Il faut ensuite s’assurer que L vérifie tous les axiomes de dACTL*. On présente quelques cas parmi
les plus délicats :

e (K14) : b+a-z <z = a*-b < x. On suppose donc trois termes e, f et g de ACTL vérifient
Tfl4Tel-TgT <Tg cest-a-dire : dACTL, F f+e-gF g. On veut montrer que "e™ - " f71 < Fg™
c’est-a-dire dACTL,, F (e* - f  g). Par -L et xL, cela revient & donner une preuve de :

Rf}g

pour tout n > 0. Pour n = 0, il s’agit de montrer que f - g, ce qui est clair par I’hypothése. Maintenant,
une fois acquis que e” - f g, on obtient €' - f - g en combinant la preuve donnée au rang n avec le
fait que e- gt g.

e

e (—o/):a-b<c¢ce b<a— c Dans un sens, on suppose que e’ -7 f7 < Tg7 c’est-a-dire que
dACTL, F (e f F g). Par —o R, on a alors une preuve de f e —o g, ce qu’on voulait. Réciproquement,
si on dispose d’une preuve de f - e —o g, on obtient alors en concaténant par la gauche dans les deux
membres e- f F e- (e —o g). Ne reste plus qu’a couper avec une preuve de e- (e — g) F g, qui est triviale.

e (d): (a+b)Mc = (aMc)+(bMe). Pour trois expressions e, f et g, le sens non trivial est (Te 7+ f)NTg™ <
(re—l M rg—l) + (rf—l M rg—l) .

axr ax axr ax
= = = =
e 99 nr ek 99 nr

/®\y}—eﬂg f}a\g’—fl_lg

+Ry

R #(el‘lg)ﬂfﬂg) R F(el‘lg)ﬂfﬂg)

e g f g

2 }(emgmfng)

et f 9

(e+f)Mgt (eMg)+(fryg)

e

+Ry

+L

nL

o (x/-) a-b*-c = sup,c,a-b"-c Pour trois expressions e, f et g, il est clair que pour tout n,
Fel.Mfm.Tgn < el T f . Fglcar ™ f*7 < T f*1. Maintenant, si on a un élément "h™ tel que pour tout
n, Tel-Tfm.Tg7 <ThT (c’est-a~dire pour chaque n une preuve de e- f™-g = h), alors on obtient par xL
une preuve de e f* - g F h, ce qui montre bien que "e-" f* - Tg7 est le supremum des "e- T f . T g7
dans £. Le méme raisonnement marche pour l'axiome (x/I1).

Ainsi £ est dans dACTL*. Supposons maintenant qu’on ait deux expressions e et f telles que dACTL* E

e < f. Alors dans L en particulier, ou on interpéte les variables libres ¢ € ¥ de e et f par "a € L, on a
Fe? < T f7, ce qui par définition signifie que dACTL,, F (et f).

O

On s’intéresse & présent & la complétude de dACTL,, vis-a-vis de la sémantique relationnelle sur certains
fragments de ACTL.
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3.3.1 Complétude sur KL et KL={1.T}

Un terme primitif de KL est un terme sans connecteur disjonctif 0, + ou *. Un terme primitif v s’identifie
avec l'unique arbre I' de dACTL,, ou tous les termes (au niveau des feuilles) sont des symboles de ¥ tel que
[[] = u. Etant donnée une expression réguliére e de KL, on définit par induction sur e son ensemble de termes
primitifs, noté gt(e) :

gt(a) = {a} (aex) gtl)={1} gT)={T}
gt(f-g) ={s-t|segt(f).tegtlg)} at(frg)={snt]secat(f)tecatlg)}
gt(0) =@ gt(f +g) =at(f) Ugtly) gt(f*) = U,e, 8t/

Il est facile de voir que dans n’importe quel treillis de Kleene x-continu A ou les symboles de ¥ sont
interprétés par des éléments de A, on a :

e=sup{u | u € gtle)}
Il est par ailleurs possible de montrer sans trop de difficulté le lemme suivant :
Lemma 2. Soient e et f deux expressions régulieres de KL. On a alors :
dACTL, F (eF f) < VYuegtle) Jvegt(f) dACTL, F (ubFv)

Pour obtenir un théoréme de complétude sur le fragment KL, il suffit donc de voir que pour tous u, v termes
primitifs de KL, REL F u < v entraine dACTL,, F (u F v). Pour ce faire, on recourt & une interprétation
classique ([8] et [2]) faisant d’un arbre " de dACTL,, un graphe orienté série-paralléle avec arcs étiquetés par
des expressions réguliéres, noté G(I'), avec deux points distingués ¢ (I’entrée) et o (la sortie) :

L= 0

e G(@ = * Unseul point qui est & la fois I'entrée et la sortie.
L 0
e G(p)="* ® Une entrée et une sortie déconnectées.

L e o
e Gle)=* ® Une entrée et une sortie reliées par un arc étiqueté par e.

e G( R )= & s G(T) et G(A) sont concaténés dans cet ordre en fusionnant

r A
la sortie du premier avec ’entrée du second.

o G( p\ Y= & e G(I) et G(A) sont mis en paralléle en fusionnant leur entrée et leur

sortie.
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En particulier, un terme primitif v de KL se voit comme arbre et donc comme un graphe série-paralléle
G(u) étiqueté par des symboles de . (voir par exemple la figure 6). En fait, ces graphes peuvent étre vus
comme une généralisation des mots finis sur ¥ lorsqu’on ajoute la conjonction M et la constante T. Il existe
d’ailleurs une généralisation des automates finis, les automates de Pétri, capables de reconnaitre des langages
de graphes série-paralléles (Pour plus de détails, voir )

On dispose du lemme crucial suivant :

Lemma 3. Soient u et v deux termes primitifs de KL. Alors REL F u < v si et seulement si il existe un
morphisme de graphes préservant les étiquettes des arcs h : G(u) — G(v).

Si les termes w et v ne contiennent ni 1 ni T, on peut montrer qu'un morphisme A : G(u) — G(v) se reléve
en une preuve dACTL,, F (u F v), de sorte que sur le fragment KL-{LT} (ot Von interdit les constantes 1, T
et ou I'étoile de Kleene est remplacée par sa variante transitive stricte *), le systéme dACTL,, est complet
pour la sémantique relationnelle :

Theorem 6. Soient e et f deux expressions régulicres de KL=1LT} . Alors on a :
RELEe< f < dACTL,F (et f)

En revanche, on continue de trouver des contre-exemples & cette complétude en présence des constantes
1, T,comme T-a-T:-b-T=T:b-T-a-Tet1lMNaMb= (1Ma)-(1Mb). La solution consiste alors a renforcer
dACTL,, en prenant pour la relation < de la régle structurelle gauche non pas les régles structurelles usuelles
mais la relation :

'aA & 3Jh:G(A)—gI)

On note dACTLY le systéme de séquents ainsi obtenu, qui est complet pour la sémantique relationnelle sur
KL :

Theorem 7. Soient e et f deux expressions régulieres de KL. Alors :

RELEe<f < dACTLIF (ek f)

3.3.2 Questions ouvertes pour ACTL

Nous avions vu auparavant comme frein & la complétude légalité ((a — a) — 1) = (a — a) —o 1.
Cependant, avec le calcul dACTLY, cela devient prouvable. En revanche, d’autres problémes plus profond
rendent la complétude impossible, comme (((T —o a) o— T) —o b) + a = T. En effet, cette égalité est
classiquement vraie mais pas intuitionistement. Or dACTL,, et dACTL¥ sont par essence intuitionistes (Les
lecteur intéressé par ce point pourra consulter le rapport de stage a ce sujet. L’idée essentielle est que notre
calcul de séquents est limité par le fait de n’avoir a droite qu'une formule et non un arbre). Il convient donc
de retirer T, et par la méme occation 0 puisque 0 —o a est équivalent & T.

Il semble néanmoins que dACTL¥ demeure incomplet sur le fragment sans constantes ACTL= {5 T}, Voici
un exemple qui semble invalider ’hypothése de complétude :

RELFE ((f+9) o= b)Na)-((b-¢)Nd) - ((¢c — (h+i))Me) < (f-h)+(a-((b-9)11(d-€))) + (((g-¢)TT(a-d)) -¢)

ou a,b,c,d,e, f,g,h,k € 3. La preuve de ceci peut s’effectuer de maniére "visuelle" ; voici le graphe associé
au terme de gauche :

En instantiant la variable du quantificateur universel des formules (f 4+ g) o— b et ¢ — (h + %) sur le point
le plus élevé du graphe, les hypothéses a montrer sont triviales (b < b et ¢ < ¢) et on obtient alors le graphe
suivant, qui remarquons-le au passage n’est pas un graphe série-paralléle :
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11 est alors clair que dans chacun des quatre cas induits par les deux sommes f+g et h+k (remplacer dans le
graphe f+ g par f ou g et h+k par h ou k), au moins I'un des trois graphes suivants s’envoie par morphisme
dans le graphe obtenu :

b { g c
f h ,L<:> <>,L.
*——0— 0
d e a d

D’ou linclusion RELE (((f +g) o—b)Ma)-((b-c)Nd)-((c— (h+i))Me) < (f-h)+ (a-((b-9)M(d-€))) +
((g-9) M (a-d)-e).

Il semble en revanche raisonnable de penser qu’une telle inclusion n’admet pas de preuve dans dACTLY,
puisque dans ce systémes tous les graphes correspondants aux arbres doivent étre série-paralléle. Or il semble
que quelles que soient les régles morphismes appliquées avant d’étre contraint d’utiliser —o L ou o— L,
la structure série-paralléle du graphe ne puisse étre conservée si I'on souhaite instantier les variables de
(f+g) o— bet c— (h+ k) "au bon point" : autrement dit cette structure série-paralléle impose trop de
contraintes de sorte que les régles —o L et o— L ne sont pas assez expressives.

La question de la complétude de dACTL,, vis-a-vis d’autres fragments de ACTL doit encore étre étudiée
et compléterait de nombreux résultats déja connus dans le domaine (par exemple, [4], [5] et [1]).
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