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Résumé

Les unités elliptiques ont un role crucial dans les calculs sur les courbes elliptiques sur
un corps quadratique. Elles correspondent, via une représentation simple, au générateur de
ce groupe de type fini sur Z. Lorsque le corps est quadratique réel, la construction de telles
unités se fait par introduction d’une mesure sur un espace X. Cette mesure est caractérisée
par certaine spécification de FEs la série d’Eisenstein standard de poids 2 et de niveau 1.
Son évaluation sur une base correspondent & une variation de niveau et ces moments & une
variation du poids.

1 Formes modulaires classiques

1.1 Quelques généralités

Le demi-plan de Poincaré est noté H := {z € C;Im(z) > 0} et le groupe de Hecke de niveau
N se note Io(N) := {(2}) € SLy(Z); N|c}.
Une action de SLy sur H est alors donnée par : (25).z = Zjis
Une application holomorphe f : H — C est appelée forme modulaire de poids k et de niveau N
des lors que :

Yy =(2}) €To(N), f(v.2) = (cz + d)* f(2),

a f(’YZ) 2imnz/h
V’yz(cg)ESLQ(Z),3h€Z>()7m:ZaZe / .

n>0



De plus, une forme modulaire est une forme pointe si : Vy € SLy(Z),a = 0.
Le C-espace vectoriel des formes pointes de poids k et de niveau N est noté Sy (V).

Une application f € Si(N) est 1-périodique, en effet f(z +n) = f(({1).2) = f(2).
Le développement en série de Fourier, f(z) = Y a,e*™*, permet de définir alors la série de

Dirichlet :
L(f,s):= Zann_s.
n>0

Un calcul simple de transformée de Mellin donne la relation plus intrinseque :

/OOO (i) s~ rdt = (2r) °T(s)L(s, f).

Proposition 1. L’ensemble des orbites Yo(IN)(C) := H/To(N) est une surface de Riemann dont
les pointes sont en bijection avec P1(Q)/To(N).

On note désormais H* := HUP1(Q).

La surface obtenue Xo(N)(C) :=H*/To(N) est une surface de Riemann compacte.

Et S5(N) — QY(Xo(N)(C)), f — wy := 2inf(z)dz est un isomorphisme.

Définition 1. Les opérateurs de Hecke sont définis comme les endomorphismes continus des
fonctions holomorphes sur H donnés, pour p premier, par :
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1.2 Lien avec les courbes elliptiques

Définition 2. Pour une courbe elliptique E définie sur Z, on dispose de la réduction modulo p
pour tout entier p premier. Elles permettent de définir le conducteur N de la courbe E puis les
entiers a, :=p+1—#E(F,) si E a bonne réduction mod p et 0, 1 ou -1 selon la dégénérescence.
La série de Dirichlet suivante permet de les combiner et d’étendre la définition des a, pour n
entier naturel quelconque :

L(E,s) := H(l —app S +pt2) 7t H(l —ap )t = Z apn”’.

ptN p|N n>0

Théoréme 1 (Eichler-Shimura). Soit f € S5 (N) une fonction propre normalisée & coefficients
de Fourier entiers. Alors il existe une courbe elliptique E; définie sur Q telle que L(f,s) = L(Ey, s)

Remarque 1. La démonstration du Théoréme 1 donne lieu & une paramétrisation ®y : H/To(N) —
E;(C). On recherche ainsi les w € H/To(N), appelés unités elliptiques, s’envoyant sur les généra-
teurs du groupe de type fini Ef(K) pour K extension finie de Q.

Théoréme 2 (Wiles). Pour toute courbe elliptique E définie sur Q de conducteur N, il existe
une forme modulaire f € Sa(N) telle que L(E, s) = L(f,s).
De plus, E est Q-isomorphe a Ey.

Corollaire 1 (Fermat-Wiles). Pour tout n > 2, il n'existe pas de solution entiére non trivial a
Uéquation a™ + b"™ = c".



1.3 Unités elliptiques pour un corps quadratique imaginaire

Définition 3. Une fonction holomorphe sur H/To(N)(C) qui ne s’annule pas et qui se prolonge
en une application méromorphe o Xo(N)(C) est appelée unité modulaire pour To(N).

Exemple 1. Soit A la forme modulaire de niveau 1 et de poids 12.
Z) .= QH(l _ qn)24 otl q= 621'71'2.

Pour tout diviseur 6 = 3,y nald] € DY, de degré 0, As(z) = [y Aldz)" est une unité
modulaire pour T'o(N).

Soit K = Q(7) corps quadratique imaginaire tel que 7 € H.

Soient My(N) C Ms(Z) ensemble des matrices triangulaires supérieures modulo N et O, :=
{(28%) € My(N);ar + b = 7(cT + d)} le sous-anneau de My(N) identifié & un sous-anneau de C
via Iapplication : (2 Y) — c¢7 + d. Il est isomorphe soit & Z soit & un ordre de K.

Pour un ordre O de K fixé de discriminant —D premier & N, le sous-espace H® := {7 €
H tel que O, = O} est préservé par ['g(N). L’ensemble H® /To(N) ainsi considéré est alors fini.

Décomposant 7 = u + iv, la forme quadratique Q,(z,y) = v~ (x — y7)(x — y7) permet de
définir @) la forme quadratique primitive qui lui est proportionnelle.

Ainsi Q,(z,y) = Ax? + Bay + Cy? vérifie : A > 0, N divise A, B2 —4AC = —D et A, Bet C
sont premiers entre eux.

Le théorie des corps de classes fournit une extension abélienne H/K et une application rec :
Pic(0) — Gal(H/K), BNO — (Frg)~t.
L’unité u(d, 7) := As(7) vérifie alors u(d,7) € Og[1/N]*

Définition 4. Soit (g(s) := > Q(m,n)~*° ot Q est une forme quadratique. La fonction

(m,n)#(0,0)
zeta associée a l'unité modulaire Ags est alors :

¢(0,1,8) and *Cou. (s
AN

pour T € H quadratique et Re(s) > 1.

Théoréme 3. Soit 7 € HO /Ty(N).

La fonction ((d,7,s) se prolonge de maniére holomorphe au plan compleze sauf en s =1 o1 elle
admet un pole simple.

De plus elle s’annule en 0 et :

1
¢'(6,7,0) = T log Normg g (u(6,7)).

1.4 Conjectures de Stark

Soient K un corps de nombres et x un caractere de Dedekind généralisé pour l'anneau de
Dedekind Og. On dispose de la fonction L associée a x :

(1)
):Z]\)/'(([ ZXIkZN

ICOxK I=I;

ou CI(K) = {I4,...,I,} est le groupe des classes d’idéaux de K et I = I}, si et seulement s’il existe
a € I, tel que IT, ' = (a).
11 est alors naturel de considérer la fonction zeta partielle associée a I, € Cl(K) :

(s, Ix):==>_ N N(I)™* > N(a)~

I=Iy a€l}



Pour K = Q(7) quadratique imaginaire, tout I € CI(K) est un ordre de K. Supposons 7
choisi de sorte que I, = Z + 7Z, alors :

(s, 1) =Y N(Ip) *Ngjglm+nr)™" = > Q-(m,n)~".

On peut tordre cette définition pour annuler ((s, I;) en s = 0 grace a un diviseur § € DY; et alors
la formule limite de Kronecker vu précédemment donne :

1
C(/S(Oa Ik) = CI((S? T, O) = _E log NC/R(U(67 T))
ou u(d, ) est une unité dans H, le corps de classe de Hilbert de K. Ce résultat nous suggere la
généralisation :

Conjecture 1 (Stark). Pour tout corps de nombres K, pour toute fonction zeta partielle ((s,I)
associée a une classe d’idéauz de K (resp. au sens étroit), si ((0,1) = 0 alors il existe une unité
u(I) du corps de classe de Hilbert de K (resp. au sens étroit) telle que :

¢'(0,I) = logu(I)].

Lunité u(I) est appelée unité de Stark.

2 Construction d’une p-unité pour un corps quadratique
réel
Etant donné qu’il n’y a pas de point de K dans H, on privilégie 'analyse p-adique.
Soit p un nombre premier inerte sur K (ne divisant pas N) totalement décomposé sur H le corps
de classe de Hilbert. Soient Q,, le complété de Q pour la norme ultramétrique |.|, et C, le complété

de sa cloture algébrique @,. Un plongement de K dans C, est fixé. Soit H,, := P1(C,) — P1(Qp)
le demi-plan supérieur p-adique. On préfere 'action d’un plus grand groupe que I'o(N) sur H,, :

I':={(¢]) € SL2(Z[1/p]); Nlc}.
Pour un 7 € H,, N K, on associe désormais un ordre dans Mq(N)[1/p] par :
O; :={(2b) € My(N)[1/p] tel que at +b = 7(cT + d)}.
11 est identifié & un Z[1/p]-ordre dans K permettant de définir :
HS = {1 € H, tel que O, = O}.

ou O est un Z[1/p]-ordre dans K fixé.
L’ensemble Hf est préservé sous l'action de I' et Hz(? /T est fini.

2.1 Formes analytiques rigides

L affinoide standard de H,, est Iensemble A := red™*(Py(F,) — P1(F}))

ou red : P1(Cp,) — P¢(Fp) est la réduction modulo I'idéal maximal de ’anneau des entiers de C,,.
Ceci se traduit par la description en termes de normes p-adiques :

A={reHy|l/t|p >1et |r—t], >1,Vt=0,...,p—1}.
On dispose alors de la famille des affinoides étant 'orbite de A par PGL2(Q)).

Définition 5. Une application f : H, — C, est dite analytique rigide si sa restriction a tout
affinoide est limite uniforme d’applications rationnelles dont les péles sont hors de Uaffinoide.
De plus une forme analytique rigide de poids k sur H,/T' est une application analytique rigide
f sur 'H, vérifiant :
f(yr) = (et + d)* f(7) pour tout v = (¢ 4) € T.

L’ensemble de ces formes est noté Si(T").



Comme dans le cas classique, S3(I") peut étre identifié avec 1’espace des formes différentielles
analytiques rigides de H,,/I". Ainsi la dimension de S3(I") sur C, est le genre g de la courbe H,/T.

Toutefois 1'utilisation de ces formes est moins pratique que dans le cas classique. On construit
ainsi une nouvelle représentation via certaines mesures sur P1(Q,).

2.2  Mesures sur P;(Q,)

Définition 6. Tout ouvert compact de P1(Qp) peut étre recouvert par un nombre fini de boules
ouvertes compactes de la forme :

B(a,r) :={t € P1(Q,) tel que |t —al, <p~"}
B(oo,r) :={t € P1(Qp) tel que |t|, > p"}

Une mesure sur P1(Q,) est une application additive bornée :
w:{U C Pi(Qp) ouvert et compacty — C, telle que u(P1(Qp)) = 0.

Une telle mesure permet de définir lintégrale sur P1(Q)) d’une application continue A : P1(Q,) —
C, par :
AOdu(t) == Tim S Mta)n(Ua).
/]PI(QP) CI{UO&;
ot la limite est prise pour des recouvrements de plus en plus fins par des ouverts compacts disjoints
et ou t, est un point quelconque de U,,.

Lemme 1. Soit p une mesure sur P1(Qp).

Alors Uapplication définie par f,(z) := flP’l(Q ) duif? est analytique rigide sur H,.
P

z
De plus, si p est I'-invariante alors f,, est une forme analytique rigide de poids 2.

Théoréme 4 (Schneider-Teiltelbaum). L’application Mes(P1(Qp),Cp)t — S2(T),
w— fu est un isomophisme de C,-espace vectoriel.

Remarque 2. Ce théoréme permet de définir So(I')% comme étant limage de Mes(P1(Qy), Z)'.
C’est l'analogue de l’ensemble des formes modulaires a coefficients de Fourier entiers.

Lunité elliptique étant ’évaluation d’une forme modulaire a coefficients de Fourier entiers
dans le cas imaginaire. On utilisera ici l’intégration sous une mesure de Mes(P1(Q,),Z)".

2.3 Intégration sur H,

Soit log,, : C;¥ — C,, une branche du logarithme p-adique. C’est 'homomorphisme de groupe

2

étendant la formule log,(1 — 2) = > %~ au voisinage de 0 et vérifiant log,(p) = 0.

Définition 7. L’intégrale multiplicative d’une fonction analytique rigide f € So(T')% entre 71 et
Ty de 'H, est définie par :

T2 . t—TQ L . t — T2 s (Ue)
]€1 f(2)dz .—]{Pl(Qp) (t — Tl)d,uf(t) = C:h{n(}a}l;[ <tz — 7_1) .

De plus cette intégrale vérifie les propriétés classiques de Cp-linéarité par rapport a l'intégrande
et d’additivité par rapport aux bornes d’intégration.

Application : L’intégrale multiplicative permet de définir :
dyp :Div®(H,) — Hom(Sa(T)%, C,) =~ (Cy)Y
D

De plus l'image de Ker(Div'(H,) — Div’(H,/T)) par cette application est un réseau A de
Hom/(S>(T)%,C)).
Ainsi @y, : Div®(H,/T) — (C)9/A devient une paramétrisation semblable au cas classique.



2.4 Séries d’Eisenstein
Dans cette partie, on introduit une famille particuliere de formes modulaires.
Définition 8. Les séries d’Fisenstein standards de poids k pair sont données par :
(k—1)! 1 B = 0
Ei(2) = 5ok e = o _1(n)e? ™=,
k() 2(2im)k Z (mz +n)k 2k ng 1(n)
(m.,n)#0 n=1

Remarque 3. La premiére formule permet de voir que Ej est une forme modulaire formelle de
poids k pour SLa(7Z).

Lemme 2. Les fonctions A et Es sont reliés par la formule :
dlog A(z) = —24.2imE5(z)dz.

Proposition 2. La série d’Fisenstein Eo est un vecteur propre de T}, de valeur propre p + 1.
1l suit que dlog A et dlog As sont aussi vecteur propre.

Définition 9. On considére une nouvelle unité modulaire mieuzr adaptée :
A5(2) = As(2)/As(p2).

Remarque 4. On peut ajouter une condition supplémentaire a 6 =3 nald] : 34y dna = 0.

1l existe alors un & € P1(Q) tel que As n'a pas de pdle ni de zéro sur TE et comme p est premier
a N alors T =To(Np)é.
Et A} est bien une unité modulaire pour I'o(Np).

Corollaire 2. Les formes différentielles logarithmiques peuvent s’exprimer par :
dlog As(z) = 2imFa(z)dz et dlog A5 (z) = 2inFy (2)dz.

ot Fy est une série d’Eisenstein de poids 2 pour T'o(N) et Fy pour To(Np).
De plus le Lemme 2 permet d’établir les formules :

Fy(z) = =24 " dnyEs(dz) et Fy(z) = Fy(z) — pFa(p2).
d|N

2.5 Définition de u(d, 1)

La construction qui suit est di est Darmon (voir [3]). Il choisit de remplacer I’évaluation simple
de As par lintégration dans un domaine connu.

Définition 10. Les symboles modulaires sont les fonctions sur GE x GE a valeurs dans Z, (r, s) —
m{r — s}, vérifiant la propriété de transitivité suivante :

m{r =t} =m{r — s} + m{s — t}.

On note Mg¢ l'ensemble de ces fonctions.
Précisons la définition pour un G-module M, Mge(M) est alors l’ensemble des fonctions sur
G¢& x GE a valeurs dans M vérifiant la propriété de transitivité et muni de l'action définie pour

9 € G par (gm){r — s} = g(m{g~'r — g~ 's}).
Proposition 3. Il existe une unique famille de mesures ps{r — s} a valeurs dans Z sur P1(Q,)
indexée par r,s € I'€ vérifiant :

ps{r — s}(P1(Qp)) =0,

1 s N
pslr = sH2y) = 51 [ dlog 85(0).

r

ps{yr — yst(yU) = ps{r — s}(U).



Définition 11. Intégrale double
Pour 1,7 € H, et r,s € I'E, on définit :

T8 t—T1
[ aosas=f (= Rdustr — sy
T Jr P(Q,) 7T

Cette intégrale multiplicative a un sens car us est a valeurs entiéres.

Remarque 5. L’intégrale double est invariante sous action de I' au sens ot :

Y72 s T2 s
/ dlog Ag :][ / dlog Ag.
v JAr T Jr

De plus il y a additivité des bornes par rapport aux deux variables.

Définition 12. Soit K, le complété p-adique de K. Pour 71 et 1o dans K, N H,, lintégrale
multiplicative est limite d’éléments de K¢ donc a valeurs dans K.
Ceci permet de définir le 2-cocycle k, € Z%(T, K)) par la formule :

Y1iT YT
Kr (71, 72) 2][ / dlog As.
0% T

1727

ot T € HpNK, et x € I'E est un point base.
L’action de T’ sur pr est ict prise triviale.

Proposition 4. On peut expliciter le changement de point base de I'E.
Pour tout z,y € I'¢, il existe p,, € Z'(T, K)) scindant k. [k, (on place ici en indice le point
base de I'€). De plus pg,, est trivial sur I'; le stabilisateur de T dans T'.

Démonstration: Un calcul simple montre que p, () = )" [Y dlog As scinde k, /£, qui est
bien trivial pour tout ~y stabilisant 7.

Pour définir 'unité u(d, 7), il nous faut scinder x.. Pour cela, il nous suffit de construire une
mesure au-dessus de ug sur un espace de dimension 2. Cela généralise le travail de Washington
dans le chapitre 12 de [11]. Cette partie utilise des idées de Greenberg et Stevens (Voir [8]) relevant
certain symbole modulaire et de Dasgupta (Voir [6]) Pappliquant & notre cas.

Soit X := (Z, x Zp)' I'ensemble des couples (x,y) primitifs (i.e. z et y ne sont pas tous les
deux divisible par p). Il existe notamment une application 7 : X — P;1(Q,). Elle est GL2(Z,)-
équivariante et les fibres de 7 sont stables sous I'action de Z,.

Proposition 5. Il existe v € Mre¢(Mes(X,Z)) un symbole modulaire de mesure sur X étant
To(N)-invariant et vérifiant :
Vr,s € T'E,
v{r — s}(Z; X pLy) = ps{r — s}(P1(Qp) — Zp) = —p{r — s}.
ou Y{r — s} := 5 [” dlog A} € Mre.
Démonstration: Il suffit de trouver un élément v de M := Mrp¢(H®(Io(N), Mes(X,Z))) au

dessus de ug. On décompose cet espace.
Soient X,, := (Z/p"Z x Z/p"Z)' des couples primitifs au sens précédent. Ainsi X = lim X,

permet de décomposer Mes(X,Z) = lim Mes(X,,,Z).

Soient T'y(p") = {4 = ({9) mod p"} et T, := T'o(N) N T1(p"). L'application surjective
¢n 1 To(N) — Xp, (25) — (2) donne I'isomorphisme suivant : Io(N)/T;, ~ X,.
La famille des symboles modulaires I',,-invariant définit par :

on{yr = vst =v{r - s}{z € X;2 = (%) mod p"}), oy =(24).
constitue une suite compatible codant exactement la mesure v des lors que :

Vn >0 Z Ont1{yr — s} = o {r — s}.
V€L /Trt1



La condition devient alors ¢y = .
On définit une série d’Eisenstein E3 de niveau p" N par :

Ej(z) = 121p” —l—Z Z le2imHz,

k=11=1modp™

>0
On lui associe les séries tordues par ¢ : F3'(2) := =24}y dnaE3 (dz).
Le symbole modulaire ¢, {r — s} = ;L [ FJ!(z)dz convient alors comme suite compatible
relevant 1.

En effet on a la modularité de E3 en I',, et la relation pour tout n > 0 :

p—1
E3(z) =Y (1+ap™) By (1 +ap")2).
a=0
On obtient par un calcul analogue :
p—1
Ey(z) = z aF;(az) + pEay(pz).
a=1

Ainsi les mémes égalités sont valides pour les F' et Fy(z) = Zz;} aFj(az).
D’ou pour tout r,s € I'(, on a :
—1 * —1 rs _ _ s *
e {(§2)r = (82)sh = 5 X0n [ Fi e 2)a dz = of [ Ff (2)ds = v{r — s}

Remarque 6. Il existe un opérateur U, sur les symboles modulaires analogues a T, donné par la

formule :
p—1

0 0
(Updn){r — s} == Z(bn{(i]\fp" T — (i]\/?p” 1)sh
i=1
Les séries d’Fisenstein Fy et F3' étant vecteur propre de T}, de valeur propre p + 1, les symboles
modulaires 1 et @, sont stables par U, par la formule liant les opérateurs de Hecke :Ug —T,Up +
Sp = 0. On obtient ainsi Uppn = @n.
La To(N)-invariance signifie : YU C X,Vy € T'y(N),

v{yr — vs}(yU) = v{r — s}U).
Et la décomposition en composantes disjointes Qi — {0} = U p*X permet d’étendre chaque
mesure 4 Q2 — {0} par la formule : <
v{r — s}(pU) = v{r — s}U).
Proposition 6. Le symbole modulaire v est I' invariant :
v{vyr — vs}(yU) = v{r — s}(U),YU C X,Vy € T.

Démonstration: Soit P := (5 ?) La décomposition du groupe I' =< P~y P":vy € I'o(N),n >
0 > et la symétrie en les coordonnées dans X permet de réduire le calcul au cas ou a premier a p,
c multiple de p et U := {z € X;2 = (¢) mod p"} CZ) X pZy :

v{Pr — Ps}(PU) = (Uppn){(23)r — (23)s} = v{r — sHU).
Par 'invariance de la suite ¢,, par 'opérateur U,,.

Corollaire 3. Pour tout ouvert compact U de P1(Q,),

v{r — s}(wilU) = ps{r — s}U).

On dit que le symbole modulaire v reléve .



Démonstration: Les translatés par I' de P1(Q,) — Z, forment une base des ouverts compacts
de P1(Qp). Et Vy € I, 771 (yU) = (7~ 'U) par I'-équivariante de 7.

Définition 13. On définit une forme modulaire de poids k pair pour To(N) adaptée a As par :

Fi(z) = =24 _ dnaEg(dz).
d|N

et une forme modulaire de poids k pair pour I'o(Np) adaptée a A} par :
Fj(2) = Fi(z) — p" 1 Fy(p2).

Proposition 7. Les moments des mesures v{r — s} peuvent étre exprimés grace auz séries
d’Eisenstein par :
Vh € Z[x,y] homogéne de degré k — 2,

/Xh(:v,y)dl/{r — sHz,y) = Re((l —p*?) /TS h(z, 1)Fk(z)dz).

La famille vérifie alors la propriété :
S
/ h(z,y)dv{r — s}(z,y) = Re(/ h(z, l)F,:(z)dz)
ZP><Z;>,< T
Proposition 8. SiT € Hf C K etr,s €' alors :

pr() = é (2 — yry)du{r — 7r}(z, ), ¥r € TE.

scinde le 2-cocycle k..

Définition 14. Le théoréme des unités de Dirichlet permet d’affirmer que l’anneau des unités de
Ok est de rang 1 car il y a 2 plongements réels. Ainsi on définit v, € O, engendrant les unités de
O;. La correspondance entre Mo(N)[1/p] et K, assure l’existence de v, engendrant le stabilisateur
T, de 7 dans T et l'unicité au signe pres (i.e. de la paire {y;,v;1}).
Ceci permet de définir :
w(0,7) = pr(vr) € K;.

3 Fonctions zeta et Conjecture de Gross-Stark

3.1 Fonctions zeta

Soit o € Gal(K/Q) non trivial. Soit Q,(z,y) la forme quadratique proportionnelle & (x +
7y)(x + o(7)y) de discriminant D.
On définit g engendrant le sous-groupe de SL(Z) stable sous la forme Q et Wy = (Z2 —

{0})/ < >

Définition 15. La fonction zeta associée a une forme quadratique @ est :

Cols) =" > sgnQ(m,n)|Q(m,n)|~".

(m,n)eEWq

Et pour T € Hz(?’ la fonction zeta associée a ['unité modulaire As est :

¢(o,1,8) = Z nad®Co,, ().

d|N



Proposition 9. Pour tout n entier naturel impair,

v+
12¢(6, 7,1 —n) = Qr (2, 1)" 1 Fy,(2)dz.
3

On trouve une démonstration simple de cette proposition dans [5].
Définition 16. Soit l'application < . >: 2 — 1+ pZy,x +— cx ot € est ['unique racine (p — 1)-
ieme de l'unité tel que ex € 1 + pZ,.

La fonction zeta p-adique est définie pour T € Hg) et s € Zy, par :

G6m8) = 15 [ < Qrlan) > dvle = 1} a)

Théoréme 5. Si T € Hz? alors :

1
C}l)(dv T, O) = _E logp NKP/QPU((S) T)'

Proposition 10. Pour tout entier n négatif tel que n =0 mod (p — 1), les fonctions zeta sont
reliées par :

Cp((sv T, n) = (1 - p72n)g(5’ T, TL)
De plus ces équations suffisent a définir (,(0,T,s) par interpolation.

L’étude du cas K quadratique réel & donner lieu & une conjecture de Gross (voir [9]). Il utilise
alors des fonctions zeta p-adiques qui s’annulent en s = 0 par construction, ou p est choisi comme
précédemment non ramifié dans K et HT est le corps de classe de Hilbert de K au sens étroit.
Conjecture 2 (Gross-Stark). Soit p premier de K tel qu’il se décompose totalement dans H.
Ainsi H s’injecte dans K.

Il existe une p-unité v € Uy+, = {x € H";||z||q = 1 pour toute place q ne divisant pas p}
telle que :

(;,(5, 7,0) = log, Nk, /g, (u)-

La p-unité u est ici appelée unité de Gross-Stark.

3.2 Conjecture de Darmon-Dasgupta

Le théoreme 10 donne une formule du type recherché dans la conjecture de Gross-stark pour
K quadratique réel. Il manque alors le fait que u(d, 7) soit une p-unité.

Darmon et Dasgupta introduisent dans article [5] une nouvelle conjecture impliquant celle
de Gross-Stark. L’avantage de leurs méthodes est qu'ils explicitent la p-unité u(d, 7) qui est ainsi
calculable par ordinateur.

Comme dans le cas classique, il existe H' /K une extension abélienne et
rec: Pict(O) — Gal(H" /K).
ot Pict(0) := {O sous-module projectif C K}/K7. On dit que H" est le corps de classe de
Hilbert de K au sens étroit.

On dispose d’'une action de Pict(0O) sur HS/F notée *.

Conjecture 3 (Darmon-Dasgupta). Si T € HS /T, alors lunité u(5,7) € Ou[1/p]* /U, et :

u(6, a% 1) = rec(a) 'u(s,7) (mod U), Ya € Pic™(O).

Proposition 11. Soient 7o, € Gal(H'/K) la conjugaison complexe et T € Hf. Si la Congecture
3 est vérifiée alors :
Toott(6,7) = u(6,7) 7t
Le nombre u(d,7) construit dans K, est alors une p-unité de H le corps de classe de Hilbert au
sens €troit de K.
Ainsi la Congecture de Darmon-Dasgupta implique celle de Gross-Stark.
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