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1 Introduction

Soit € R? une variété riemanienne a bord. Considérons I’équation Schrédinger non-
linéaire défocalisante posée dans {2 avec la condition de Dirichlet :

10w+ Au = |u|*u,
{ it _ 0

ult=0 = ug, U |oa=0.
Le domaine de définition du Laplacien de Dirichlet dans L?(9), pour © de classe C? est
H2(Q) (N H(Q). Le flot de cette équation conserve, au moins formellement, la masse et
Pénergie (voir T.Cazenave [6]).

De nombreux auteurs se sont intéressés a ’étude du probléme de Cauchy pour de telles
équations. Pendant longtemps, des résultats ont été obtenus dans le cas ou la variété est
R? (voir les travaux de J.Ginibre-G.Velo [7], T.Kato [9]) : en effet, des formules explicites
sont alors disponibles pour I’étude du semi-groupe d’évolution linéaire et elles permettent
d’établir une large classe d’estimations a priori : inégalités de Strichartz ou effet régularisant
(pour I'équations de Schrodinger dans ce dernier cas). Plus récemment, ces techniques ont pu
étre développées dans le cas de géométries non triviales (voir [4, 3] par exemple). Cependant
la situation reste loin d’étre aussi bien comprise que dans le cas de R?.

On se propose i¢i d’établir des résultats analoques pour (NLS) cubique en dehors d’un
ensemble convexe. L’argument principal est fondé sur une généralisation des inégalités de
Strichartz.

2 NLS dans R? :
Reésultats classiques

La solution de I’équation de Schrédinger linéaire sur RY
(z@t + A)U =0, u|t:0 =Ug € L2(Q) (2)

est connue explicitement,

1 7i\123\2u
)= oy [ mway 3)
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L’équation (2) induit un gain de régularité spatiale pour presque tout ¢ par rapport a la
donnée initiale que I'on peut écrire :

Ixu)llz2(o,r1:0) < Clluollze @)

Ici G est un sous-espace strict de L? (un espace des fonctions "réguliéres") et y une fonction
C2°. On appelle cette propriété effet régularisant. Pour R? on a montré I'effet régularisant
avec G = H?(R%).

Des estimations plus rafinées sont les inégalités de Strichartz ot on n’a plus des
informations ponctuelles, mais une moyenne en temps de la norme LI(R%) : si on note 4
le semi-goupe linéaire associé a 'opérateur de Schrodinger on a :

||€itAU0||LP(]R,Lq(]Rd)) < CHUOHLZ(Rd)’ (5)

U (p, q) est un d-couple admissible, i.e. p, ¢ vérifient la condition de changement d’échelle
B —|— E 2 et de plus 2 < p < et (p,q,d) # (2,00,2). On peut retrouver la condition de
d—adm1551b1hte grace a 'invariance de I’équation de Schrédinger linéaire sous le changement
d’échelle t — \?t, z — Ax. On appelle exposant critique a pour ug € H*(R?) I’exposant tel
que ’équation

10w + Au = |u|“u (6)

reste invariante par u(t x) — )\9 (A2, \z), ainsi que sa norme de Pespace H*(R?), ||[(=A)2ul| 2.
Cela implique s < 2 et 0 = =5 2 . La non-linéarité |u|®u est invariante par le changement
d’échelle mentionné, mais pour avoir une régularité H' il faut imposer o > 1.

Théoréme 1. Soient d >2, 1 < a < %5 et ug € H'(R?). Alors il existe une unique solu-
tion u € C(R, HY(RY)) N LY (R, Wh4(R%)), pour tous (p,q) d-admissibles, de I’équation :

i0ru 4+ Au = |u|*u,
U|t:0 = Ug.

(7)

Démonstration. On résout d’abord localement en temps par une méthode de point fixe. On
définit :

O(u)(t) := ety — i/o ei(t_T)A(|u(T)|O‘u(T))d7' (8)

Lemme 1. Pour T > 0 assez petit et ne dépendant que d’un majorant de ||ug||gr et pour
tout (p,q) d-admissible, l’application ® : B(0, R) — B(0, R) est une contraction pour un R
convenable, ot B(0,R) C C((=T,T), HY(R?)) N LP((-=T,T), Wh4(R?))

Ce lemme est basé sur l'inégalité de Strichartz. La conservation de la norme H' et le
fait que le temps d’existence donné par le lemme précédent ne dépend que d’un majorant
de |Jug|| g permet de réitérer I'argument au temps 7' et par induction d’obtenir I’existence
globale. O

Si dans le cas de l'espace tout entier on a des résultats qui décrivent assez bien le
comportement du flot, c’est grace aux inégalités de type Strichartz, qui traduisent l'effet
dispersiv du flot. Pour d’autres géométries, la difficulté d’obtenir de telles inégalités vient
d’une plus faible propriété de dispersion et du manque d’une représentation explicite de la
solution.
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3 NLS dans un domaine extérieur de R?
Présentation du résultat

Lorsqu’on rajoute un obstacle ©® on peut démontrer V'effet régularisant avec un gain
d'une demi-dérivée sous I’hypothése de non-capture (i.e. tout rayon optique sur Q = R®> —©
quitte tout compact de 0 en un temps fini) : si 90 # 0, pour tout y € C5°(R?) on a :

A < CllvollL2(0)- ©)

e 1
XS0l i
Des inégalités de Strichartz avec pertes ont été obtenues dans [4] pour les solutions de
I’équation de Schrédinger a l'extérieur d’un obstacle non-captant :

le"Suollzy . oy < Clluoll (10)

1 .
P (Q)
Le point clé dans la preuve est Ueffet régularisant (9), qu’on peut déduire grace a la connais-
sance des estimations de la rézolvante du Laplacien [4, Prop.2.2] :

Proposition 1. Vx € C®(R?) 3C >0, VAER, A\ >1,V0<e< 1 :
oyl C
IX(=A = (A £i€)") " xllr2@)—r2(0) < B

Pour |\| <1 la résolvante est un opérateur borné sur L*(Q)) de norme est indépendente de
A ete.

L’estimation (10) permet de montrer :

Théoréme 2. (N.Burg-P.Gérard-N.Tzvetkov [4, Thm.1]) Soit © C R3, un obstacle non-
captant compact de bord C*. On suppose o < 2. Alors :

(i). Pour ug € H}(Q) Uéquation (7) admet une unique solution globale u € C(R, H}(9))
qui satisfait de plus les lois de conservations ; Uapplication H} (Q) 3 ug — u € C((=T,T), H}(Q))
est lipschitzienne sur les bornés de HE(Q) pour tout T > 0.

(i). Pour a = 2 Uaffirmation précédente reste vraie si on impose que la norme |[uo|| g1 (o)
soit petite.

En suivant la stratégie de [4] j’ai obtenu dans [8] une amélioration de ce résultat dans
le cas d'un domaine extérieur & une boule de R? : j’ai demontré que 'affirmation (i) de
Théoréme (2) pour 'équation de Schrédinger cubique en dimension trois est en effet vraie
pour toute donnée initiale ug € Hg (). Ce résultat est une conséquence du théoréme suivant :

Théoréme 3. (O.lvanovici [8]) Soit © = B(0,1) C R? et Q son complémentaire dans R3.
Alors VT > 0 et pour tout (p,q) couple 3-admissible on a :

e uoll Lo (-.17,La2)) S ol , (11)

ot A désigne le Laplacien de Dirichlet sur €.
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4 Démonstration du Thm.2 & partir du Thm.3

On veut résoudre I’équation intégrale associée a (7) dans l'espace :
Xr = LFH;(Q) N LEW(Q)

avec 2 < p < %,Uzl—%etaveclanorme

lullxs = llull Lo g 0y + (1 = D) Full 12 o).

e On va se ramener a l'intervalle [0,7] pour tout 7' > 0; et on va noter LY. := L?([0,T]);
les preuves pour [—T, 0] découlent de la méme fagon.

Remarque 1. Pour 2 < p < 2 on a linjection continue Wl_%’q(Q) C L>(82) o (p,q)
3-admissible, car 1 — 5473 > % qui implique u € LL.L>(Q) pour tout u € Xrp.

A Taide de I'inégalité de Minkowski on trouve (avec ® définit dans (8)) :
l@)llzss mye) < C(lluollmyey + uullzy rrycen ) <

_2
C<|U0||H5(Q) llull g o el F e s oy + Tllull ooy ) + T ||u||L7°?Hé(Q)HUH%I}LN(Q)) <
2
C(lluoll @) + Tlhull e + (T'5 + ) ull, ) (12)
et d’autre part :

T
10-28)5 001 < C(I0-A)Fuol o+ [ [0-2)FAuP)uts)] g ) <
Hp? (@) Jo HEP (Q)

T _2
C(Jluoll sy (o) + / (1 ()3 () ey ) < C (ol + Tllulle + T ull, )
(13)
On choisit R > 4C||uol| g (o) et T t.q. 4C<T + (T + Tlf%)R2> < 1. De la méme maniére

on peut estimer
_z
@) = ®(0) xS llu— vl (T+ (T +T5)(A+ Jullk, + lollk,))  (14)

En prenant T éventuellement plus petit on a C(T+ (T—i—Tl*%)(l +2R2)> < 1, on en déduit

que ® est une contraction de B(0, R) C Xr dans B(0, R). Par le théoréme de point fixe il
existe un unique v € Xr t.q. ®(u) = u qui vérifie en plus (7).
e La définition de I'espace H7, est rappellée dans la section suivante.

5 Esquisse de démonstration du Thm.3

Pour montrer le Théoréme 3 on utilise les fonctions propres du Laplacien et la théorie
des fonctions de Bessel prés du bord pour en déduire un "effet régularisant" H 3t pour des
données initiales localisées en fréquence A > 0 dans un voisinage du bord de 2 de taille A™¢
avec a > 0 & déterminer. En dehors de ce voisinage on applique un résultat du a G.Staffilani
et D.Tataru [11] qui nous donne des inégalités de Strichartz classiques hors d’un voisinage

qu’on est & distance A% du bord.
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5.1 Rappel et notations

On considére la forme quadratique :
Q) = [ [Vufds
Q

de domaine H}, := D(Q) = H}(Q2), fermée sur son domaine ; I'opérateur autoadjoint associé
A est le Laplacien de Diriclet sur €2, de domaine H?(Q) N H}(Q). Le dual topologique de
H}(Q) se note H~1(Q) et c’est un sous-espace de D’(£2). On définit H ~*(Q2) par interpolation
pour s € [—1,0] et on a la dualité entre H*(Q) et H*(2) pour s € [0, 1].

Proposition 2. Soient d > 2 et Q@ C R? un domaine C*. Alors on a les inclusions
suivantes :

H&(Q)CLQ(Q),ZSqS% (g < o0 sid=2),

Hy(Q) CLUQ), 5~ L =32, s€0,1),

HpH(Q) cwhi(Q), § -2 =15, s€[0,1),
s+ L
Hp " (@ cw=(Q), Ly d=4 p>2 se0,1],

WeP(Q) C L>®(Q), s > %, p>1.

La démonstration découle des inclusions de Sobolev classiques en utilisant des opérateurs
de prolongement.

5.2 Localisation en fréquence

Pour démontrer 'inégalité (11) on va se ramener d’abord au cas des données initiales
localisées en fréquence et on va recoller les résulats a la fin. Soit ¢ € C§°((%,4)), ¢ = 1 dans
un voisinage ouvert de 1, A > 0. Par le calcul fonctionnel w(;\—?)u(x) sera par définition la
fonction dont la transformée de Fourier est w('i—f)a(g ).

Pour estimer la norme L?(Q) de la solution eimw(j\—?)uo de ’équation (2) il faut d’abord
regarder le probléme :

(10 + A)o(t, ) = v 55 X(@) (1) (15)
qui donne par Fourier en temps :
(7 + A)o(r,2) = 955 )x(@) (7, (16)

Pour —< hors d’un voisinage de 1 I'opérateur (—7 + A) est inversible et la norme de sa

résolvante est majorée par ﬁ ; en effet si on note I := [i, 4] on a :
T . 1, A
Le—r(=33)0(r) = (A= 1) (57 xS ()

de norme [[1g—7(—52)0(7)l|> S FELSa I f ()] 2.

On est ramené alors a résoudre I’équation (x € C§°) :

{ (A + /\2)77 = @D(%)Xf (17)

Oon =0
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5.3 Estimation dans un voisinage du bord convenablement choisi

Soit x € Cg°((—1,1)), x(z) = 1 sur (5, 2) et xa(.) := x(A®.); dans ce qui suit z, va
désigner la distance au bord de 2.

Proposition 3. On a pour tout T' > 0 et tout A >1 :

(Z) ||X>\1/}(;72A>IU||L%H5D+1(Q) < CAx 2 w(;\%)XAfHLzTHB(Q) (18)
pour s € [-1,1] et v(t) = fot ei(tff)Aw(j\—zA)XAde,
(i) [Ixre™ (58 )uol| < ONT 1 [Y(58)uol r2(0)- (19)

13, % ()
pour s € [0,1].

Remarque 2. La preuve montre que les constantes C' ne dépendent pas de T, c.a.d. que
les estimations sont globales en temps.

Pour démontrer la Proposition (3) on étudie d’abord la solution de 1’équation

{ (A + 2wy = x(\2,) f

20
wx]oo = 0. (20)

On demande que wy, soit sortante a l'extérieur de la boule B(0,1+ A~%), ou 1 > a > 0 sera
déterminé plus tard.

Remarque 3. Dans ce qui suit on va chercher des estimations de la norme L? de wy
en fonction de || f||12(q,) dans un petit voisinage Qx du bord, en utilisant une fonction de
troncature xx qui va s’annuler hors d’un intrevalle de taille \™*. On note qu’un rayon
transversal reste dans le voisinage 2y un temps ~ A\~%. Si le rayon est diffractif, le temps
passé dans Q0 est égal & A\™2. Cela encourrage de croire qu’on pourrait obtenir des bornes
de la norme L? de wy de la forme type \~(1T%).

Pour passer a la norme L? de la solution du probleme (15), v, on utilise le fait que la
transformée de Fourier défini une isométrie sur L>(R, H), pour tout H espace de Hilbert.

On se place dans le systéme de coordonnées polaires ot on note o la variable sur la
sphére S?~! et on décompose toute solution de I'équation (A + A2)w = 0 a I'extérieur de la
boule unité en harmoniques sphériques, c’est a dire sous la forme :

w= Z wy(r)e, (o),

ot {e, }, désigne la base orthonormale de L?(S?~!) formée des fonctions propres pour I’opé-
rateur de Laplace sur la sphére associées aux valeurs propres v. Les fonctions w, sont alors
solutions de I'équation (pour r > 1) :

(0 + 200, + 02 = ) Jun(r) = X = D)ol o
wu(l) =0

On trouve une formule explicite des solutions de (21) exprimée a l'aide des fonctions de
Bessel ; on obtient (aprés un calcul assez touffu..) des bornes de la norme L? de la forme :

Il follz2(1,140—2])
A+S

lwollz2(ri4a-a)) < C (22)
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ou la constante C' ne dépend ni de v ni de A. Cela aide & démontrer le point (i) de la
Proposition (3) dans le cas s = 0 et, par dualité, dans le cas s = —1. Pour s = 1 on écrit :

Ibowlaz @) = Ixawll g @) + 1AW |2 @)- (23)

On peut majorer le second terme de droite en ’écrivant :
AQnw) = xaAw + [A, xaxow. (24)
Pour montrer le point (i¢) de la Proposition (3) on utilise un argument de type 7™ : si on
note Ay lopérateur qui a uy € L?(Q2) associe x(/\o‘a:n)eimz/)(;\—?)uo, il faut montrer que A

l o . . . .
est borné de L?(2) dans L% H2(S2) de norme CA™ 1, ce qui revient & montrer la continuité
de son adjoint,

A0 = [ oG A (i,

_1 o ) . .
de LZH,2(Q) dans L?(2) de norme majorée par CA™1, ce qui est équivalent a dire que
A)A} définit par

A

(AN = [ 3N ) S0 (S0 (A, f(r)r

est continu de LZTHB% () dans LQTH% (€2) de norme CA~ 2. On voit qu’il suffit d’appliquer
(18) avec s = —1.

5.4 Estimations loin du bord

Dans cette partie on va chercher des estimations en dehors d’un petit voisinage de 1’obs-
tacle. L’idée c’est de construire une nouvelle fonction v = x,u, qui soit solution d’un pro-
bléme dont la partie non homogéne soit a support compact dans la variable spatiale et
d’appliquer pour celle-ci le [11, Thm.3] et [4, Prop.6], ot on démontre des inégalités de
Strichartz usuelles. On définit x,, € C§° par :

. Ty, Ty <1
Xn(z) = 1,2, >2

Si on pose v = Xnu, avec u solution de (2), v va vérifier 'équation :

- . 0 .
(i0: + D) = (A%u)u+ 2V Vu + 5-Joa © S0 — vloa @ 55 = [A, Xalu (25)
V]t=0 = Xnt|t=0 (26)
U|ag =0 (27)

ou ¢ est la mesure de Dirac 0. Les deux derniers termes s’annulent. On a [A, y,|u €
;1
L2 Hgmp(2) et :
—-A

A . —A
118 Rale S5 ol = S IS0l S I ol (29)
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(voir [4], Prop. 2.7). La partie non-homogéne de (25) est a support compact en espace et
par conséquence on peut utiliser un résultat du & G.Staffilani et D.Tataru [11], Thm.3 (pour
p = 2) et [4], Prop.2.10 pour obtenir des inégalités de Strichartz sans pertes pour v :

- —-A —A
[Xne" (530l g Loy S (S5 uoll 2oy (29)

pour tout (p,q) paire 3-admissible, qui implique ensuite :

—x (2 A s 2
AT =) (s 3 )uoll g poy S (1= x0)%n %( )uOIILqum)

30)
- —-A —-A
< Wne ™S ol g ooy S 1953 ol 2o
En particulier, pour p = 2 on obtient :
Proposition 4.
i —A A —A
(1= xa))e tAlﬂ(v)“oHLQLd 2(9) A N(— \2 Juol| 2o (31)

5.5 Fin de la démonstration du Théoréme 3

L’inégalité (19) avec s = 1 implique :

; A i —-A 1o —A
[xxe tAw(y)uOII S llxae mw( 2 )UOHL2 HL(Q) N ||7/)(7)U0HL2(Q)

2d
L2072 (Q)

(32)
Par un argument d’énérgie on a aussi :
||XAeitAu0||L°°L2(Q) ~ ||Uo||L2 (Q) (33)
Par interpolation entre (32) et (33) (avec Zetl— 7) on trouve :
Ixxe™®uoll e Lag) S A3 g | 2 (q (34)
On a obtenu aussi des estimations loin du bord :
(2 A « A
11— X)) S 0l oy S A NS Yol (3)
Si on impose la condition o = %( — §) on trouve o = 2p+1 Maintenant, pour p = 2 cela
donne a = 2(< 2) et par conséquent :
- A 2 —-A
itA z
lle %b(v)UOHLQTL%(Q) S A Hw(v)UOHL%Q) (36)
On utilise de nouveau l'interpolation entre (36) et :
—-A —-A
e A p(—- w2 wollrgrze) S 1055 32 Juollz2(o (37)
avec % et 1 — % pour avoir le résultat du Thm.3 :
lle tAUOHLqu(Q) S B W(?)UOHH(Q) (38)

pour tout (p,q) paire 3-admissible, p > 2.
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Remarque 4. On a donné la démonstration seulement dans le cas du Laplacien de Di-
richlet. Le probleme de Neumann se traite d’une fagon similaire mais dans ce cas on va
obtenir une perte de % + € dérivées dans le Thm.3, avec € > 0 arbitrairement petit.

Remarque 5. Le résultat n’est certainement pas optimal, pourtant il suffit d’assurer l’exis-
tence globale des solutions de Schridinger cubique dans R®; de plus, on lobtient d’une
maniére simple et directe. En effet, on s’attend d’obtenir des inégalités de Strichartz sans
pertes a lextérieur d’un obstacle convexe, car H.Smith et C.Sogge ont montré cela pour
léquation des ondes [10].
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