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1 Introduction: le probleme de Noether et la
preuve de Fischer

Soit ko un corps et soit Ky = ko(X1, ..., X,,) le corps des fractions rationnelles a n
indéterminées. Soit G un sous-groupe du groupe symétrique S,,. Faisons agir G
sur Ky par permutation des variables. L’extension K§|ko est-elle transcendante
pure?

Ce probleme, dit “de Noether” méme si Emmy Noether n’avait jamais conjecturé
que la réponse serait affirmative, est apparu vers la fin du XIXeme siecle. Il a attiré
I’attention de nombreux mathématiciens, et est toujours un sujet de recherche. Le
cas ot G = S, est un résultat classique: dans ce cas, K§ est engendré par les
polynomes symétriques a n variables sur kg, famille qui est bien algébriquement
indépendante.

Le premier résultat général a été démontré par Fischer, en 1915, dans [Fisl5]: il
montre que le probleme de Noether admet une réponse affirmative lorsque G est
abélien, ky contient toutes les racines e-iemes de 'unité ot e est I'exposant de G et
car (ko) ne divise pas e. A partir de la, tout le long de la deuxieme moitié du XXeme
siecle, des articles sont parus donnant des réponses affirmatives au probleme dans
des cas particuliers. Ainsi, en 1955, Kuniyoshi prouve dans [Kun56] que si kg est
de caractéristique p > 0 et si G est un p-groupe, alors K§ est bien une extension
transcendante pure de ky. En 1964, dans [Mat64], Matsuda améliore le résultat
de Fisher dans le cas ou G est cyclique. Parallelement a ces études générales,
Masuda a étudié le probleme pour de petites valeurs de n. C’est ainsi qu’il montre
en 1955 dans [Masb5] que lorsque n < 7, car(kg) ne divise pas n et G est cyclique
d’ordre n, K§'|koy est transcendante pure. Il arrive ensuite & la méme conclusion
lorsque n = 11, car(kg) # 11 et G est cyclique d’ordre n: la preuve se trouve dans
[Mas68].

Cependant, dans certains cas, l'extension K{'|ko n’est pas transcendante pure.
Jusqu’a la fin des années 1960, les mathématiciens conjecturent que le probleme
de Noether admet toujours une réponse affirmative. Si cette conjecture était vraie,
elle permettrait de montrer a ’aide du théoreme d’irréductibilité de Hilbert que
lorsque k est un corps de nombres, tout groupe fini est le groupe de Galois d'une
extension galoisienne de k. Mais en 1969, Swan publie larticle [Swa69] dans
lequel il prouve que lorsque G est cyclique d’ordre n, kg = Q et n vaut 47, 113 ou
233, alors Dextension K§'|ky n’est pas transcendante pure. Un peu plus tard, en
1973, Endo et Miyata améliorent ces résultats dans [EM73] en arrivant a la méme
conclusion que Swan dans le cas ou G est cyclique d’ordre 8, 121, 169...
Finalement, en 1974, Lenstra publie l'article [Len74| dans lequel il donne une
condition nécessaire et suffisante pour que l'extension K§|ky soit transcendante
pure dans le cas ou G est abélien fini et agit transitivement sur les n variables. Ce



résultat constitue un avancement majeur dans 1’étude du probleme de Noether.
Cependant, encore de nos jours, le probleme reste ouvert: dans le cas ou le groupe
G ne serait pas abélien, tres peu de résultats sont connus, mais méme dans des cas
qui peuvent paraitre simples, comme le cas ou G = Z/537Z et ko = Q, le probléeme
n’est pas résolu.

L’objet de ce mémoire est d’étudier le probleme de Noether dans le cas d’un groupe
abélien. Nous allons d’abord rappeler les résultats classiques d’algebre et de théorie
des nombres dont nous aurons besoin (partie 2). Nous supposons cependant con-
nues la théorie de Galois, les représentations linéaires des groupes finis, ainsi que
des notions d’algebre commutative et d’algebre multilinéaire. Dans la partie 4.5,
nous ferons aussi appel a quelques notions rudimentaires de géométrie algébrique.
Ensuite, nous détaillerons le raisonnement de Swan pour prouver que dans le cas
ou G = Z/ATZ, le probleme a une réponse négative (partie 3). Puis nous mon-
trerons le théoréeme de Lenstra (partie 4) dont nous donnerons un certain nombre
de conséquences (partie 5).

Avant de commencer notre étude, nous voudrions remercier chaleureusement Olivier
Wittenberg pour son soutien constant, sa disponibilité, I’aide précieuse qu’il a ap-
portée au cours du travail et pour nous avoir fait découvrir ce probleme passion-
nant.

Commencons par le théoreme de Fischer qui donne une réponse affirmative au
probleme de Noether dans un cas tres particulier.

Théoreme 1.0.1. Théoréme de Fischer

Soient G un groupe abélien fini d’exposant e et V une représentation de dimension
finie sur un corps kq. Si le corps ko contient toutes les racines e-iémes de ['unité
et si la caractéristique de ko ne divise pas e, alors ko(V)/ko est une extension
transcendante pure, ot ko(V)¢ désigne le sous-corps five du corps des fractions de
l’algebre symétrique de V' sur kq.

Preuve. Comme G est abélien fini et le corps contient les racines e-iemes de I'unité,
la représentation V' s’écrit comme somme directe de représentations de dimension
1. Prenons (yi,...,¥y,) une base adaptée a cette décomposition.

Comme V est engendré par la famille des (y;); en tant qu’espace vectoriel, un
quotient dans le corps des fractions de l'algebre symétrique de V' s’écrit comme
un élément dans ko(y1,. .., ¥y,). La famille (y;); est algébriquement indépendante,
donc le sous-groupe multiplicatif Y engendré par (yi, ..., y,) du groupe ko(V)* est
abélien libre de base (y1,...,Yn)-

Considérons maintenant le morphisme de groupes ® de Y dans X = Hom(G, k)
qui a chaque y; associe le caractere de la représentation restreinte a la droite ;. On
affirme que si [ = Ker®, alors ko(V)% s’identifie & ko(I). En effet, ko[I] = ko[Y]“,
et ko(I)“ est le corps des fractions de ko[I]¢. Le groupe I étant un sous-groupe
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de Y, qui est libre de type fini sur Z, il est abélien libre de type fini, et donc
ko(I) = ko(V)Y est une extension transcendante pure de k. O

Si dans le théoreme précédent on choisit comme représentation V' 1’espace vectoriel
de base X;, G agissant par permutation, on obtient exactement que le probleme
de Noether tel qu’il a été énoncé au début de cette partie admet une réponse
affirmative lorsque G est abélien fini d’exposant e, car(ky) ne divise pas e et kg
contient toutes les racines e-iemes de 'unité.

La démonstration de Fischer met en évidence une méthode naturelle et directe de
montrer qu'une extension est transcendante pure. Il est beaucoup plus difficile de
montrer qu’une extension ne ’est pas. Le contre-exemple de Swan, qui montre que
le probleme de Noether n’admet pas toujours une réponse affirmative, consiste a
attacher un invariant aux extensions de corps, s’annulant lorsque l’extension est
transcendante pure. Mais avant d’établir ce contre-exemple, nous avons besoin de
quelques prérequis.

2 Quelques prérequis d’algebre et de théorie des
nombres

2.1 Modules sur les anneaux de Dedekind

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a des anneaux dits de Dedekind.
Nous allons en particulier étudier la structure des idéaux dans un tel anneau, puis
celle des modules. Nous verrons que, comme dans les anneaux principaux, tout
idéal non nul s’écrit de maniere unique comme produit d’idéaux premiers, puis
nous remarquerons qu’il est possible d’établir une classification des modules sur
un anneau de Dedekind qui rappelle énormément celle des modules sur un anneau
principal.

On supposera dans cette section que les anneaux considérés sont commutatifs.

2.1.1 Modules projectifs

Soit A un anneau.

Définition 2.1.1. Modules projectifs

On dit qu’un module P sur un anneau A est projectif s’il vérifie ['une des trois
propriétés équivalentes ci-dessous:

1) Etant donnés M, M'" deux A-modules quelconques, un morphisme surjectif g de
M sur M’ et un morphisme f de P dans M’, il existe un morphisme h de P dans



M tel que le diagramme commute:

j/if
M —5>M' —0

2) Quels que soient M et M' deux A-modules, dés que 0 — M' — M — P — 0
est exacte, elle est scindée.
3) 1l existe un A-module S tel que P & S soit libre.

Preuve. Montrons que ces trois propriétés sont bien équivalentes.
1) = 2) On se donne une suite exacte 0 - M’ — M — P — 0,onnoteg: M — P
la surjection de la suite exacte, et on considere

P

e

M——~P—=0

Le morphisme A fournit une section de la suite exacte.

2) = 3) Il est aisé de trouver une suite exacte courte ' — P — 0 ou F est libre
(par exemple, on choisit F' dont une base est construite sur une famille génératrice
de P). Alors la section donnée par 2) nous permet de d’écrire F' = P & S pour un
certain S.

3) = 1) Comme Homa(X @Y, M) = Homa(X, M) @& Homu(Y, M), et comme
M +— Homa(F, M) est un foncteur exact si F' est libre, 3) impose que M
Hom (P, M) est un foncteur exact. Il suffit de voir ensuite que si M — Hom (P, M)
est exacte, alors P vérifie 1). Par conséquent, si on se donne M, M’, f et g comme
en 1), on déduit de la suite exacte 0 — Ker(g) - M — M’ — 0 que la suite
0 — Homa(P,Ker(g)) — Homa(P, M) — Homa(P, M') — 0 est exacte, et alors
la partie droite de cette suite exacte montre 1). ]

2.1.2 Anneaux de Dedekind

Nous allons a présent définir les anneaux de Dedekind, puis nous allons étudier les
idéaux dans un tel anneau.

Définition 2.1.2. Anneaux de Dedekind

On dit qu’un anneau commutatif unitaire intégre A est de Dedekind s’il vérifie
les trois conditions suivantes:

a) A est noethérien;

b) A est intégralement clos;

c¢) Tout idéal premier non nul de A est maximal.
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L’étude des idéaux dans un anneau de Dedekind s’avere particulierement intéressante,
puisque, comme nous allons le voir, les idéaux fractionnaires forment un groupe
(pour la multiplication d’idéaux).

Définition 2.1.3. Idéaux fractionnaires

Soit A un anneau et soit K son corps des fractions. On appelle idéal fraction-
naire de A un sous-A-module non nul I de K tel qu’il existe un élément non nul
d de A vérifiant dI C A. On appellera tdéal entier un idéal au sens usuel, par
opposition auz idéaux fractionnaires.

De maniere analogue a la multiplication usuelle des idéaux, on peut définir I.J
comme l'ensemble des combinaisons linéaires finies de I et de J. On vérifie aussi
que IJ est un idéal fractionnaire.

On définit enfin la divisibilité des idéaux fractionnaires: I|J s’il existe L idéal
entier de A tel que J = IL.

Dans la suite, A sera un anneau de Dedekind, et K son corps des fractions.

Lemme 2.1.4. Lot de stmplification
Soit I un idéal fractionnaire de A. Alors il existe un idéal fractionnaire J tel que
1J soit un idéal principal non nul de A.
Corollaire: Soient I, J, L trois idéaux fractionnaires de A. Si IJ = IL alors

J=1L.

Preuve. Commencons par remarquer que tout idéal entier I non nul de A contient
un produit fini d’idéaux premiers non nuls.

En effet, procédons par l'absurde. Supposons que l'’ensemble I des idéaux ne
contenant aucun produit fini d’idéaux premiers non nuls est non vide. Comme
A est noethérien, toute suite croissante d’idéaux est stationnaire, donc 'inclusion
sur I est un ordre inductif. D’apres le lemme de Zorn, on peut trouver un idéal
m maximal dans I qui ne contient pas de produit fini d’idéaux premiers non nuls.
L’idéal m n’est pas premier et m # A, donc il existe r, s dans A — m tels que
rs € m. Mais on remarque que (m + (s))(m + (r)) est dans m, et par maximalité
de m, m + (s) et m + (r) contiennent chacun un produit fini d’idéaux premiers
non nul, donc m aussi, ce qui est contradictoire.

Montrons un deuxieme résultat préliminaire: si I est un idéal entier propre de A,
alors il existe d € K — A tel que dI C A.

Soit € I non inversible, et on choisit p;...p, C () avec r minimal (r # 0).
I est inclus dans un idéal maximal p qui est premier. Alors p;...p,. C p, et par
primalité de p, il existe p; tel que p; C p, disons ¢ = 1. Cette inclusion est en fait
une égalité par maximalité de p;. Puis par minimalité de r, il existe un élément y
dans py...p. — (x), et alors d = y/x convient.

Montrons maintenant le lemme.



Soit I un idéal fractionnaire, et soit ¢ € I non nul. Considérons l'idéal J =
{r € A,z C (i)}. Remarquons d’une part que J est non nul, d’autre part que
IJ C (i). S’il y a égalité dans la derniere inclusion, on a fini. Sinon, I.J/i est un
idéal entier propre de A et on peut lui appliquer le résultat préliminaire: il existe
d e K — A tel que dIJ/i C A. Montrons qu’on a forcément dans ce cas d € A, ce
qui fournira une contradiction.

Commei € I,onaJ C I.J/i,doncdJ C dIJ/i C A. Par définition de J, on déduit
que dJ C J. Maintenant on peut interpréter cette inclusion sous forme matricielle:
soit ji,...,Jm une famille de générateurs de J, alors on peut écrire chaque djy
comme une combinaison linéaire d’éléments de cette famille, ce qui fournit une
matrice M de taille m x m & coefficients dans A telle que (d — M)(jx) = 0, (j)
étant le vecteur colonne des jp. En inversant le systeme a ’aide de la comatrice,
on obtient que det(d — M) = 0. Or det(d — M) est un polynéme unitaire en d, a
coefficients dans A. Comme A est intégralement clos, d € A, absurde.

Le corollaire de ce lemme en découle facilement: il suffit de multiplier I par un
autre idéal bien choisi pour que le produit soit un idéal principal, puis d’effectuer
une division par le générateur de cet idéal principal. O]

Lemme 2.1.5. Les idéaux fractionnaires d’un anneau de Dedekind for-
ment un groupe
Dans un anneau de Dedekind, les idéauz fractionnaires forment un groupe.

Preuve. Le seul point qui manque est 'existence d'un inverse, ce qui est garanti
par la premiere partie de la loi de simplification. O

Ce lemme nous permet de définir la notion de groupe des classes:

Définition 2.1.6. Groupe des classes
On appelle groupe des classes le groupe des idéaux fractionnaires quotienté par
le sous-groupe des idéauz fractionnaires principaur.

On remarque au passage que grace au lemme précédent, la relation de division
coincide avec la relation d’inclusion pour les anneaux de Dedekind.

Théoreme 2.1.7. Décomposition en produit d’idéaux premiers
Si 'anneau de Dedekind A n’est pas un corps, alors chaque idéal non trivial I de
A s’écrit de maniére unique comme produit d’idéaux premiers.

Preuve. Commencons par montrer 'unicité de la méme fagon que pour la factori-
sation des nombres premiers.

Unicité: supposons que I = P;... B, = @Q1...Qs, avec les P; et les @); idéaux
premiers non nuls pas forcément deux a deux distincts. Alors P; D @y ... Qs donc
P, D @Q); pour un certain ¢ par primalité. Cette inclusion est en fait une égalité par



maximalité puisque A est un anneau de Dedekind. Finalement, en vertu de la loi
de simplification, par une récurrence simple, on peut identifier terme a terme les
P; et (Q;, d’ou 'unicité.

Existence: Par I’absurde. Comme A est noethérien, en procédant comme pour la
démonstration du lemme 2.1.4, avec le lemme de Zorn, on peut trouver un idéal
m qui soit maximal dans ’ensemble des idéaux qui ne s’écrivent pas sous la forme
d’un produit d’idéaux premiers et distincts de (0) et de (1). Alors m est inclus
dans un idéal maximal p. D’apres le lemme précédent, on peut trouver un idéal
propre I tel que m = pl, et alors m C I. Mais si m = [ alors pm = m donc
p = A, absurde. Donc [ est produit d’idéaux premiers par maximalité de m, et
par conséquent m l'est aussi car m = pl, absurde. O

On peut aussi montrer que la décomposition en produit d’idéaux premiers est une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un anneau soit de Dedekind, mais on
n’aura pas besoin dans la suite de cette caractérisation.

Remarque 2.1.8. Analogie et intérét

L’énoncé de cette derniere propriété est l'analogue du théoreme de décomposition
en facteurs premiers dans le cas d’un anneau factoriel. Dans les anneaux non
factoriels (exemple classique: Z[v/=3]: on a2 x 2 = (1 +/=3)(1 —/=3)), on
ne peut pas espérer une factorialité en produit d’éléments premiers, mais on peut
espérer qu’un tel anneau est de Dedekind, d’ou une factorisation des idéaut.

La remarque suivante sera utile dans la suite:
Remarque 2.1.9. Soit I un idéal de A. Alors I est engendré par deux éléments.

Preuve. L’idéal I est de type fini: disons I = (ay, ..., a,). Soit J = (aq). Montrons
d’abord que tout idéal de A/.J est principal. D’apres le théoreme des restes chinois,
il suffit de le faire lorsque J = P?, ou P est un idéal premier. Les idéaux propres de
A/ J sont alors P/ P, P?/P*,...,Ps~! /P5. Pour chaque j, on choisit 2; € P7— PI*L,
Alors le pged de (z;) et de P est P/ et donc P/ = (z;) + P*. Ainsi P7/P* est
engendré par la classe de z; et est principal. Par conséquent, tout idéal de A/.J
est bien principal.

On en déduit que I/J est un idéal principal de A/J. Soit a € I tel que la classe de
a dans A/J est un générateur de I/J. Il est clair que (a;,a) C I. Réciproquement,
soit b € I. Alors la classe de b modulo J est dans I/J et donc b € (ay,a). Donc
I = (a,a) O

2.1.3 Modules de type fini sur un anneau de Dedekind

Afin de construire une classification des modules de type fini sur un anneau de
Dedekind, nous aurons besoin de la proposition suivante:



Lemme 2.1.10. Somme directe des idéaux fractionnaires
Soit I, J deux idéauz fractionnaires d’un anneau de Dedekind A. Alors [ & J =
A®IJ. On adonc aussi @ I 2 A" '@ [[ I, oules I; sont des idéaux

i=1,...,n i=1,....,n
fractionnaires de A.

Preuve. On peut supposer que I et J sont premiers entre eux dans A quitte a
multiplier par des éléments de K (rappelons que K désigne le corps des fractions
de A). En effet, on peut déja supposer que I et J sont dans A, quitte a multiplier
par un élément de A. On peut alors les décomposer en produits d’idéaux premiers,
disons I =[P et J=]] PZ";, avec des puissances positives. Puis on choisit un
élément a tel que les ordres des P; dans la décomposition de (a) soient exactement
les ;. Pour ce faire, on choisit pour chaque i un élément z; € P/* — P/**! et on
prend a tel que a = 2; (mod P/“™") pour tout 4 (grace au théoreme des restes
chinois). Soit « idéal propre de A tel que Ia = (a). De la méme fagon on choisit
3 idéal propre et un élément b tels que aff = (b), et tels que les P; et les facteurs
premiers de « ne soient pas facteurs premiers de 3. Alors bl /a = (aB)I(a™'T7) =
B, qui est premier avec J par construction.

On définit alors 'application 7 : & J — A par 7(7,j) =i+ j, de noyau INJ = [.J
et d'image A car I et J sont premiers entre eux. Alors la suite

0—JJ—18J—A——0
est exacte et scindée car A est libre. D’ou la conclusion. O

Etudions & présent la structure des modules projectifs:

Lemme 2.1.11. Stucture des modules projectifs de type fini sur un an-
neau de Dedekind

Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. Un module M de
type fini sur A est projectif si, et seulement si, il est sans torsion.

De plus, si M # 0 est projectif, alors M = A" ' @® T ou n = rang(M) =
dimg(M ®4 K) >0 et I un idéal de A.

Preuve. Montrons qu'un module de type fini M sur A est projectif si et seulement
s’il est sans torsion. Si M est projectif, alors il existe un module S tel que S & M
libre en tant que A-module, donc M est sans torsion. Réciproquement, supposons
que M est sans torsion, et procédons par récurrence sur n = rang(M). Sin = 1,
alors M est un sous A-module de type finide M® 4K = K, et donc il est isomorphe
a un idéal fractionnaire, projectif d’apres 2.1.10.

Maintenant si on choisit n — 1 éléments de M tels que le sous-espace vectoriel
V' qu’ils engendrent dans M ®4 K est de dimension n — 1, on peut construire le
sous-A-module N = {m € M,m®4 1€V} de M de rang n — 1. La suite exacte

0 N M M/N 0
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reste exacte apres avoir tensorisé avec K, donc M/N est de rang 1. Donc M/N
étant sans torsion, il est projectif et la suite est scindée. La récurrence est établie,
et le résultat en découle par le lemme précédent. n

Le lemme précédent nous donne l'existence d’un certain idéal I. Le lemme suivant
nous donne 'unicité de cet idéal a isomorphisme pres:

Lemme 2.1.12. Soit A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions.
Soient n et m des entiers naturels et I et J des idéaux non nuls tels que A™ 1 =
A" @ J. Alorsn=m et = J.

Preuve. Ona I®4 K =2 K et J®4 K =2 K. En tensorisant 'isomorphisme donné,
on a alors K" = K™+ d’olt n = m.
D’autre part, on a A" (A" @ I) = \"TH(A" & J), donc

D A A= Ao AU)

p+g=n+1 p+g=n+1

Comme [ et J sont engendrés par au plus deux éléments, on obtient un isomor-
phisme I ¢ A*(I)" = J & A?(J)". Les deux éléments qui engendrent un idéal de
A ne pouvant pas étre libres, A%(I) et A*(J) sont de torsion, alors que I et J ne
le sont pas. Donc I = J. O

Nous pouvons finalement établir une classification des modules de type fini sur un
anneau de Dedekind:

Théoreme 2.1.13. Structure des modules de type fini sur un anneau de
Dedekind

Soit M un module de type fini sur un anneau de Dedekind A. Alors M = My® My,
ou My est sans torsion et My est de torsion. Si My # 0, il existe un unique idéal
non nul I a isomorphisme pres et un unique entier naturel n tels que My = A" B 1.
Il existe des idéaux premiers uniques Py, ..., P, et des uniques entiers strictement
positifs 1, ...,r, tels que My, = P A/P]".

Preuve. Soit Tor(M) le sous-module de torsion de M. La suite exacte 0 —
Tor(M) - M — M/Tor(M) — 0 est scindée puisque M /Tor(M) est sans tor-
sion et donc projectif (2.1.11). On peut donc écrire M = M /Tor(M) & Tor(M).
M /Tor(M) a déja été étudié. Intéressons-nous a Tor(M).

Notons J l'annulateur de TorM, i.e. J = {alaTor(M) = 0}. Comme M est de
type fini, T'or(M) I'est aussi, donc J est non nul. Par le théoreme de décomposition
des idéaux premiers, J = [[ P/, ou P; sont des idéaux premiers de A.

Le théoreme des restes chinois permet d’écrire I'isomorphisme de A/J-modules:
Tor(M) = @Tor(M)/P/"Tor(M). Afin d’étudier Tor(M)/P"Tor(M) pour un
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idéal premier P et un entier strictement positif , montrons le lemme suivant:
Lemme: Soit N un module de type fini sur A/P" ou A est un anneau de Dedekind,
P un idéal premier non nul, et r un entier strictement positif. Alors IV est isomor-
phe & une somme directe de modules de la forme A/P* pour 1 < s <.

Preuve du lemme: Procédons par récurrence sur . Pour r = 1, ’énoncé est évident
par la théorie des espaces vectoriels, puisque A/P est un corps. Soit maintenant
r > 1. Soit xy,...,z, une base du A/P-espace vectoriel P""1N. Soient a €
P=Y/P" et yi,...,yn € N tels que z; = ay;. Soit N' = N/(yyA/P"&®...®y,A/P).
Le module N’ est alors un A/P""!-module, donc, par hypothese de récurrence, on
peut écrire: N' = @,_,_,.(A/P")". On a alors la suite exacte:

0= pA/P"® ...y, A/P" — N — @(A/Pi)ai 0

i<r

Montrons qu’elle est scindée. Considérons N” = A/P* un des facteurs directs de
N’. Soit x € N dont la projection dans N’ vaut 1 € N”. Soit 8 € P!/P"— P! /Pr.
Alors Bx € 1y A/P™ ® ... ® y,A/P", d’ott P""'3z = 0. Donc fx € y; P!/P" & ... ®
y, P'/P". 1l existe donc y € 11 A/P" @ ... ® y, A/P" tel que B(x —y) = 0. Soit
z = x —y. On vérifie alors facilement qu’il existe un morphisme de A/P"-modules
g: N” — N tel que g(1) = 2. En sommant sur tous les facteurs N” de N’, on
arrive a scinder la suite exacte précédente. On a donc

N=(A/PYy o @ (A/P)™
o<i<r
Reste A voir Punicité des P;. Ecrivons done N By (A/ PP = Py (A) PP,
ou P décrit les idéaux premiers et ¢ les entiers naturels, avec apg = 0. Etant
donné un idéal premier Py et un entier j, la dimension du A/Py-espace vectoriel
PIN/PJT'N est D s i1 @Ry = Do iy bpy e L'unicité en découle immédiatement.
O

Exemple 2.1.14. Z[(] est un anneau de Dedekind
Si ¢ est une racine de l'unité, Z[C] est l'anneau de entiers de Q(C) et est un anneau

de Dedekind.

Preuve. La preuve fera l'objet de la section qui suit. O

2.2 Entiers algébriques

L’objectif central de cette partie va étre de déterminer I’anneau des entiers algébriques
de Q(¢), ou ( est une racine primitive de I'unité. Rappelons donc brievement les
notions d’entier et de fermeture intégrale.
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Soient A un anneau intégre et K son corps des fractions. Soit L|K une extension
finie. On dit qu’un élément b € L est un entier sur A s’il est racine d'un polynéme
unitaire a coefficients dans A. On parlera d’entier algébrique lorsque A = Z.
On appelle fermeture intégrale de A dans L ’ensemble des entiers sur A dans
L. On parlera d’anneau des entiers lorsque A = Z. On dit qu’un anneau est
intégralement clos s’il est integre et s’il est sa propre fermeture intégrale dans
son corps des fractions. La fermeture intégrale de A dans L est alors intégralement
close. Nous voulons donc déterminer la cloture intégrale de Z dans Q(().

2.2.1 Norme, trace et discriminant

Commencons en définissant quelques notions liées aux extensions de corps qui vont
étre essentielles pour la suite. Considérons L|K une extension finie de degré n.
Nous allons définir la norme et la trace d’un élément de L:

Définition 2.2.1. Norme et trace d’un élément
Soit x € L. Soit f, : x — ax. Il s’agit d’'un endomorphisme du K-espace vec-
toriel L. On définit alors la norme et la trace de x par: Npjk(a) = det(f,) et

TTL/K(Q) = Tr(fa)'

On supposera dans le reste de cette section que I'extension est séparable. Dans ce
cas, on peut alors calculer la norme et la trace d'un élément facilement grace a la
proposition suivante:

Proposition 2.2.2. Calcul explicite de la norme et la trace
Soit Q une cloture algébrique de K. Alors le polynome caractéristique de f, est
donné par: x(fo) =[], (X —o(a)), ot o décrit les K-morphismes L — (.

n
Preuve. Soient d le degré de a et d' = v On considere aq,...,ay une base de
L|K(a). Soit P = > ¢, X" le polynome minimal de a. Alors, dans la base
(a"a;)1<i<a1<j<ar de L|K, la matrice de f, est diagonale par blocs, chaque bloc
étant une matrice compagnon

000 0 —oo

1 00 0 —a
10 0 —C9

000 ... 1T —cqg

Donc x(f.) = P* = [[,(X — o(a)), puisque, L| K étant séparable, chaque racine
de P apparait exactement d’ fois parmi les o(a). ]
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On en déduit immédiatement les relations:
Nix(a) =[] o(a)

et

Trik(a) =) ola)

Définissons a présent le discriminant d’une base du K-espace vectoriel L:

Définition 2.2.3. Discriminant

St by, ...,b, est une base de L et Q) une cloture algébrique de K, on définit le
discriminant de by, ..., b, par: d(bi,...,b,) = det(o;(b;))?, ou les o; décrivent
les K-morphismes L — ). Remarquons que, l’extension étant séparable, son degré
et son degré séparable coincident, et donc le discriminant est bien défini.

De plus, en tenant compte de la proposition précédente, on remarque que la matrice
(Trr(bibj))i; est égale au produit de la matrice (0;(b;));; par sa transposée, donc
d(by,...,b,) = det(Trp i (bb;)). 11 semble donc naturel d’étudier le discriminant
en s’intéressant a la forme bilinéaire symétrique du K-espace vectoriel L donnée
par (: (z,y) = Trp/k(zy), d’'out la proposition suivante:

Proposition 2.2.4. Le discriminant est non nul
[ est non dégénérée et d(by,...,b,) #0.

Preuve. D’apres le théoreme de I’élément primitif, il existe z € L tel que L = K(z).
Alors, dans la base (1,z,...,2"1), la matrice de 8 est (T'rp k(2" '2771));;, dont
le déterminant est d(1,z,...,2"" ') # 0 puisque la matrice (o;(z7)) est la matrice
de Vandermonde associée aux conjugués de z. Donc 8 est non dégénérée, et sa
matrice dans la base (by,...,b,) étant (Trp/x(b:b;))i, d(b, ..., b,) # 0. O

Mais... pourquoi avons-nous défini le discriminant? Quel est le lien avec les entiers
algébriques? Considérons A un anneau integre et son corps des fractions K. Sup-
posons que A est intégralement clos. Soient alors L| K une extension finie séparable
et B la fermeture intégrale de A dans L. Remarquons alors que, étant algébrique

b
sur K, tout élément de L s’écrit —, avec b € B et a € A. L’anneau A étant

intégralement clos, A = BN K, et élonc, si b € B, les conjugués de b dans () étant
aussi des entiers sur A, en vertu de Ny i (b) = [, o(b) et Trp/k(b) = >, o(b),
on a Np/g(b) € Aet Trpx(b) € A. Une fois ces remarques faites, I'utilité du
discriminant découle de la proposition suivante:

Proposition 2.2.5. Propriété fondamentale du discriminant
Soit (by,...,b,) une base de L contenue dans B. Soit d = d(by,...,b,). Alors
dB C bjA+ ...+ b,A.
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Preuve. Soit b = a1b; + ... + a,b, € B, avec a; € K. Montrons que, pour tout ,
da; € A. On remarque que, pour tout ¢, on a: Trr,x(bb;) = a1Trp/k(bib;) +--- +
anTrr i (bpb;). On reconnait ici un systeme linéaire dont les a; sont solutions.

La matrice de ce systeme est T" = (Trp/x(bibj));;, dont le déterminant est d.
tCom(T)

INE

Comme d # 0, T est inversible, d’inverse , ot *Com/(T) est la transposée

de la comatrice de 7. Comme les coefficients de ‘Com(T) et les Trp/x(bb;) pour
1 <i < nsont dans A d’apres les remarques précédentes, en inversant le systeme,
on obtient bien que da; € A pour tout . O

2.2.2 Indice de ramification et degré résiduel

Gardons les notations et hypotheses de la partie précédente. Supposons de plus
que A est de Dedekind. Commencons par montrer que B est aussi un anneau de
Dedekind:

Proposition 2.2.6. La fermeture intégrale est un anneau de Dedekind
B est un anneau de Dedekind.

Preuve. B est intégralement clos par définition.

Montrons qu’il est noethérien. Considérons une base (by,...,b,) de L contenue
dans B (elle existe puisque tout élément de L est quotient d'un élément de B
par un élément de A). Alors, d’apres les propositions 2.2.4 et 2.2.5, si I'on pose

b b
d=d(by,...,b,),alorsd # 0et B C ElA—lm . -—i—EnA. L’anneau A étant noethérien

b b, . L
et —A+ -+ EA étant un A-module de type fini, B l'est aussi, ainsi que tout

idéal de B. Par conséquent, tout idéal de B est un B-module de type fini, et B
est bien noethérien.

Reste a prouver que tout idéal premier non nul de B est maximal. Soit IT un idéal
premier non nul de B. Alors A NIl est un idéal premier non nul de A. Donc,
comme les idéaux premiers non nuls de A sont maximaux, A/(ANII) est un corps,
et B/II est alors une algebre integre sur A/(ANII), de dimension finie. En écrivant
alors le polynome minimal d’'un élément = non nul de B/II, on s’apercoit que x
est inversible dans B/II. Donc B/II est un corps et Il est maximal. Nous avons
ainsi montré que B est de Dedekind. O

Remarquons que nous avons prouvé que B est un A-module de type fini.

Soit 7 un idéal premier non nul de A. On note alors II = wB: c’est un idéal
de B, et il est distinct de B. En vertu de 2.1.7, B étant de Dedekind, on peut
donc écrire IT = II7* .. . TS, ou les II; sont des idéaux premiers de B. Remarquons
que 7 = II; N A. On dit que les ¢; sont les indices de ramification et les
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fi = [B/1I; : A/x] sont les degrés résiduels. Alors les indices de ramification et
les degrés résiduels satisfont une équation remarquable:

Proposition 2.2.7. Lien entre les indices de ramification et les degrés
résiduels

n=efit-+ef

Preuve. D’apres le théoreme des restes chinois, on a l'isomorphisme de A/m-
espaces vectoriels: B/II = @;_, B/II{. Montrons que dim(B/II) = n et que
dim(B/II5") = e; f;.

B/II est de dimension finie car B est un A-module de type fini. Soient by, ..., by €
B tels que by, ..., by est une base de B/II.

Montrons d’abord que by, ..., by est libre sur K. Supposons qu’elle ne 'est pas.
Alors elle n’est pas libre sur A. Considérons donc une relation de liaison non triv-
iale Zle ab; =0, a; € A. Soit I'idéal I = (ay, ..., ai) dans A. Soit a € 71 — I~ 1x.
Alors, apres passage modulo 7, la relation Zle aa;b; = 0 fournit une relation de
liaison non triviale entre les b;: absurde! Donc bi,...,by est libre sur K.
Montrons a présent que by, ..., by engendre L. Soient les A-modules M = Ab; +
coo 4 Aby et N = B/M. L’anneau B étant un A-module de type fini, M et N
sont aussi des A-modules de type fini. Soient donc Aq,..., A\, des générateurs de
N. Par définition de by,...,by, B = M +1I, donc N = 7N. On peut donc écrire
\i = E;Zl a;;\j, a;; € w. Notons T la matrice (a;;)—Id, et A =" (A1,..., \s). Alors
TA = 0. Donc, en inversant avec la comatrice, (detT')A = 0, et alors (detT)N = 0,
d’on (detT)B C M. Comme de plus detT est non nul puisqu’il n’est pas congru a
0 modulo 7, L = (detT)L est bien engendré par by, ..., by. Donc dim(B/II) = n.
Montrons finalement que dim(B/II{") = e;f;. Remarquons que, si a € 1Y — 171
alors B — IIY/ H;’H, xr — ax est une application linéaire surjective de noyau
I1;, puisque le pged de (a) et de ITVT! est IV et alors (a) + IIVT' = TIY. On
déduit que IY/TIY* =2 B/II;. Donc dans la suite d’espaces vectoriels emboités
(0) C G111 C -+ C IL;/TIY C B/IIS, chaque quotient est isomorphe & B/I1;,
et dim(B/II") = e; f;. O

2.2.3 Anneau des entiers de Q(()

Soit ¢ une racine primitive m-ieme de l'unité. On se place ici dans le cas ou
A=7,K=Qet L =Q(). On note toujours n le degré de L|K. Remarquons
que l'extension L|K est bien finie séparable et que A est bien intégralement clos.
Pour déterminer I'anneau des entiers de Q((), nous allons procéder par récurrence.
Le lemme suivant établit la propriété d’hérédité:

Lemme 2.2.8. Propriété d’hérédité
Sotent (1 et (5 des racines primitives mq-ieme et mao-ieme de ['unité, avec my A
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me = 1. Sotent m = mymqy et  une racine primitive m-ieme de ['unité. Soient
ny = [Q(¢1) : Q] et ny = [Q(¢2) : Q). On suppose que les anneaux des entiers
dans Q((1) et Q(C2) sont respectivement Z[(y| et Z[(s]. On suppose de plus que
les discriminants respectifs di = d(1,(y, ..., (7Y et dy = d(1,Cy, ..., 27" sont
des entiers premiers entre eux. Alors l'anneau des entiers B de Q(C) est Z[C] et

d=d(1,¢,... CPm=1y = gr2qm,

Preuve. On remarque aisément que (Cf@')ggkm,og@z est une base du Q-espace
vectoriel Q(¢) (la famille est génératrice et a la bonne dimension). Montrons que
c’est une base du Z-module B. Soit b=}, ; ai;Ci¢3 € B, a;; € Q. Montrons que
a;; € Z. Notons a; = Y7 a;;(j. Alors b = 3 a;¢}. Notons Gal(Q(¢)/Q(¢1)) =
{09, . ,07(122)} et Gal(Q(¢)/Q(¢n)) = {ai”,...,aﬁ?}. Les équations O‘l-(Q)(b) =
> i ajai(z) (¢3) constituent un systeme linéaire dont les a; sont solutions. La matrice
de ce systeme est T' = (0§2)(§§)). Or (detT)? = dy. Comme de plus les coordonnées
de T sont des entiers algébriques ainsi que les O'i(Q)(b), en inversant le systeme a
l'aide de la comatrice de T', les dacr; sont aussi des entiers algébriques. Ils sont de
plus dans Q(¢;). Donc, par hypothese, les dya;; sont entiers. Il en est de méme
des dia;;. Donc, par le théoreme de Bezout, d; et dy étant premiers entre eux, les
a;; sont entiers. Donc I'anneau des entiers de Q(¢) est €, ; Gz = 7[().

Calculons d = [det(ct"(¢1)o® (¢2))]2. La matrice (0" (¢1)o\™ (¢1)) séerit comme
le produit d’une matrice diagonale par blocs ayant n’ blocs égaux a (a,(:)(g)) par

une matrice qui, quitte a réordonner les colonnes, est aussi diagonale par blocs
ayant n blocs égaux a (01(2)(@)). On en déduit que d = d}?dy". O

Nous sommes actuellement en mesure de prouver le théoreme suivant:
Théoreme 2.2.9. Anneau des entiers pour une extension cyclotomique
finie

L’anneau des entiers de Q(() est Z[(].

Preuve. Notons B l'anneau des entiers de Q(¢). Supposons dans un premier
temps que m = p¥ ou p est premier. Soit ¢,, le m-ieme polynome cyclotomique.

On a alors ¢, = H1gi§m,iAm:1(X — ¢ = P X7 On en déduit que
P = [licicminmet (1 = ¢'). Or,si1 < i < metiAm =1, en choisissant '

tel que m|it’ — 1, on a =14+C+- -+ e0et

i

(-1 Ci—1 (-1
1+ ¢+ +¢0-D € 0. Par conséquent, C;l est une unité dans B, et donc

p et (¢ — 1)?™ sont associés, oul ¢ est la fonction indicatrice d’Euler. Donc les
idéaux pB et (¢ —1)?™ sont égaux. Appliquons la relation de la proposition 2.2.7
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am=pZ. Onaalors Il = pB = (( — 1)?™). Si on note ¢; et f; les indices de ram-
ification et les degrés résiduels respectivement, pour i allant de 1 a r, alors chaque
e; est multiple de p(m). Or n = p(m) = e1f1 + -+ + e, f,. Par des inégalités
évidentes, on a donc r =1, e; = p(m) et f; = 1.

On en déduit que (¢ — 1) est premier et que B/(¢ — 1) = Z/pZ. Par conséquent
B =7+ (—-1)B, dou B = Z[(] + (( — 1)B. En multipliant par ¢ — 1,
(C—1)B = (¢—1)Z[¢] + (¢ — 1)?B, puis en réinjectant, B = Z[(] + (( —1)?B. En
itérant ce processus, par une récurrence simple, on obtient B = Z[¢] + (¢ — 1)*B
pour tout entier naturel k. Reste & choisir k. On voudrait (¢ — 1)*B C Z[(].
En tenant compte de pB = (¢ — 1)¢™) il suffit de trouver I tel que p'B C Z[(]
puis de choisir k& = lp(m) . Cest ici que la proposition 2.2.5 entre en jeu: si
d=d(1,(,....,¢#™=1 on a dB C Z[¢]. 11 suffit donc de montrer que, au signe
pres, d est une puissance de p. Calculons d.

Notons (1, ..., (y(m) les conjugués de ¢. Alors, en remarquant que (o;(¢7)) est la
matrice de Van der Monde associée a (i, ..., (y(m), OU les o; sont les Q-morphismes
de Q(¢) dans C, ona d = =[], ;(G;—(;) = £]1; #,(¢;). Done, avec la proposition
2.2.2,d = +Ng)io(¢,(€)). En dérivant la relation (X?*" —1)¢,, = (X?" —1) puis
en évaluant en ¢, on obtient: ((e—1)¢! (¢) = p*, ot e = ¢*" " est une racine prim-
itive p-ieme de 'unité. Or No()o(¢) = £1, Ng@ole — 1) = £¢,(1)P" = +p?"
et No)o(@’) = p*?™) . Donc d est bien une puissance de p (au signe pres) et nous
avons montré le théoreme lorsque m est la puissance d’'un nombre premier.

Le cas général découle alors immédiatement du lemme 2.2.8. O]

Nous avons ainsi déterminé ’anneau des entiers dans Q(¢). Nous aurons cepen-
dant aussi besoin dans la suite de connaitre 'anneau des entiers dans un corps
quadratique. C’est 'objet de la section suivante.

2.2.4 Anneau des entiers d’un corps quadratique

Soit d un entier relatif sans facteur carré. Nous nous intéressons ici au cas ou
A=7Z,K=Qet L = Q(\/E) La proposition suivante permet de caractériser les
entiers algébriques a 1’aide de leur norme et de leur trace:

Proposition 2.2.10. Entiers algébriques dans un corps quadratique
Soit a € Q(\/d). Alors a est un entier algébrique si, et seulement si, Npk(a) € Z
et Tryk(a) € Z.

Preuve. Notons a = z 4+ yVd, avec z,y € Q. Un calcul élémentaire donne
Npjk(a) = 2* — dy* et Tryi(a) = 2z. Nous avons déja montré que, si a est
un entier algébrique, alors Ny x(a) € Z et Trp kx(a) € Z. Réciproquement, si
Nyjk(a) € Zet Try x(a) € Z, alors a est racine de (X —z —yv/d)(X —z+yvd) =
X? = Trrx(a)X + Nk (a) € Z[X]. O
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Il est alors facile de déterminer I'anneau des entiers:

Théoréme 2.2.11. Anneau des entiers pour une extension quadratique
Soit B l'anneau des entiers dans Q(v/d).

(i) Sid=2,3 4], alors B=17+ Z+/d.
—1+4d
—

La preuve reposant sur des arguments arithmétiques élémentaires d’une extréme
simplicité a partir de la proposition précédente, elle est laissée au lecteur.

(i) Sid=1[4], alors B=7+ 7

2.3 Norme d’un idéal

Dans cette section, nous allons définir la norme d’un idéal, notion dont nous aurons
besoin dans la suite. Considérons une extension finie séparable L|K. Soit A un
sous-anneau de K dont le corps des fractions est K. Soit finalement B la fermeture
intégrale de A dans L. Supposons que A est de Dedekind. Alors, d’apres la
proposition 2.2.6, B est aussi de Dedekind.

Définition 2.3.1. Norme relative d’un idéal

Soit I un idéal de B. Ecrivons I = I17'...1I¢", ou les II; sont des idéaux premiers.

Notons m; = II; N A et f; = [B/Ily: A/m], ..., fr = [B/Il, : A/m,]. On définit
T e fi

alors la morme de I, notée Ny (I), par Ny (1) = [[;_, mi""". Par convention,
si I = B, alors Nk (I) = A, et si I =0, alors Ny (I) = 0.

Nous aurons alors besoin de trois propriétés essentielles de la norme. Etablissons
d’abord la compatibilité de la norme avec les tours d’extensions:

Proposition 2.3.2. Tours de normes
Considérons une deuziéme extension finie séparable M|L, et soit C' la fermeture
intégrale de A dans M. Alors, pour I idéal de C, on a Nyi (I) = Nk (NM|L (I))

Preuve. Par multiplicativité, il suffit de prouver la propriété lorsque I est un idéal
premier de C'. Notons Il = I N B et m=1NA. Notons aussi f; = [C/I : B/II],
fo=[B/Il: A/n] et f = [C/I:A/7w]. Comme f = fifo, on a Nyx (I) =7/ =
7Tf1f2:NL‘K (NM|L([>) ]

Intéressons-nous maintenant a la norme d’un idéal principal. Pour ce faire, nous
avons d’abord besoin d’étudier la norme lorsque L|K est galoisienne:

Lemme 2.3.3. Norme dans le cas d’une extension galoisienne
Supposons L|K galoisienne. Soit I1 un idéal premier de B. Soit 1 = 1IN A. Alors

oc€GAl(L|K)
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Preuve. Berivons nB = IS 11 et f; = [B/II; : A/x]. Notons G = Gal(L|K).
Fixons i entre 1 et . Supposons que, pour tout o € G, o(Ily) # II;. Alors le
théoreme des restes chinois garantit 1’existence de b € B tel que

b =0 (mod II;)
b=1 (mod o(I;)) pour tout o0 € G

Alors Npjg(b) = [[,cqo(b) est dans I; N A = m. Comme cette norme est aussi
dans TI; et ce dernier est premier, il existe o € G tel que o(b) € II;, ce qui contredit
la définition de b. Donc tous les II; sont conjugués via des éléments de G.

On déduit alors immédiatement que tous les f; sont égaux, disons égaux a f.
Comme pour 0 € G on a 7B = o(7B) = [[;_, o(IL;)%, on déduit que tous les ¢;
sont égaux, disons a e. La proposition 2.2.7 impose donc que efr = [L : K] =
Card(G). Le lemme découle alors immédiatement. O

Remarquons que, par multiplicativité, la formule montrée dans le lemme précédent
est encore vraie si II n’est pas premier. Nous ne supposons plus L|K galoisienne.
Nous pouvons a présent étudier la norme d’un idéal principal:

Proposition 2.3.4. Norme d’un idéal principal
Supposons que I = («) est principal. Alors Npx (I) lest aussi.

Preuve. On considere M la cloture galoisienne de L|K. Soit C la fermeture
intégrale de A dans M. Alors, avec 2.3.2 et 2.3.3, on a

Ny (IC) = Ny (Nagyr(IC)) = Npjge (1)1
Ny (1C) = Ioegauin) oIC) = (N (a))M:L]

La proposition découle immédiatement de ces deux relations. O
Pour terminer, étudions la norme dans le cas particulier ou K = Q:

Proposition 2.3.5. Norme absolue
Soit I un idéal de B. Alors Npjg (I) est engendré par l'indice de I dans B.

Preuve. Décomposons I = II{"...TI¢", ou les II; sont des idéaux premiers. Notons

piZe =1, NZ et f; = [B/I; : Z/p;,Z). Alors Ny () = <H: lprﬂ) Z. D’apres
le théoreme des restes chinois, B/I = [[;_, B/II;". 1 suffit donc de montrer que,
pour tout i, [B : II%] = p¢*/*. Cela découle immédiatement de la démonstration de
la proposition 2.2.7, ou 1 on prouve qu'il y a une filtration (0) C II¥~'/II% C ... C
1L, /117 € B/IIS dont les quotients successifs sont des Z/p;Z-espaces vectoriels de
d1men81on fi- O
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3 Le contre-exemple de Swan

Nous avons vu que le théoréeme de Fischer donne une réponse affirmative au
probleme de Noether dans certains cas. Cependant, le probleme de Noether admet
parfois une réponse négative. C’est ainsi que Richard Swan proposa en 1969 un
contre-exemple, que nous allons développer ici.

3.1 Construction d’un premier invariant dans le groupe de
Grothendieck

Considérons un corps L et H un groupe fini d’automorphismes de L. Soit k£ un
sous-corps de L stable par H tel que L soit une extension de type fini de k.
Attention, remarquons qu’on ne suppose pas que les éléments de k sont fixes par

H. Si A est un sous-anneau de L, on note A” 'ensemble des éléments fixes par
H.

Définition 3.1.1. Module de permutation
On dit qu’un Z[H]-module P est un module de permutation si P est libre sur
Z, et possede une base permutée par H.

Remarque 3.1.2. Un module de permutation est une somme directe de modules
de la forme Z[H/H'] ou H' désigne un sous-groupe de H.

Nous allons a présent construire un invariant pour la famille des anneaux vérifiant
les cinq propriétés suivantes:

P1: Le corps des fractions de A est L.

P2: A est une k-algebre de type fini.

P3: A est stable par H.

P4: A est factoriel.

P5: A*/k* est un groupe abélien de type fini. Ici, A* (resp. k*) désigne le groupe
des unités de A (resp. k).

Dans la suite, nous noterons F la famille des anneaux vérifiant les propriétés P1
a Pb5.

Lemme 3.1.3. Passage entre anneaux
Soient A, A’ deuz anneaux dans F. Alors il existe a € A7, o' € A" qvec Ala™'] =
Alla'™1).

Preuve. A’ étant une k-algebre de type fini (P2), considérons af, ..., a), une famille
de générateurs. D’apres la propriété P1 appliquée a A, on peut écrire a; = x;/¢;
avec x;, ¢; dans A. Considérons le produit ¢ = []7_; ¢;, et soit b =[], ., o(c). On
vérifie sans peine que b € AY, a; € A[b~!] et par conséquent A’ C A[b~1].

1l suffit maintenant de montrer le lemme pour A[b~!] et A’. En effet, si on suppose
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le lemme montré pour A’ et A[b!] avec b € A en choisissant a € A[p~1]H,
a' € A tels que A[b1][a"!] = A'[a’7!] et en écrivant a sous la forme d/b" avec
de A% on a A[b~Y[a™t] = Al(bd)1].

On peut donc supposer que A* C A. En inversant les roles de A et A’ dans
le raisonnement précédent, on trouve un élément a € A tel que A C A'la™1].
Notons que a € A”. En remarquant de plus que A'[a!] C Ala™!] (car A’ C A) et
que Ala™'] € A'la™?] (car A C A’'[a™']), on déduit que A[a~'] = A'[a"!]. O

Le lemme précédent nous permet de passer de A[a™!] & A'[a’~!] pour a et a’ bien
choisis. Le lemme suivant nous permettra de passer de A & Ala™!] et de A’ a

Al

Lemme 3.1.4. Une suite exacte
Soit A un anneau dans F. Soit a € A" non nul. Alors il existe une suite exacte

0—=A*—=Ala | —= P —>0

ot P est un module de permutation de type fini sur Z[H].
De plus, Ala™'] est dans F.
Corollaire 1mmédiat: la suite

0—>= A*Jk* —= Ala™\]* Jk* —= P ——>0
est exacte.

Preuve. Etablissons d’abord la suite exacte. Pour cela, nous allons construire une
application de Ala~!]* dans P apres avoir bien choisi P.

Notons (p;)1<i<r les diviseurs irréductibles de a dans A (non associés) et écrivons
a = upj*...pY avec u une unité de A, v; entiers strictement positifs. Comme
a € A% Vo € H,a = o(a) = o(u)o(p))*...co(p,)". L’anneau A étant factoriel,
par unicité de la factorisation de a, nous déduisons que les idéaux premiers (p;)
sont permutés par H.

Faisons correspondre a chaque idéal (p;) un élément e; et considérons le module
de permutation P de base ey, ..., e,, de telle sorte que H agit sur cette base de la
méme fagon que sur les idéaux premiers (p;)1<;<,. Définissons ensuite 1’application
de Ala~!']* dans P, en envoyant p; sur e;, i.e. en envoyant x € Ala"']* sur
> wal,, (x)e;. C’est un morphisme de Z[H]-modules. Un élément a="pi™ ... plr
dans A[a~']* avec n, m; entiers positifs a pour image > (m; — n.v;)e; dans P.
Comme tous les v; sont strictement positifs, cette application est surjective.
Cherchons son noyau. Un élément y = a "z de Ala']* avec n entier positif
est dans le noyau si et seulement si val, (¢ "z) = 0, Vi € I. Dans ce cas,
valy, (a"™) = val,, (z) pour tout i € I, et il vient du caractere factoriel de 'anneau
A que a™ | z, donc y € A. Le méme raisonnement marche pour y~!, donc y~* € A
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et y est inversible dans A.
On vient de démontrer que ’application surjective qu’on a construite a pour noyau
A*. D’ou l'exactitude de la suite

0—=A*——Ala " —P—0
On en déduit immédiatement 'exactitude de la suite
0— A*/k* — Ala " /k* —= P —=0

Montrons & présent que Ala~!] vérifie les propriétés P1 a P5.

P1, P2 et P3 sont trivialement satisfaites par Afa™1].

P4: Notons (p;)ier les diviseurs irréductibles de a dans A, (p;)jes les autres
éléments irréductibles de A. Les (p;),es sont exactement les éléments irréductibles
de Ala~!'] (A unité pres). Prenons un élément d/a" dans A[a™!], avec d € A. On
obtient I'existence de la factorisation en factorisant d dans A, et 'unicité découlde
de celle de A.

Donc Afa™!'] est dans F. O

Nous sommes a présent en mesure de définir le premier invariant. Cependant, nous
avons préalablement besoin de définir le groupe de Grothendieck:

Définition 3.1.5. Groupe de Grothendieck

On définit le groupe de Grothendieck de la catégorie des Z[H|-modules de type
fini de la facon suivante:

Soit S le groupe abélien libre dont une base est donnée par les symboles [A], ou
A décrit les classes d’isomorphisme de Z[H]-modules de type fini. Soit R le sous-
groupe engendré par tous les élément de la forme [A] + [C] — [B] dés que A, B, C
sinscrivent dans une suite exacte

0 A B C 0
Le groupe de Grothendieck est alors défini comme le quotient S/R.

Notons Ky(H) le groupe de Grothendieck de la catégorie des Z[H]-modules de
type fini. La suite exacte dans le lemme précédent nous incite a nous intéresser a
ce groupe. Afin de prendre en compte le fait que P est un module de permutation,
nous considérons le quotient de Ky(H) par le sous-groupe engendré par tous les
modules de permutation P. Notons Sw(H) le groupe ainsi construit. Alors de
tout ce qui a été vu jusqu’ici découle un invariant:

Théoréme 3.1.6. Invariant dans le groupe Sw(H)
L’image de A*/k* dans Sw(H) ne dépend pas du choiz de l'anneau A vérifiant les
propriétés Pl a P5.

23



Preuve. Soient A et A’ deux anneaux dans F. Choisissons a et a’ comme dans
le lemme 3.1.3. La suite exacte du lemme 3.1.4 donne alors immédiatement les
relations [A*/k*] = [Ala™']*/k*] et [A™/k*] = [A'[a’7']*/k*] dans Sw(H). Comme
de plus Ala™1]* = A’[a’"1*, on a [A*/k*] = [A™*/k*] dans Sw(H). O

3.2 Construction d’un deuxieme invariant dans le groupe
des classes

On suppose a présent que H est un groupe cyclique d’ordre n. Soit o un générateur.
Soit ¢,, le n-ieme polynome cyclotomique. Considérons 'anneau O = Z[H]/(¢p,(0)).
Isomorphe a Z[(] ou ( est une racine primitive n-ieme de 'unité, d’apres la propo-
sition 2.2.6, ¢’est un anneau de Dedekind. Soit M un O-module de type fini. Alors,
d’apres ’étude des modules de type fini sur un anneau de Dedekind développée
dans la section 2.1.3, on peut écrire M = N & I & @], O/II{", ou N est libre, I
est un idéal de O et les II; sont des idéaux premiers non nuls de O. Notons J =
[1{*...I15%. On définit alors la classe de M, notée c(M), par la classe de I.J~! dans
le groupe des classes défini en 2.1.2si I # 0, celle de J~! sinon. 1l est immédiat que
la classe est compatible avec la somme directe, au sens ou (M@ M') = ¢(M)e(M'):

eneffet, si M = N To@?L, O/I% et M' = N'&T' & @Y, O/II" avec N et N’
libres, alors M@ M' =N N o O II' e P!, O/II" @ EB;’/:l O/H;a; en tenant
compte du fait que I &I’ 2 O @ II'. Cependant, la compatibilité de la classe avec
les suites exactes est beaucoup moins triviale et s’exprime ainsi:

Proposition 3.2.1. Compatibilité de la classe avec les suites exactes
Soit 0 - A - B — C — 0 une suite exacte de O-modules. Alors ¢(B) =
c(A)e(C).

Preuve. Ecrivons C' = NG IG@Y_, O/11%, ot N est libre, et notons J = [, 1%
et D= N & O & I puis considérons le diagramme suivant:

0 0

0—=A——=Bx¢D——>D—0




ol B X¢ D est le produit fibré de B et D au-dessus de C'. 1l est facile de voir que
le diagramme est exact en lignes et en colonnes. Par définition de la classe, on a
toujours ¢(D) = ¢(J)c(C). Comme la classe est compatible avec la somme directe,
comme D est sans torsion (et donc projectif), ¢(B x¢ D) = ¢(A)c(D). Si de plus
B est sans torsion, on a ¢(B x¢ D) = ¢(J)c(B), et les trois relations trouvées entre
les classes imposent que ¢(B) = ¢(A)c(C). Donc la proposition 3.2.1 est vraie
des que B est sans torsion. Maintenant, si 'on ne suppose rien pour B mais on
suppose que A est sans torsion, alors B x¢o D =2 A @ D est sans torsion, et donc
¢(B x¢ D) = ¢(J)e(B). On conclut que la proposition 3.2.1 est vraie des que A
est sans torsion. Finalement, si ’on ne suppose rien, on déduit de ce qui précede
que ¢(B x¢ D) = ¢(J)c(B) puisque J est sans torsion. La proposition est donc
prouvée en toute généralité. O

Pour un Z[H]-module M, nous considérons le O-module M*¢?) = {m € M, ¢,,(c)m =
0}. Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant qui établit une compatibilité par-
tielle avec les suites exactes de Z[H]-modules:

Lemme 3.2.2. Compatibilité de la classe avec les suites exactes de 7Z[H|-
modules
Soit P un Z[H]|-module de permutation.

(i) P) est un O-module libre.

(ii)) Si0 — M — N — P — 0 est une suite exacte de Z[H]|-modules, alors
0 — M) — N(0) 5 ponl@) 5 () est une suite evacte de O-modules.

Preuwve.

(i) P étant un module de permutation, on peut écrire P = Z[H|" &, Z[H/H;],
ou les H; sont des sous-groupes de H non triviaux. Pour chaque ¢, sid = [H :
H;], alors (09 —1)Z[H/H;] = 0. Or on a aussi ¢, (0)Z[H/H;]**(") = 0. Donc,
comme (X% — 1) A ¢, = 1, grace a l'identité de Bezout, Z[H/H;|%®) =
0. D’autre part, soit ¢, € Z[X] tel que X" — 1 = ¢,1, et considérons
f: Z[H] — Z[H]*"9) 2 s ¢,(c)z. L'application f est un morphisme de
Z[H]-modules, dont le noyau est ¢,(c)Z[H] et dont I'image est Z[H]"()
tout entier. En effet, il existe des polynomes a coefficients entiers A et B et
un entier non nul m tels que A¢, + By, = m, et Z[X]/(¢n) et Z[X]/(1y)
sont des groupes sans torsion, donc 'annulateur de ¢,(c) est (,(0)) et
Iannulateur de 1, (c) est (¢n(c)). Donc Z[H]*"(?) = Z[H]/é,(c)Z[H]. Par
conséquent, P (7) = O,

(i) Notons P, = Z[H]" et P, = @, Z[H/H;]. Soit N, I'image réciproque de P,
dans N. On a alors les suites exactes de Z[H]-modules:
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00— Ny —>N—-P —0
0—=M—= Ny — P, —0

P, étant libre, la premiere suite exacte donne N = Ny @ Py, donc N $n(0) —
Nf”(g) D P{b”(a). La deuxi¢me suite exacte permet d’établir 0 — M (7)) —
Nf”(a) — Pf”(a) = 0 d’apres (i), donc M?n(9) = N;b"(a). On en déduit alors
que 0 — M99 — N (o) 5 pén(@) 5 () est une suite exacte de O-modules.

]

Le lemme précédent montre alors que N¢#(@) 22 N[¢n(9) @ P#n(©) ot que ¢( M) =
c(N¢?)). Nous sommes & présent en mesure de définir I'invariant de Swan, qui
va jouer un role majeur dans la suite:

Théoreme 3.2.3. Invariant dans le groupe des classes
La classe c((A*/k*)?n)) est indépendante du choiz de l'anneau A vérifiant les
conditions (P1) a (P5).

Preuve. Soient A et A’ deux anneaux vérifiant les conditions (P1) a (P5). D’apres
le lemme 3.1.3, il existe a et o’ dans A" et A" tels que Ala™'] = A’[a’"!]. Notons
B = Ala™!'] = A'[a’']. Alors, d’aprés le lemme 3.1.4, on a les suites exactes de
Z[H]-modules suivantes:

0— A*k* - B*/k* - P —0

0—- A*/k* - B*/k* > P =0
ou P et P’ sont des modules de permutation. Donc le lemme 3.2.2 impose que
c((A*/k*)270)) = c((B* /k*)#n(9)) = ¢((A™ /k*)?(9)), d’ot1 le théoréme. m

Nous noterons & partir d'ici a(k, L, H) = c((A*/k*)?»(?)). Dans la suite, il s’agira
de déterminer que cet invariant est toujours le méme des que le probleme de
Noether admet une réponse affirmative, puis de montrer qu’en choisissant judi-
cieusement les parametres du probleme on obtient un invariant différent.

3.3 Le contre-exemple de Swan

Commencons par calculer I'invariant précédent dans le cas d’une extension tran-
scendante pure.

Fixons p un entier premier de Z: ultérieurement, on prendra p = 47. Soit kg un
corps, qui sera pris égal a Q plus tard. Notons £ le corps obtenu a partir de kg
par adjonction des racines p-iemes de 1'unité. On suppose que [k : ko] =p — 1, ce
qui est évidemment vérifié lorsque ky = Q. Soit Ky = ko(x1,...,2,) le corps des
fractions rationnelles sur k.

Soit G le groupe cyclique d’ordre p qui opere sur Ky en permutant circulairement
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Zi,...,%p. On note Ly = K§ le corps fixe sous I'action de G. Notons K et L
les corps obtenus a partir de K, et Ly respectivement par adjonction des racines
p-iemes de l'unité. Il est alors clair que [K : Ko = [L : Lo = p — 1. On choisit
ensuite pour H le groupe de Galois de K /K, qui est canoniquement isomorphe
aux groupes de Galois de L/Lg et de k/ky par restriction. H est alors le groupe
cyclique a n = p — 1 éléments.

Théoreme 3.3.1. Cas d’une extension transcendante pure
Si Lo/ko est une extension transcendante pure, alors on a ok, L, H) = 1.

Preuve. Si Ly = ko(yi,...,yp), avec les y; algébriquement indépendants sur ko,
alors en prenant A = k[yy,...,y,|, A vérifie les conditions P1 a P5. Or A*/k*
n’est autre que I’élément neutre, on a donc par définition «o(k, L, H) = 1. O

Par conséquent, pour montrer qu'une extension n’est pas transcendante pure, il
suffit de calculer a(k, L, H) et de voir que I’on n’obtient pas 1, ce qui revient a voir
qu’un certain idéal n’est pas principal. Pour cela, nous aurons besoin du lemme
suivant:

Lemme 3.3.2. 47 est un nombre magique
Si ¢ est une racine primitive 46-ieme de l'unité, et p un idéal premier de Z[(] tel
que Card(Z[C]/p) = 47, alors p n'est pas principal.

Preuve. La preuve est basée sur 1’étude de la norme relative de I'idéal p (section
2.1.3).

Raisonnons par ’absurde.

Tout d’abord, d’apres le théoreme 2.2.9, on sait que Z|[(] est la cloture intégrale
de Z dans le corps k. Ce corps contient le corps Q(v/—23). En effet, si £ est une
racine primitive 23-eme de 'unité, on remarque que

o) =23 =[J-¢)=][a-&H1 - = - (H(éi - 1>>

i=1 i=1 i=1

et on a donc bien que /—23 € k.

Comme Q(y/—23) est un corps quadratique avec —23 = 1 [4], le théoréme 2.2.11

impose que I'anneau des entiers de Q(y/—23) est engendré par 1 et Y22 3_23

Si p était principal, sa norme relativement a Q(y/—23) serait encore un idéal

T+yv/—23 (
2

principal («) d’apreés la proposition 2.3.4. Si a = r =y [2]), on a

x24+23y2
Y —

Now=m)0l@) =
47. La proposition 2.3.2 impose alors 47 = En examinant les cas ol
ly| = 0,1,2, on remarque que 1’équation précédente n’a pas de solutions, d’ou la
contradiction. O]

De plus, avec la proposition 2.3.5, on a Ng)o(p) =
2242312
R
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La définition suivante sera utile dans la suite:

Définition 3.3.3. Résolvantes de Lagrange
Soit w une racine p-ieme de l'unité. On appelle résolvantes de Lagrange les

p .
y; définis par: Vi € {0,1,...,p—1}, y; = > w ax;.
j=1

Nous sommes a présent en mesure d’établir le contre-exemple de Swan:

Théoreme 3.3.4. Contre-exemple de Swan

On prend p = 47, kg = Q, G le groupe Z/ATZ agissant sur les x; par permuta-
tion cyclique, Ko = Q(x1,...,x47). Alors Lo, le corps des fractions rationnelles
mvariantes par G, n’est pas une extension transcendante pure de Q.

Preuve. Rappelons que nous avons choisi pour H le groupe de Galois de K/K)
isomorphe aux groupes de Galois de L/Lg, k/ko: il est cyclique d’ordre n = p — 1.
Notons y; les résolvantes de Lagrange définies précédemment, pour ¢ allant de 0 a
p—1. On remarque que les actions de G et H sur K commutent. Le groupe H fixe
Yo et le sous-Z-module M’ de K* de base yi, ..., y,—1 est libre sur Z[H]. En effet,
H permute (transitivement) les y; et donc ce module est monogene (engendré par
y1) sur Z[H]. On utilise bien sur ici que la matrice de Van der Monde qui traduit
le changement de variables donné par les résolvantes de Lagrange est inversible.
On considere ensuite le sous-module M de M’ défini par M = M’ N L*. On va
montrer que M est un sous-module d’indice p de M’. Par un calcul simple on voit
que y} et y;'y; sont des éléments de M. Ils engendrent un sous-module d’indice
p de M'. Sic’est M, il n’y a rien & montrer. Sinon, M = M’ donc M’ C L* ce
qui est absurde puisque y; n’est pas dans L. Donc M est un sous-module d’indice
p de M’. On voit aussi que M est de rang p — 1 en tant que Z-module. Soit
mi, ..., m,_1 une base de M.

Maintenant considérons A l'anneau k[yo, mq, ..., my_1, mit, ... ,m;_ll], alors A
vérifie les propriété P1 a P5. En effet, la seule difficulté est de montrer que le corps
des fractions de A est L. Pour cela, on utilise que le degré de I'extension K/L est p
(car 'extension est galoisienne), et on va le comparer au degré de K sur le corps des
fractions de A (noté Fraca). Mais K = k(yo,m1,...,my 1,my", ... ,m;_ll)(yl),
donc le degré d’extension de ce dernier sur k(yo, mi, ..., my_1, mit, ... 7m;_ll) est
au plus p. Mais alors on a

<p

N

FracA— L“—F> K

11), le corps des fractions

ce qui montre que L = k(yo,my,...,my, 1, my", ... ;M

de A. On remarque aussi que A*/k* est égal & M.
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Par définition du second invariant, a(k, L, H) = ¢(M?%*(®)). En regardant la suite
exacte
00— M¢n(0) —— pflon(o) —— M’¢>n(0)/M¢n(U) — 0

onaa(k,L, H) = c(M'®) /M*(2))=1 par compatibilité de la classe avec les suites
exactes (proposition 3.2.1 et proposition 3.2.2). Le module M étant un sous-
module d’indice p de M’, M@ est un sous-O-module d’indice 1 ou p de M'#»(@),
Montrons que M%(@) £ M'#(?)  Pour ce faire, on va construire un élément annulé
par ¢, (o) dans M’ mais qui n’est pas dans M. Regardons par exemple I’élément

T= ][] (¢*-1) ez[H]

d|n,d#n

Alors T.y; est annulé par ¢, (o). Montrons que son image dans M’'/M est non
nulle. On sait que M’'/M est isomorphe a Z/pZ, engendré par y;, et action de
o sur M’/M est une multiplication par r ou r est ’élément dans Z/pZ tel que
o(w) =w". Donc T agit sur M’/M par multiplication par I’élément de Z/pZ

IT ¢~

d|n,d#n

qui est non nul car 'ordre de r dans (Z/pZ)* est n. Par conséquent T est injectif
et donc 7.y, est non nul.

Donc M?%(9) est un sous-O-module d’indice p de M'#»(?) = O. Par conséquent,
M'®n() [M[#n(9) est, isomorphe & un quotient Z[C]/p, p idéal premier, et donc
a(k,L,H) = 1 si, et seulement si, p est principal. Or, avec p = 47, la pro-
priété “47 est un nombre magique” (proposition 3.3.2) impose immédiatement que
p n’est pas principal. ]

4 Résolution du probleme de Noether pour un
groupe abélien

4.1 Un peu de cohomologie des groupes finis

Dans la suite, nous aurons besoin de définir quelques notions de cohomologie des
groupes. Soit G un groupe fini, et définissons:

Définition 4.1.1. H' et H!

Soit M un Z|G]-module. Soit N : M — M,m v > _,gm. Soit I lidéal de
Z|G] engendré par les éléments de la forme g — 1, pour g € G. Alors on définit les
groupes:

A{f:G—=MVg, g €G, flgg) =gf(d)+ fg)}
H(G, M) = {G— M,g+— ga—a;ae M}
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H Y (G,M) = KerN/IcM

Considérons 0 -+ A — B — C' — 0 une suite exacte de Z[G]-modules. Il est alors
immédiat que la suite 0 — AY — B% — C¢ est exacte, mais la derniere fleche
n’est pas nécessairement surjective. Le groupe H! permet alors de compléter cette
suite, comme l’exprime la proposition suivante:

Proposition 4.1.2. Suite exacte de cohomologie

Soit 0 - A — B — C — 0 une suite exacte de Z|G|-modules. Alors il existe une
application canonique C¢ — HY(G, A) telle que la suite 0 — AY — BY — C% —
H'(G, A) — H'Y(G, B) est une suite exacte de Z|G]-modules.

Preuve. Soit m : B — (' la projection. On considere ¢ : C¢ — HYG, A),c
(g — gb — b) o b est un élément de B tel que w(b) = cet i : H'(G, A) — H' (G, B)
I’application canonique. On vérifie immédiatement que l'image de ¢ par @ ne
dépend pas du choix de b, puis que, comme 7(gb — b) = gn(b) — w(b) = gc—c = 0,
on a bien gb — b € A. 1 est donc bien définie. L’exactitude de la suite proposée
est alors facile a établir. ]

On énonce maintenant un théoreme classique connu sous le nom du “théoreme de
Hilbert 90” qui sera utile dans la suite:

Théoreme 4.1.3. Théoréme de Hilbert 90
Soit L/K wune extension galoisienne finie de groupe de Galois G = Gal(L/K).
Alors HY(G, L*) = 0.

Preuve. Les opérations sont notées multiplicativement dans cette preuve. Soit
f : G — L* une application non nulle telle que f(gg’) = gf(¢') - f(g). On veut
trouver un élément ¢ dans L* tel que f(g) = gc-c™'. On considere pour cela

un élément b de la forme b = > f(g) - g(a) avec a € L* que l'on déterminera
geG

ultérieurement. Un calcul montre que Vg € G, gb = f(g)~'b. Si b # 0, alors, en
posant ¢ =b"' on a Vg € G, f(g) = gc-ct.
Reste a montrer que l'on peut choisir a € L* tel que b # 0. Autrement dit il

suffit de voir que 'application a — > f(g) - g(a) soit non nulle. Ceci résulte de
geG

I'indépendance linéaire des automorphismes de corps. O

Pour terminer, nous aurons besoin du lemme de Shapiro, que nous admettrons:

Lemme 4.1.4. Lemme de Shapiro
Soient H un sous-groupe de G et M wun Z[H]-module. Nous pouvons munir
Homgzm(Z[G], M) d’une structure de Z[G|-module par:

(9f)(a) = f(ag) pour g € G et f € Homymu)(Z|G], M) et a € Z[G].
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Alors on a l’isomorphisme

HY(G, Homzm (Z|G),M)) = H' (H, M)

4.2 Notations, objectif et stratégie

Considérons un corps k et G un groupe abélien fini qui agit sur k({z,, g € G}) par
permutation des variables. Notons kg = k({x,,g € G})¢. On cherche & établir
une condition nécessaire et suffisante pour que k¢ soit une extension transcendante
pure de k.

Etant donné un groupe cyclique p d’ordre m et de générateur 7, on définit Z(p) =
Z[p]/Pm(T)Z[p]. C’est un anneau de Dedekind isomorphe a Z|[(,,], out (,, est une
racine primitive m-ieme de I'unité. Remarquons que cet anneau est indépendant
du choix de 7.

Notons a présent k. I'extension cyclotomique maximale de k& dans une cloture
algébrique. Donnons-nous un sous-corps K de k. contenant k tel que px =
Gal(K/k) est cyclique, de générateur 7x. Soient P I'ensemble des nombres pre-
miers et T' = (P — {2, car(k)}) x N*. Pour (p,s) € T, on définit I'idéal ax(p®) de
Z(prc) par:

ar(p®) = Z(px) st K # k(Gps)
ag(p®) = (T — t,p) si K = k(Gpe) et t € Z vérifie 7x () = ¢

Remarquons que cette définition est indépendante du choix de 7.
On définit alors pour un groupe abélien fini H:

ag(H) = H(P,S)ET ag(p*) )

ou m(H,p,s) = dimg(p* ' H/p*H).
Notons finalement v(G) la plus grande puissance de 2 divisant l'exposant de G.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme de Lenstra:

Théoreme 4.2.1. Théoréme de Lenstra
Awvec les définitions et notations précédentes, kg est une extension transcendante
pure de k si, et seulement si, les deux assertions suivantes sont vérifiées:

(i) quel que soit le sous-corps K de k. contenant k tel que px est cyclique, ax(Q)
est principal.

(ii) Si car(k) # 2, alors k(Cy(a)) est une extension cyclique de k.

La démonstration de ce théoreme est délicate et longue. Décrivons la stratrégie
suivie.
Dans un premier temps (parties 4.3 et 4.4), nous allons nous essayer d’établir des
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liens entre les modules de permutation et les extemsions transcendantes pures, afin
de montrer le théoreme 4.4.6. Ensuite, dans un deuxieme temps, afin de relier la
nature de l'extension kq|k a l'idéal ax(G), nous allons construire un module F,
puis nous allons relier F), a I'extension kg|k (partie 4.5 théoreme 4.5.8) et aux
idéaux de la forme ax(Z/qZ) (partie 4.6 théoreme 4.6.7). Pour ce faire, nous au-
rons besoin d’introduire dans la partie 4.6 deux modules que nous appellerons I,
et J, et qui joueront aussi un role important dans les parties suivantes. Apres cela,
dans la partie 4.7, le théoreme 4.7.4 nous permettra d’éviter tous les problemes de
caractéristique, en particulier la situation problématique ou car(k) divise |G|. Fi-
nalement, la partie 4.8 permettra de montrer le théoréeme de Lenstra en établissant
d’abord quelques isomorphismes de corps puis en combinant tous les résultats vus
jusque la.

L’énoncé du théoreme de Lenstra n’est pas particulierement simple ni joli. Il est
assez difficile a appréhender et assez technique. Cependant, il est puissant et il
permet d’obtenir de trés belles conséquences, en particulier dans le cas ou G est
cyclique. Nous donnerons quelques-unes de ces conséquences dans la partie 5.

4.3 Facteurs directs de permutation

Soit m un groupe fini. En nous inspirant de la définition des modules projectifs,
nous posons la définition suivante:

Définition 4.3.1. Facteurs directs de permutation
On dit qu’un Z[r]-module P est un facteurs directs de permutation s’il existe
un Z[r]-module P" tel que P ® P est un module de permutation.

Intéressons-nous d’abord a la cohomologie des facteurs directs de permutation:

Proposition 4.3.2. Cohomologie des facteurs directs de permutation
Soit P un Z[r]-module, facteur direct de permutation. Soit p un sous-groupe de .

Alors H'(p, P) = H (p, P) = 0.

Preuve. Comme P est un Z[p]-module facteur direct de permutation, on peut
supposer p = 7. Il existe alors P’ tel que P & P’ est une somme directe de
modules de la forme Z[r/7'], pour 7’ sous groupe de w. On peut donc supposer
que P = Z[r/7']. En appliquant le lemme de Shapiro (4.1.4), on obtient que
H'(m, P) = H'(w, Homgw(Z[n), Z)) = H' (7', Z) = 0.

D’autre part, on vérifie facilement a la main que KerN = I,P,ou N : P — P,p
> g, 9P €t I, est I'idéal de Z[p] engendré par les éléments de la forme g — 1, pour

g € p. Donc H'(p, P) = 0. O

On peut alors énoncer les caractérisations suivantes des facteurs directs de permu-
tation:
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Proposition 4.3.3. Caractérisations des facteurs directs de permutation
Soit P un Z|mw|-module. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) P est un facteur direct de permutation.

(ii) Pour tout morphisme de Z|r|-modules f : P, — P, induisant des surjec-
tions P{ — PY quel que soit le sous-groupe p de m, Uapplication induite
Homyp (P, P1) — Homg (P, P2) est surjective.

(iii) Si L est un Z[r]-module tel que H(p,L) = 0 quel que soit p sous-groupe
de 7, alors toute suite exacte de Z[r]-modules 0 — L — M — P — 0 est
scindée.

Preuve. Supposons (i). Ecrivons S = P @ P’ de telle sorte que S soit un module
de permutation. Soit f : P, — P, un morphisme de Z[r]-modules induisant des
surjections P{ — Pj quel que soit le sous-groupe p de 7. Soit h € Homg (P, P,).
Alors on peut prolonger h par 0 sur P’, obtenant ainsi h:S — P,. Le module S
s’écrit comme somme directe de facteurs de la forme Z[r/p], pour p sous-groupe de
7. Considérons N = Z[r/p] un de ces facteurs. L’élément h|y(1) appartient a PJ:
on peut donc choisir o € P/ tel que E|N(1) = f(xp). Posons alors k(1) = z et
prolongeons k par Z[r] linéarité & N. On a alors E| ~ = fok. Il est donc possible de
trouver k' dans Homg (S, Pr) tel que h= fok'. 1l suffit alors de restreindre k" a
P pour montrer que h est bien dans I'image de Homy (P, P1) — Homg- (P, P,),
d’ou (ii).

Supposons (ii). Soient L un Z[r|-module tel que H'(p,L) = 0 quel que soit p
sous-groupe de 7 et une suite exacte de Z[r]-modules 0 - L —- M — P — 0. En
écrivant la suite exacte de cohomologie, on obtient alors, pour tout sous-groupe
p de 7, 'exactitude de la suite 0 — L — M? — P? — 0, donc M? — P’ est
surjective. Donc, avec (ii), Homg (P, M) — Homg- (P, P) est surjective, ce qui
permet immédiatement de scinder la suite 0 - L — M — P — 0, d’ou (iii).
Supposons (iii). Soit M le Z[r]-module qui, en tant que groupe, est le groupe
abélien libre de base (e,),cp indexée par P, et sur lequel la multiplication par
les éléments de Z[r] est donnée par: VA € m,Vp € P, Xe, = eyy. On a alors
une surjection naturelle M — P, qui envoie e, sur p, et M est un Z[r]-module
de permutation. Soit L le noyau de la surjection M — P. Alors la suite 0 —
L —- M — P — 0 est exacte, et, pour tout sous-groupe p de 7, on a la suite
exacte de cohomologie: 0 — L” — M? — PP — H'(p,L) — H'(p,B) = 0, en
tenant compte de la proposition précédente. Or la fleche M? — P? est clairement
surjective, donc H'(p, L) = 0. En appliquant (iii), on obtient que M = L & P, et
donc P est un facteur direct de permutation. O

Cette caractérisation rappelle celle des modules projectifs.
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4.4 Liens entre les modules de permutation et les exten-
sions transcendantes pures

Soit [ un corps sur lequel 7 agit fidelement par automorphismes de corps. Lorsque
M est un Z[r]-module, libre et de rang fini sur Z, on fait agir 7 sur {[M], I'anneau
de groupe de M, par o>, cpy Amm) = >, car 0(A)a(m), pour o € 7, et (Ap)menm
une famille presque nulle d’éléments de I. On étend cette action a (M), corps des
fractions de I[M], par o(ab™!) = o(a)a(b)~ .

Proposition 4.4.1. Une base formée d’éléments fixes
Soit V' un l-espace vectoriel sur lequel ™ agit semi-linéairement, au sens ou V' est
un Z[r]-module tel que:

Vo e V.Vo € m,VA € l,0(\v) = o(N)o(v)
Alors il existe une base de V' contenue dans V7.

Preuve. 1l suffit de montrer que toute forme linéaire sur V' s’annulant sur V7
est nulle. Soit donc f une telle forme linéaire. Soit v € V. Pour tout A € [,
Yower 0(Av) € VT donc 0 = f(3°, o, 0(Av)) = o f(ov)a(N). Etant donné que
les automorphismes de corps sont linéairement indépendants et que l'action de
est fidele, on a f(v) = 0, d’ou le résultat. O

Nous allons a présent montrer un certain nombre de propriétés exprimant les liens
entre les extensions transcendantes pures et les facteurs directs de permutation.
Le premier résultat concerne les modules de permutation.

Proposition 4.4.2. Extension transcendante pure associée a un module
de permutation

Soit P un Z[r|-module de permutation de type fini. Alors [(P)™/I™ est une exten-
sion transcendante pure.

Preuve. Considérons (ey, ..., €,) une Z-base de P permutée par m. Soit V' le sous-[-
espace vectoriel de [(P) engendré par ey, ..., e,. La proposition précédente impose
alors qu'il existe fi, ..., f, une base de V' contenue dans V™. On a alors [(P) =
U(f1y ey [r), €t (f1, ey fir) est une famille algébriquement libre sur [. Par conséquent,
I(P)" =1"(f1,..., fr), d’ou le résultat. O

Le résultat suivant permet d’établir un isomorphisme de corps lorsqu’une certaine
suite est exacte. Nous aurons besoin ici du théoreme de Hilbert 90, démontré en
4.1.3:

Proposition 4.4.3. Suite exacte et isomorphisme

Considérons 0 — M; — My — P — 0 une suite ezacte de Z|m|-modules de type
fini, libres en tant que groupes abéliens. On suppose de plus que P est un facteur
direct de permutation. Alors les corps [(My)™ et [(M; & P)™ sont ["-isomorphes.
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Preuve. Notons p : My — P la projection. On a une inclusion naturelle de (M)
dans [(My). Soit H le sous-groupe de [(Ms)* engendré par [(M;)* et My. C’est un
Z[r)-module. Soit f: H — P définie par:

VA € l(My)*,Ym € My, f(Am) = p(m)

La suite

0—=I(M) —=H-1>p—s0

est alors exacte. Pour p sous-groupe de 7, d’apres le théoreme de Hilbert 90, on
a H'(p,I(My)*) = HY(Gal(I(My)|l(M;)?),1(M;)*) = 0. D’apres la caractérisation
des facteurs directs de permutation (4.3.3), la suite exacte précédente est scindée.
La section P — H permet alors de construire un isomorphisme entre [(M;) et
[(M; & P) qui commute a l'action de 7, d’ou le résultat. ]

On en déduit le corollaire suivant:

Corollaire 4.4.4. Suite exacte et extension transcendante pure
Considérons 0 — M; — My — P — 0 une suite exacte de Z[n]-modules de
type fini, libres en tant que groupes abéliens. On suppose de plus que P est de
permutation. Alors [(My)™ est une extension transcendante pure de [(M;)™.

Preuve. D’apres la proposition précédente, les corps [(M)™ et [(M; & P)™ sont
["-isomorphes. En appliquant la proposition 4.4.2, en prenant /(M) comme corps
de base, on obtient que I(M; & P)™ =2 I(M;)(P)™ est une extension transcendante
pure de I(M;)™, d’ou le résultat. ]

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le théoreme central de cette partie.
Pour le montrer, nous ferons appel a des résultats montrés dans la partie 3, afin
d’établir le contre-exemple de Swan:

Théoreme 4.4.5. Modules de permutation et extensions transcendantes
pures

Soit M un Z[r]-module de type fini, libre en tant que groupe abélien. Les affirma-
tions suivantes sont équivalentes:

(i) 1l eziste une extension transcendante pure L de [(M)™, de degré de transcen-
dance fini, qui est aussi transcendante pure sur (™.

(i1) Il existe des modules de permutation Py et Py de type fini rendant exacte la

suite
O—-M-—-P—P —0
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Preuve. Supposons (i). Ecrivons L = I(M)™ (1, ..., ) = I"(y1, ... Ypis), OU (21, .., ;)
et (y1,...,Yrvs) sont des familles algébriquement libres sur [(M)™ et [™ respec-
tivement. Faisons agir 7 sur I(M)(x1,...,2,) = (M) Quany~ (M) (21, .., 2,) &
travers le premier facteur, c’est-a-dire, o(a ® b) = o(a) ® b. Posons finalement
A = 1[M][xq,...,x.] et A" =1y, ..., yr+s]. Vérifions que ces anneaux satisfont les
propriétés (P1) — (P5).

(P1): Le corps des fractions de A est clairement [(M)(z1,...,x,). Le corps des
fractions de A’ est I(y1, ..., Yr+s), €t on a le diagramme:

LYty oo, Ypys) == U M) (21, ..., x,)

degré|7rj\ j\degréhr

lﬂ(:ylu ) yr+s) E— Z(M>7r(l’1, . J]r>

Donc I(M)(x1, ..., z,) est le corps des fractions de A’.

P2): A et A’ sont clairement des [-algebres de type fini.

P3): Aest clairement stable par 7. On a de plus (™ (yy, ...yp4s) = {(M)™ (21, ..., z,) C
(M) (z1,...,x,))", donc les y; sont fixés par 7 et A’ est bien stable par 7.

P4): A et A’ sont bien factoriels.

(P5): A*/lI* = M et A™/I* =1 sont bien des groupes abéliens de type fini.
D’apres 3.1.3, il existe a € A™ et @’ € A'™ tels que Ala~!] = A'[a’~!]. Notons B cet
anneau. La propriété 3.1.4 permet alors d’établir I'existence de deux Z[r]-modules
de permutation de type fini P; et P, rendant exactes les deux suites:

(
(
(
(

0— A*/I" - B/l - P =0
0— A"/I" - B*/l* - P, =0
On déduit 'exactitude des suites:
0—M— B /I* P =0

0—=0—=B"/I"=>P,—0

et donc la propriété (ii) est démontrée.

Supposons (ii). La proposition précédente impose alors que [(FPy)™/I(M)™ est une
extension transcendante pure. Son degré de transcendance est clairement fini. De
plus, d’apres 4.4.2, I(P;)™/I™ est aussi transcendante pure. La propriété (i) est
donc établie, avec L = [(P,)". O

Nous en déduisons le corollaire suivant, qui nous sera tres utile dans la suite:
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Corollaire 4.4.6. Modules de permutation et extensions transcendantes
pures 2

Soit M un Z|r|-module de type fini, libre en tant que groupe abélien. On suppose
que , pour tout sous-groupe p de 7, on a H'(p, M) = 0. Les propositions suivantes
sont alors équivalentes:

(i) 1l eziste une extension transcendante pure L de [(M)™, de degré de transcen-
dance fini, qui est aussi transcendante pure sur (™.

(i) 1l existe des modules de permutation Py et Py de type fini tels que

M&P =P

Preuve. Supposons (i). Alors, d’apres le théoréme précédent, on peut trouver des
modules de permutation P; et P, de type fini rendant exacte la suite 0 — M —
P, — P — 0. D’apres les caractérisations des facteurs directs de permutation
(4.3.3), cette suite est scindée, d’ou la propriété (ii).

L’implication (ii) = (i) découle immédiatement du théoréme précédent. O

4.5 Construction du module F et liens avec les extensions
transcendantes pures

On suppose maintenant que 7 est abélien. Dans cette section, nous allons définir
un foncteur de la catégorie des m-modules dans la catégorie des Z(p)-modules sans
torsion, et nous verrons comment ’étude de ce foncteur permet de dire si une
certaine extension est transcendante pure ou pas.

On définit ce foncteur par Fy ,(M) = (M ®,Z(p))/{éléments d’ordre additif fini},
ou M est un m-module et p est un groupe quotient cyclique de 7. Ce foncteur
est bien défini, car le morphisme d’anneaux surjectif Z[r| — Z(p) nous permet de
considérer chaque Z(p)-module comme un 7-module.

Proposition 4.5.1. “Indépendance par rapport au choix de 7”

Soient S(m) l'ensemble des quotients cycliques de w et @' un groupe quotient de .
Alors il y a une inclusion naturelle S(n') C S(mw). En plus, pour tout ©'-module
M on a:

i) Sipe S(n'), alors Fy ,(M) = Fp ,(M) en tant que Z(p)-modules;

ii) Si p € S(m) mais p & S(n’), alors Fy ,(M) = 0.

Preuve. Déja, U'inclusion est claire (elle est induite par le morphisme surjectif
T — 7).

Montrons 'assertion i). On a I'isomorphisme M ®, Z[r'] = M, donc M ®,Z(p) =
M &, Z[7'] @ Z(p) = M Q. Z(p).
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Montrons l'assertion ii). L’hypothese p € S(7’) montre U'existence d'un élément
o € m qui a pour I'image 1 dans 7’ et dont I'image o* dans p est différente de 1.
L’action de o sur M est alors triviale, donc (6* — 1) - (M ®, Z(p)) =0, ot 0* — 1
est un élément non nul de Z(p). Mais alors, si 7 est un générateur de p et o* = 7¢
avec 0 < d < |p|, comme les polynomes ¢, (X) et X% —1 (d < |p|) sont premiers
entre eux, il suit que o* — 1 divise un entier non nul dans Z(p) par Bézout. Mais
alors M ®, Z(p) est un groupe de torsion, et donc Fy ,(M) = 0. O

On écrit dorénavant F, au lieu de F , par abus de langage.

Proposition 4.5.2. Une certaine compatibilité avec l’inclusion

Soient N un m-module et M C N un sous-m-module de N tel que N/M soit un
groupe de torsion. Alors F,(M) est isomorphe a l'image de M par Uapplication
naturelle N — F,(N), pour tout groupe quotient cyclique p de .

Preuve. Soit J le noyau du morphisme Z[r] — Z(p). Ceci induit, pour tout -
module P, une surjection P — F,(P) de noyau {p € P|3k € Z,k # 0,k-p € J-P}.
Il suffit alors de voir que {m € M|3k € Z,k #0,k-m € J-M} = M N{n €
N|3k € Z,k # 0,k -n € J- N}. Mais ceci est vrai car N/M est de torsion. O

Proposition 4.5.3. Cas d’un module de permutation
Si N est un m-module de permutation, alors F,(N) est Z(p)-libre pour tout p groupe
quotient cyclique de .

Preuve. Le module N est un m-module de permutation, donc il suffit de traiter
le cas N = Z[n'] avec 7’ un groupe quotient de 7 car le foncteur que nous avons
défini est compatible avec la somme directe. Mais alors d’apres la proposition
4.5.1, F,(N) = Z(p) ou F,(N) = 0. D’ou la proposition. O

Théoreéme 4.5.4. F, et isomorphismes 1

Soit ™ un groupe cyclique. Soit M un mw-module projectif de type fini. Alors [(M)™

et (BF,(M))™ sont isomorphes sur ™, ou p parcourt l'ensemble des quotients
P

cycliques de .

Preuve. Cette preuve est assez longue et délicate. Fixons d’abord les notations
pour cette preuve. Soit 7w un groupe cyclique d’ordre m et de générateur 7. On
note F(m) ensemble des diviseurs positifs de m. On note 74 'unique groupe quo-

tient de m d’ordre d pour d € E(m). On note aussi, pour C C E(m), ¢c = [ ¢a-
deC
Si M est un m-module, alors on note, pour tout C' C E(m), Mc = M/¢c(T)M.

On introduit aussi un graphe qui sera étudié dans lemme 3 et dont ’ensemble
des sommets est I'ensemble des relations d’équivalence sur E(m): si G(m) est
I'ensemble des relations d’équivalence sur E(m) et u un élément de G(m) dont
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’ensemble de ses classes d’équivalence (non vides) est noté [u], alors deux sommets
u et v sont les extrémités d’une aréte si la condition suivante est vérifiée: il existe
de E(m)et D € [u] tels que E(d) C D, E(d) # D et [v] ={E(d), D—E(d),C|C €
[u],C'# D}. L’ensemble des arétes sera noté S(m), et on montrera dans le lemme
3 que ce graphe est connexe.

Lemme 1: Soit M un Z[r]-module projectif, et soit d € E(m). Alors Mg est un
Z[r]-module, facteur direct de permutation.

Preuve du lemme 1: My = M/(79=1)M = M Qg Z{x]/(179—1) = M Qg Z[ry).
M étant projectif, cet isomorphisme impose que Mpq) est un Z[ry)-module pro-
jectif, et donc un Z[r]-module, facteur direct de permutation.

Lemme 2: Soient M un w-module projectif, et C, C" deux sous-ensembles disjoints
de E(m). Alors on a une suite exacte de m-modules:

0—> Mc — Mcoucr — Mo — 0

Preuve du lemme 2: Comme tout passe a la somme directe, il suffit de traiter le cas
ou M = Z[r]. On vérifie I'exactitude de la suite pour les applications suivantes:
celle de Mgyer vers Mg est la projection naturelle, et celle de Mo vers Moy est
induite par la multiplication par ¢ (7).

Lemme 3: Le graphe (G(m), S(m)) est connexe.

Un mot avant de faire la preuve de ce lemme: on ne prend pas en compte
'orientation des chemins.

Preuve du lemme 3:

On note i(m) (resp. w(m)) la relation d’équivalence sur E(m) telle que [i(m)] =
{{d}|d € E(m)} (resp. [w(m)] = {E(m)}). Il suffit de voir qu'il existe un chemin
de u vers i(m) pour tout u € G(m). On va faire une récurrence (forte) sur m. On
note aussi n(u) = |E(m)| — |[u]]. Pour m fixé, on fait une récurrence sur n(u).
Récurrence sur m: Sim = 1 il n’y a rien a démontrer. Le passage de < m am+1
se fait par une récurrence sur n(u).

Récurrence sur n(u): Si n(u) = 0, alors u = i(m) et on a gagné. On sup-
pose donc n(u) > 0, et soit e le plus petit élément de E(m) tel qu'il existe
D € [u] avec |D| > 1 (non trivial) et e € D. Il suffit donc de montrer qu’on
peut isoler e dans D. Comme u # i(m), on a e < m. On peut donc appli-
quer I'hypothese de récurrence sur m, qui donne un chemin de i(e) a w(e) dans
le graphe (G(e),S(e)). On va noter ce chemin (v;)o<;<p, €t on va modifier ce
chemin dans la suite. Pour 0 < j < b, on note D; € [v;] la classe qui contient
e, i.e. e € D;. On définit alors un chemin de longueur 2b + 1 qui permet de
séparer e des autres éléments de D. Pour 0 < j < b, on définit u; € G(m) par
[u;] ={C € [u]|CNE(e) =0U{DUD,;}U([v;] —{D;}). Pour b+1<j <2b+1,
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on définit u; € G(m) par [u;] = {C € [u]|CNE(e) = 0}U{D—{e}}U[vap11—;]. On
vérifie bien qu’il s’agit d’un chemin sur le graphe, comme on peut s’en convaincre
a partir d’une figure:
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Aller Retour
D-{e} D-{e}
______ e | e
E(e)-{e} E(e)-{e}
Etat 0 l Etat 2b+1 T
D-{e} D-{e}
e T e
E(e)-{e} E(e)-{e}
Etat b Etat b+1
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On a par ailleurs [ugp1] = {D —{e},{e}} U{[u] —{D}}. On a donc réussi a isoler
e dans la classe D, il suit que n(ugp1) = n(u) — 1. L’hypothese de récurrence
fournit alors un chemin de ugp41 & i(m). On peut donc relier u a i(m).

On a ainsi bien montré la connexité du graphe (dans le sens d'un graphe non-
orienté).

Lemme 4: (Un invariant du graphe) Si u,v € G(m), alors [(M(u))™ = (M (v))"
sur [™, ou M(s) = @& Me pour s € G(m).

Cels]
Preuve du lemme 4: Déja remarquons que le lemme précédent nous permet de
simplifier la situation: il suffit de faire cette preuve dans le cas de deux extrémités
d’une aréte du graphe. On peut alors appliquer le lemme 2 pour avoir une suite

exacte de m-modules:

0— MDfE(d) — MD — ME(d) —0

Cette suite exacte donne lieu alors, en ajoutant un facteur N = ® Mg, la
Ceu],C#D

suite exacte suivante:
O%N@MD,E(d) —)N@MD—>ME(d) —0

de modules Z-libres car M est projectif. En appliquant les lemmes 1 (de cette
démonstration) et 4.4.3, on a un isomorphisme de corps entre I(N @& Mp_g@q) ®
Mpga))™ et I(N @ Mp)™ sur [™. Mais ceci est tout simplement un isomorphisme
(M (u))™ 2 (M (v))™ sur {™, puisque u et v sont les extrémités d’'une méme aréte
du graphe.

Finalement on est en mesure de démontrer le théoreme:

Preuve du théoreme: reprenons les notations i(m) et w(m) du lemme 3. Alors en
appliquant le lemme 4 & u = i(m), v = w(m), on a M(i(m)) = & M/(¢pa(T)M) =
dlm

®F,(M) et M(w(m)) = M, ce qui donne I'isomorphisme entre [(M)™ et [(BF,(M))"
P P
sur [". D’ou le théoreme. O

Nous en déduisons le corollaire suivant:

Corollaire 4.5.5. F, et isomorphismes 2
Soit ™ un groupe abélien fini. Soit M un Z|r]-module de type fini de la forme

M:@Mﬂl
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ot My est un Z[n']-module projectif, @’ décrivant les quotients cycliques de w. On
a alors le I™-isomorphisme de corps:

I(M)™ 2] (EB Fp(M)>

p décrivant les quotients cycliques de .

Preuve. Soit 7' un quotient cyclique de w. Notons n’ = 7/7”. Le théoreme
précédent appliqué au groupe cyclique 7/, au module M, et au corps I™ permet
d’obtenir le ["-isomorphisme de corps:

I(M)™ 221 (@ Fp/(M,,/)>

ol la somme est prise sur les quotients cycliques de n’. La proposition 4.5.1 permet

alors d’écrire: i
(M )™ 21 (EB Fp<Mw/>>
P

ou la somme est prise sur les quotients cycliques de 7.
Montrons que cela implique que (M) =1 (@ ) FP(MW/)). Pour ce faire, la bonne

notion a introduire est celle des extensions linéairement disjointes. Cependant, afin
de ne pas introduire de nouvelles notions qui ne serviront que dans cette preuve,
nous allons donner une démonstration “ a la main ”.

Etudions d’abord {(M,/)™. En appliquant le théoréme de I'élément, primitif, soit [
tel que 1,1y, ..., lgfl soit une base de [ sur [™, ou p est 'ordre de m. Montrons que,
dans le corps [(My), 1, 1o, ..., 15" sont libres sur I(M,)™. Soient ay, ..., a, € [(My)"

tels que
p .
Z ailf)_l =0
i=1

On a alors, pour tout o € m,

p

Z a;io(ly)~' =0

=1

Donc, si 07, ..., 0, sont les éléments de 7 et si V(01(lp), ..., 0,(lo)) est la matrice de
Van der Monde associée a o1(lp), ..., 0,(lp), alors:

V(O’l(lo), PN O'p(lo)>t(a1, ceny ap) = 0
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On en déduit que a; = ... = a, = 0, d’ott la liberté de 1, Iy, ..., lg_l sur [(M)".
On déduit immédiatement que l'application (™-linéaire [(M )™ Q= | — (M)
définie par a ® b — ab est injective. Munissons [(M,)™ &= | d'une structure
d’anneau par (a ® b)(a’ @ b') = (aa’ ® bV'). L’application linéaire précédente est
alors un morphisme d’anneaux injectif, dont I'image est

(M)l = {Zaibi,ai e I(M)", b, € z}

ou les sommes prises sont toutes finies. On en déduit que I(M,)™ est un I(M,/)"-
espace vectoriel de dimension p, inclus dans [(M,), qui est aussi un [( M, )™-espace
vectoriel de dimension p. Par conséquent, I[(M,/)"l = I(M,). On en déduit que
[(M)™ @ 1 est un corps l-isomorphe & I(M,).

De maniere analogue, [ <@p F,(My)) &= 1 est muni d’une structure de corps
[-isomorphe a [ (@ p Fp(MW/)>. Nous en déduisons un [-isomorphisme entre les

corps [(My) =1 (@p FP(MW/)), qui commute avec I’action de . On en déduit un

isomorphisme
(M) = (EB Fp(M)>

qui commute avec l'action de 7, d’ou le résultat.
O

Afin d’énoncer le résultat suivant, nous avons besoin de construire une notion
de rang pour un Z[r']-module projectif P de type fini ou 7’ est un groupe cy-
clique. Pour A anneau commutatif, on notera Spec(A) le spectre de A, c’est a dire
I’ensemble des idéaux premiers de A, que I'on munit de la topologie de Zariski.
Commengons par montrer le lemme suivant:

Lemme 4.5.6. Spectre de Z|r']
Soit ™ un groupe cyclique. Alors Spec(Z[n']) est conneze.

Preuve. 1l suffit de montrer que les seuls éléments idempotents de Z[7'] sont 0 et
1. Cela revient a montrer que, si P € Z[X] est tel que X™ — 1|P(P — 1), alors
X" —1|P ou X" —1|P —1. Soit ¢, une racine primitive n-ieme de 'unité. Notons
P =5, ay X* avec les a; nuls & partir d'un certain rang. Alors P(1) + P((,) +
.+ P = n(ap + a, + agy, + ...) est multiple de n. Or, chaque ¢’ est racine de
Poude P —1,donc P(¢}) € {0,1}. On en déduit que, soit P(¢) = 0 pour tout
i€{0,1,...,n — 1}, soit P(¢}) =1 pour tout i € {0,1,....,n — 1}. Donc X" — 1|P
ou X" —1|P —1. O
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Pour p idéal premier de Z[n'], montrons d’abord que B, = P ®gr Z[n'], est un
Z|r'],-module libre (o Z[n'], désigne 'anneau localisé). P étant un Z[n'|-module
projectif, B, est un Z[n'],-module projectif. Ecrivons B, ©Q = Z[r']}, ot Q est
un Z[n'|,-module et 7 un entier naturel. On remarque que Z[7'], est un anneau
local d’idéal maximal m = pZ[r'],. On a B,/mBP, & Q/mQ) = (Z[r'],/m)". No-
tons (p;)ies une famille d’éléments de P, dont les classes modulo mP, forment une
base du Z[n'],/m-espace vectoriel P,/mF,. Notons (g;);ec; une famille d’éléments
de @ dont les classes modulo m@) forment une base du Z[r'],/m-espace vectoriel
Q/mQ. Alors, d’apres le lemme de Nakayama, la famille (p;);e; engendre P, et
la famille (g;)jes engendre Q. Donc les p; et les g; engendrent B, & Q = Z[r'],
et, par dimension, |/| + |J| = r. On en déduit que les p; et les ¢; sont une base
de P, ® Q = Z[r'];. Donc la famille (p;); est libre et engendre F,, et B, est un
Z|r'],-module libre de type fini.

On note rg,(P) le rang de F, en tant que Z[r'|-module libre, c’est & dire la dimen-
sion de B,/pPB, en tant que Z[n'],/pZ[n’],-espace vectoriel . Il suffit maintenant
de montrer que rg,(P) est indépendant du choix de p. Fixons donc po un idéal
premier de Z[r'] et soit I ’ensemble des idéaux premiers q de Z[r'] tels qu’il existe
n € Net p,,....p,, des idéaux premiers vérifiant:

PoC P 2p2C P32 .. Cpop1 2 Pay =4

Montrons que I = Spec(Z[x']). 1l est clair que si t; € I, to € Spec(A) et v; C o,
alors to € I. En notant V(1) = {p € Spec(Z[n'])|1 C p} pour [ idéal de Z[r'], on en
déduit que I =, V(p) = V(I [ 1 p) est fermé. On montre de maniere analogue
que I est ouvert. Par connexité de Spec(Z[n’]), on a bien I = Spec(Z[n']).

Il suffit donc maintenant de voir que rg,(P) = rg,(P) pour p C p’, ce qui est
évident. Nous avons donc montré le lemme:

Lemme 4.5.7. Rang d’un Z[r'| module projectif

Soit ™ un groupe cyclique. Soit P un Z[r']-module projectif de type fini. L’entier
19,(P) est indépendant du choiz de I'idéal premier p de Z[r']. On lappellera rang
du module P.

Nous pouvons maintenant établir le résultat suivant, qui jouera un réle important
dans la suite:

Théoreme 4.5.8. Lien entre F), et les extensions transcendantes pures
Soit ™ un groupe abélien fini. Soit M un Zlr|-module de type fini de la forme:

M:@Mﬂl

ot My est un Z[n'|-module projectif, @’ décrivant les quotients cycliques de w. 1l
y a alors équivalence entre les propriétés suivantes:
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(i) Le corps [(M)™ est une extension transcendante pure de ™.

(i) 1l existe une extension transcendante pure L de [(M)™, de degré de transcen-
dance fini, qui est aussi transcendante pure sur [”.

(11t) Pour tout quotient cyclique p de w, F,(M) est un Z(p)-module libre.

Preuve. Supposons (ii). Le module M est un facteur direct de permutation sur
Z|r], donc d’apres 4.3.2, nous pouvons appliquer 4.4.6. Il existe donc des Z|r]-
modules de permutation de type fini N; et Ny tels que M @ Ny = Ny. D’apres 4.5.3,
pour tout quotient cyclique p de m, F,(Ny) et F,(N3) sont des Z(p)-modules libres
tels que F,(M) @ F,(N;) = F,(N2). Comme Z(p) est un anneau de Dedekind,
d’apres le théoreme de structure des modules de type fini sur un anneau de
Dedekind, cela impose que F),(M) est un Z(p)-module libre, d’ou (iii).

Supposons maintenant (iii). Soit 7(7’) le rang de M, sur Z[r']. Posons

N = @Z[ﬂ_/]r(ﬂ")

Soit p un quotient cyclique de 7. Par hypothese, F,(M) est libre. Soit G I’ensemble
des quotients cycliques n’ de 7 tels que p est un quotient de n’. Alors le rang de

F
R=) r(x

»(M) est:
m'eG

D’autre part, il est clair que F,(IN) est libre de rang R. Donc F,(M) et F,(N)
sont des Z(p)-modules isomorphes. Par conséquent,

P F. (M) =P F,(N)

Avec 4.5.5, on déduit les ["-isomorphismes

l(M)“%l(@F,,(M)) gl(@Fp(N)) >~ [(N)”

Or, d’apres 4.4.2, I[(N)™ est une extension transcendante pure de I, d'ou (i). O

4.6 FEtude des modules I, et J,

Soit p un nombre premier et posons ¢ = p°®, ou s > 0. On se donne un corps [, de
caractéristique distincte de p, et contenant une racine primitive g-ieme de I'unité,
notée (,. On considere aussi un groupe abélien fini 7 d’automorphismes de /. On
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note alors k = [". L’extension [|k est alors finie galoisienne de groupe de Galois .
Soient 7(q) = Gal(l|k((,)) et p(q) = Gal(k(¢,)/k). La théorie de Galois impose
alors que p(q) = m/m(q). L'application m — (Z/qZ)*, o — t telle que o(¢,) = ¢}
est un morphisme de groupes dont le noyau est 7(q). Elle se factorise donc en un
morphisme de groupes injectif ¢, : p(q¢) — (Z/qZ)*. Ceci permet de munir Z/qZ
d’une structure de Z[p(q)]-module, et donc aussi d'une structure de Z[r]-module.

Supposons dans un premier temps que p(q) n’est pas cyclique. On sait que, des que
p est impair ou s < 3, (Z/qZ)* est cyclique. On en déduit que nécessairement p = 2
et s > 3. Notons C(q) = (Z/qZ) — {0}, et considérons Z@ le Z[p(q)]-module
de permutation de Z-base (e.)ccc(q) indexée par C(q) tel que, pour o € p(q) et
c € C(q), o(e.) = epe. Soit iy : Z¢9D — Z/qZ le morphisme de Z[p(q)]-modules tel
que i4(e.) = ¢, pour ¢ € C(q). Soit I, = Ker(i,). On a alors la suite exacte:

0— I, - Z°9 - 7/qZ — 0

Proposition 4.6.1. Cohomologie de I,
Supposons p(q) non cyclique.

(i) Pour tout sous-groupe p de ©, H'(p,I,) = 0.
(i) 1l existe un sous-groupe p de w tel que ﬁ_l(p, 1,) #0.
Preuve.

(i) Soit p un sous-groupe de 7. Ecrivons la suite exacte de cohomologie:
0— 10— (29 — (Z/qZ)" — H'(p,1,) — 0

car Z¢@ est un module de permutation. La fleche (ZC9)? — (Z/qZ)? étant
clairement surjective, on a bien H'(p, I,) = 0.

(i) Montrons d’abord qu’il existe py sous-groupe de p(q) tel que H=(po, I,) #0.

Par hypothese, p(q) n’est pas cyclique. De plus, il s'injecte dans (Z/qZ)* =
7./27 x 7.]2°~*7.. Par conséquent, on peut trouver py un sous-groupe de p(q)
tel que p,(po) = {1, -1, u+1,u— 1} 2 (Z/27Z)* ot u = q/2.
Soit C' = {1l,u—1,u,u+1,—-1} C Z/qZ. Tout comme nous avons muni
7@ d’une structure de Z[p(q)]-module, on peut munir Z¢ d'une structure
de Z[po]-module. En considérant la restriction de Z¢9 — Z/qZ & Z°, on
obtient la suite exacte:

0—2°N1,—7Z° = 7/qZ — 0
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Posons M = Z¢ N I,. Montrons que H'(py, M) = 0, pour p; 'un des cing
sous-groupes de py = (Z/27)?. D’apres la suite exacte de cohomologie, il
suffit de montrer que la fleche f,, : (Z9)" — (Z/qZ)"* est surjective.

Si py = 1, il est clair que f,, est surjective.

Si p1 = po ou p1 = 0 ({1, =1}) ou pr = ¢ ({1,u — 1}), alors (Z/qZ)* =
{0,u} et e, € (Z°)P*, donc f,, est surjective.

Finalement, si p1 = ¢ '({1,u+1}), alors (Z/qZ)"* = {0,2,4,...,q — 2}.
Comme (u + 2)/2 est impair, il est inversible dans Z/qZ. Soit donc A € N
tel que A(u + 2) = 2 (mod ¢). Alors I'image de kX(e; + e,11) € (Z9)P par
fo est 2k, d’ot la surjectivité de f,,.

Ainsi, nous avons montré que, dans tous les cas, H'(py, M) = 0.

Montrons a présent que H “Y(po, M) # 0. Considérons:

r=(1—-u/2)e; + (u/2)e_1 — €14y

Il est clair que z € M, et on remarque que ) . ., 0 = 0. Montrons donc
que z n’est pas dans I, M, ou I,, est I'idéal de Z[p,] engendré par les o — 1
pour o € py. Soit @ = ) . e un élément de M. Alors g divise ) . co,
et donc u divise oy —ay,_ 1+, 1 —a_1. Or, on remarque que les composantes
selon e,_1 et e_; de:
(o (= 1) = M (1))a sont ay — ayy et a1 — o Tespectivement.
oy Hu+1) — o 1 (1))a sont a_y — a1 et a1 — oy respectivement.
(g '(=1) — ;M (1))a sont arq — 1 €t aq — oy respectivement.
Dans les trois cas, la somme des coefficients de e,_; et e_; est donc multiple
de u. On en déduit par linéarité que, pour tout élément de /,,M, la somme
des coefficients de e, et de e_; est multiple de u. Or, pour z, cette somme
vaut u/2, donc x n’appartient pas a I, M. Ainsi, H *(po, M) # 0.
En composant la fleche [, — Z€@ avec la projection Z¢@ — 7C@-C
on obtient une application I, — Z¢@~C rendant exacte la suite de Z[po)-
modules:

0—M—1I,—72°9°¢ 50

Comme pour tout sous-groupe p; de pgona H'(py, M) = 0 et comme ZE@~C
est un facteur direct de permutation, d’apres 4.3.3 la suite précédente est
scindée. Donc I, = M @& ZC@=C et donc H'(py, I,) # 0. Finalement, si
'on note p I'image réciproque de py par la projection m — p(g), on obtient
immédiatement que H(p, 1,) # 0.

]

A partir d’ici, et jusqu’a la fin de cette partie, nous supposerons p(q) cyclique.
Notons J, le noyau du morphisme Z[p(q)] — Z/qZ induit par ¢,, de telle sorte
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que la suite suivante de Z[p(q)]-modules est exacte:
0— J, = Zlp(q)] = Z/qZ — 0

Nous allons étudier le module J,.

Proposition 4.6.2. Projectivité de J,
Supposons p(q) cyclique. Supposons de plus que 4 ne divise pas q ou que @,(p(q))
n'est pas égal a {1,—1}. Alors J, est un Z[p(q)]-module projectif.

Preuve. Notons p = ¢,(p(q)) et p1 I'image réciproque de p par (Z/pqZ)* —
(Z/qZ)*. Notons aussi n 'ordre de p. Alors l'ordre de p; est np. Montrons
par l'absurde que p; est cyclique.

Suposons donc que p; ne soit pas cyclique. Par conséquent, (Z/pqZ)* n’est pas
cyclique, et donc pq est une puissance de 2 supérieure ou égale a 8. Doncp =2 et 4
divise q. On a alors (Z/pqZ)* =2 Z./27 x 7./2°'Z, et donc, comme p; n’est pas cy-
clique, nécessairement —1 € p;, d’ou —1 € p. Ainsi, p est un sous-groupe cyclique
de (Z/qZ)* = 7/27 x Z./2°~*7Z contenant —1. On en déduit que p = {1, —1}: c’est
absurde! Donc p; est cyclique.

Soit t € Z dont la classe dans (Z/pqZ)* engendre p;. L’ordre de p; étant stricte-
ment plus grand que n, pg ne divise pas t" — 1. Or la classe de t dans (Z/qZ)*
engendre p, donc ¢ divise t" — 1. On peut donc écrire t" — 1 = aq avec a A g = 1.
On se donne alors 7 € p(q) tel que ¢4(7) =t (mod ¢). Alors 7 engendre p(q) et J,
est I'idéal de Z[p(q)] engendré par 7 —t et ¢: pour le voir, il suffit de remarquer que
les (1 —t)¥ pour 0 < k < n — 1 forment une base du groupe abélien libre Z[p(q)].
Notons M l'idéal engendré par 7 —t et a. Comme aAq =1, ona J,+M = Z[p(q)],
et donc J,M = J,N M, d’ou la suite exacte de Z[p(q)]-modules:

0—= JM— J,&M — Zlp(q)] = 0

ou l'application J, @ M — Z[p(q)] est donnée par (j,m) — j —m. Cette suite est
scindée puisque Z[p(q)] est projectif. Donc J, & M = J,M & Z[p(q)].

Remarquons que l'idéal J,M est engendré par (1 — t)?, a(t —t), ¢(7 — t) et aq.
Comme ag =t" — 7 et aAg=1,ona JM = (1 —t)Z[p(q)], qui est un Z[p(q)]-
module libre. Par conséquent, J, & M est libre, et donc J; est projectif. O

Pour la preuve de la proposition suivante, nous aurons besoin du petit lemme
suivant:

Lemme 4.6.3. Idéaux d’indice une puissance de 2
Soit I un idéal de Z[(y] d’indice 27, Alors I = (1 — ()"
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Preuve. 1’anneau Z[(>r] est un anneau de Dedekind. Ecrivons I = p2..p™ avec
les p; premiers non nuls deux a deux distincts et n; entiers naturels non nuls. En
calculant la norme, on a ] N(p;)™ = 2". Donc pour tout 4, p; N Z = 27Z. La
preuve du théoreme 2.2.9 permet alors de conclure que s = 1 et que p; = (1 —(or).
Le calcul de la norme donne alors que n; = 7' O

Nous sommes a présent en mesure d’établir le résultat suivant:

Proposition 4.6.4. Lien entre J, et les extensions transcendantes pures
Supposons p(q) cyclique. Supposons de plus que p = 2. Alors I(J,)™ est une
extension transcendante pure de ™.

Preuve. Quitte & remplacer | par [™9), on peut supposer 7™ = p(q).

Supposons d’abord que 4 ne divise pas ¢ ou que ¢,(p(q)) # {—1,1}. Alors, d’apres
4.6.2, J, est un Z[r]-module projectif. Donc, d’apres 4.5.8, il suffit de voir que
F,(J,) est cyclique pour tout quotient p de 7. Soit donc p un tel quotient, et notons
2" son ordre. Comme Z[r]/J, est un groupe de torsion, d’apres 4.5.2, F,(J,) est
un sous-module de F,(Z[r]) = Z(p) = Z[(sr] d’indice une puissance de 2. D’apres
le lemme précédent, F,(.J;) est libre, d’otut le résultat.

Supposons maintenant que 4 divise ¢ et que ¢,(p(¢q)) = {—1,1}. Notons p(q) =

{1,7}, avec p,(1) = —1. Notons z = 1 + 7 et y = 3¢(1 — 7). Une vérification
immédiate montre que J, = Zo ® Zy, et ona 7-x = v et 7-y = —y. Donc
I(J,) = Uz,y), on 7(z) = xz et 7(y) = y~'. Soit a € [ tel que 7(a) # «, et
posons z = W% On a alors 7(2) = z, et donc l(x,y)" = ["(z, 2), avec x et 2
algébriquement indépendants sur [”. O

Pour m € Z, notons ord(m) la valuation p-adique de p dans m. Nous aurons
besoin dans la suite du lemme arithmétique suivant:

Lemme 4.6.5. Un lemme d’arithmétique élémentaire
Supposons p impair. Soit t € Z non divisible par p. Soit f l'ordre de sa classe
modulo p dans (Z/pZ)*. Alors:

(i) ord(¢;(t)) = ord(t/ —1) >0,
ord(¢syi(t)) =1 pouri >0,
(@
(

ord(¢4(t)) = 0 pour d ne s’écrivant pas sous la forme fp' pour i > 0.

(ii) ord(t™ —1) =0 si m > 0 n'est pas multiple de f,
ord(t™ — 1) = ord(t! — 1) + ord(m) si m > 0 est multiple de f.

Preuve. Soit m > 0.
Si f ne divise pas m, alors ord(t™ —1) = 0, et comme ¢, (t) | t"—1, ord(¢n(t)) = 0.
Supposons a présent que f divise m. Ecrivons m = fp'n, avec n non multiple de
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p. Notons r = fp'.
Supposons d’abord n > 1. Avec la formule du binéme,

tm—1 ((t—l +1 14 _
i n Z c —1)" = n(modp)
0<i<n-—1
donc ord(t™ — 1) = ord(t" — 1). De plus, comme ¢,,(t)|5=L, ord(¢n(t)) = 0.
On est donc maintenant ramenés a étudier le cas o n = 1. Supposons que i > 0.
Notons s = fp*~!. Encore avec la formule du binéme, on a:

A = ((t —1) Z C’“Ll —1)" = p(modp?)

ts—1
0<i<p—1

donc ord(t™ — 1) = ord(t* — 1) + 1. De plus,

11 ¢a®)

d|m,dts

et donc, comme le seul d tel que f | d | m mais d 1 s est m, on a ord(¢,,(t)) = 1.
Finalement, une récurrence simple donne que ord(t™ — 1) = ord(t/ — 1) + ord(m),
et on a terminé. ]

Si K est une extension cyclique de k contenue dans [, alors Gal(K|k) est un
quotient cyclique de m. Nous noterons Fy au lieu de Fgakk). Nous pouvons
maintenant montrer la proposition suivante:

Proposition 4.6.6. Calculs de Fi(J,)

Supposons p impair. Soit T un générateur de p(q), et soit t € Z tel que 7({y) = (.
Soit f l'ordre de t mod p dans (Z/pZ)*, et soit r tel que p" = g A (' —1). On a
alors:

(a) Tout corps intermédiaire k C K C k((,) est uniquement déterminé par le
degré [K : k|. De plus, le groupe px = Gal(K|k) est cyclique, engendré par
[tmage Tk de T dans pg-.

(b) (i) Si K = k((p), alors K = k((yi) pour tout 1 < i <r, [K : k| =f, et
Fr(J,) est isomorphe a lidéal (p, Tk —t)" en tant que Z(pr)-module.

(ii) Si K = k((yi) pour v < i < s, alors [K : k] = fp'™", et Fx(J,) est
isomorphe a l'idéal (p, Tk — t) en tant que Z(pr)-module.

(i11) Pour tous les autres corps intermédiaires k C K C k((,), Fk(J,;) est
isomorphe a Z(pr) en tant que Z(px)-module.
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Preuve.

(a) Immédiat d’apres la théorie de Galois et en tenant compte du fait que k(¢,)|k
est cyclique.

(b) Soit 1 <i < s. La théorie de Galois impose que [k(,) : k] est le plus petit

entier strictement positif m tel que 77 ({,i) = (i, c’est-a-dire tel que p’ divise
t™ — 1. Avec le lemme précédent, on déduit que [k((yi) : k] = fsil <i<r,
[k((yi) : k] = fp'™" sinon. En combinant avec (a), cela permet d’établir que
si K = k((p), alors K = k(()) pour 1 <@ <.
Soit K un corps intermédiaire entre k et k((,). Soit d = [K : k]. On a
clairement d|fp*~". Rappelons que la suite 0 — J, — Z[p(q)] = Z/qZ — 0
est exacte. En tensorisant par Z(py ) au-dessus de Z[p(q)], on obtient la suite
exacte de Z(pg)-modules suivante:

Jo @zip(a)) L(pr) = Z[p(q)]) ®zip(q) LZ(pr) = L/9Z @zl Z(pK) — 0

D’apres 4.6.2, J, est projectif, donc J; ®zppq) Z(px) = Fr(Jg). De plus,

Fr(Zlp(a)]) = Zlp(q)] ®zpp(ay Z(px) = Z(px). Comme Z[p(q)]/Jq est un
groupe de torsion, la proposition 4.5.2 impose que la fleche

Jq @z Z(pr) — Zp(q)] @zip(q)) Z(pK)

est injective, d’ou l'exactitude de la suite:
0 = Jo @zpp() Z(PK) = Z[p()] zip(a)) Z(pK) = L/ 4L Szjp(q)) Z(px) — 0
Comme Z(px) = Z[p(q)]/¢a(T)Z[p(q)], on a:
L] 4L Rzjp(q)) Llpr) = (Z/4Z) [ $a(T)(Z/qZ) = L[ (qZ + ¢a(t)Z)
On en déduit la suite exacte:

0 Fic(Jy) = Z(pie) = Z/(qZ + 4(t)Z) — 0

Y

Dans le cas (iii), d’apres le lemme précédent, g A ¢q4(t) = 1, et donc F(J,) =
Z(prk). Dans le cas (ii), encore d’apres le lemme précédent, g A ¢q(t) = p,
donc Fg(J,) est d'indice p dans Z(pg). Comme il contient (p, 7x — t) qui
est d’indice au plus p, Fx(J,) = (p, 7k —t). Dans le cas (i), ¢ A ¢q4(t) =",
donc Fi(J,) est d’'indice p" dans Z(pk). Comme il contient (p,7x — )" qui
est d’indice au plus p", Fx(J,) = (p,7x —1)".

O
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Nous pouvons finalement énoncer la proposition suivante, qui permet de relier le

module Fi(.J,) al'idéal ax(Z/qZ):

Corollaire 4.6.7. Lien entre Fx(J,) et l’idéal a(Z/qZ)
Supposons p # 2. Soit K un corps intermédiaire k C K C  tel que px = Gal(K k)
est cyclique. Alors on a les isomorphismes de Z(px)-modules suivants:

(1) Si K Ck(C), Fx(Jg) = ax(Z/qZ).
(ii) Si K € k(¢,), Fr(J;) = 0.

Preuve. 11 s’agit ici de revenir a la définition de ax(Z/qZ) et d’utiliser la proposi-
tion précédente. On reprend les notations de la proposition précédente.
Supposons que K C k((,;). En reprenant les notations de la partie 4.2, on a

Z/qZ H aK m(Z/qZ,a,b)

(a,b)eT

o Si K = k(,):
*des que a # p, m(Z/qZ,a,b) = 0.
*sil<b<r,ag(p®) = (tx —t,p) et m(Z/qZ,p,b) = 1.
*sir<b<s, ag(p’) = Z(pk).
*si s < b, m(Z/qZ,p,b) = 0.
Donc ax(Z/qZ) = (p,Tx —t)" = Fr(J,).

o Si K = k((y) pour r <i < s:
*des que a # p, m(Z/qZ,a,b) = 0.
*ag(p') = (1 — t,p) et m(Z/qZ,p,i) = 1.
*sib < setb#i, ag(p®) = Z(pk).
*si s < b, m(Z/qZ,p,b) = 0.
Donc ak(Z/qZ) = (p, 7 — t) = F(J,).

e Pour tous les autres K C k((,):
*des que a # p, m(Z/qZ,a,b) = 0.
*si1<b<s, ag(p®) =Z(px).

*si s < b, m(Z/qZ,p,b) = 0.
Donc ax(Z/qZ) = Z(px) = Fk(J,).

Par conséquent, pour terminer la preuve, il ne reste plus qu'a voir que, si K ¢
k(¢,), alors Fg(J,) = 0. Dans ce cas, J, est un Z[p(q)]-module, mais Gal(K|k)
n’est pas un quotient de p(q). Donc, en vertu de 4.5.1, Fx(J,) = 0. ]
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4.7 Un lemme pour se ramener au cas ou car(k) ne divise
pas ’ordre de G

Dans cette partie, nous allons montrer un lemme qui nous permettra de nous
ramener a un cas ou la caractéristique de k£ ne divise pas 'ordre de G. Pour ce
faire, nous devons d’abord établir quelques lemmes préliminaires.

Lemme 4.7.1. Existence d’un générateur

Soit P un groupe fini qui agit sur un corps K par automorphismes. Supposons que
P agit aussi sur Uanneau K(X) par o(X) = X + A\, pour ¢ € P, ou A\, € K.
Alors il existe Q € K[X]F tel que K(K(X)?) = K(Q).

Preuve. Montrons d’abord que le corps des fractions L de K[X] est K(X). Soit
R/S € K(X)F, avec R,S € K[X]. Montrons que R/S € L par récurence sur
degR + degS. Si degR = 0 ou si degS = 0, le résultat est évident. Supposons
donc degR > 0 et degS > 0. On suppose de plus que R et S sont premiers
entre eux et que degR > degS. Pour o € P, o(R) et o(S) sont premiers entre
eux et o(R)/o(S) = R/S, donc il existe x(o) € K* tel que o(R) = x(0)R et
o(S) = x(0)S. 1l est alors clair que x est un caractére P — K*. Eerivons la
division euclidienne de R par S: R = SU + V, avec degV < degR. Alors, pour
o€ P,ona x(0)R = x(0)So(U) + a(V), et donc par unicité du quotient et du
reste, o(U) = U. Par hypothese de récurrence, V/S € L et on conclut alors que
R/S=U+V/S € L. Le corps des fractions de K[X]¥ est donc bien K (X).

Nous avons ainsi montré que, si K[X]¥ C K, alors K(X)f C K. Le lemme est
donc évident lorsque K[X]” C K. Supposons donc que K[X]” ¢ K. Soit alors
Q € K[X]" — K de degré minimal. Montrons & présent que K[X]|” = K7[Q].
Soit R € K[X]”. Montrons que R € K”[Q] par récurrence sur degR. Ecrivons
la division euclidienne de R par (): R = QU +V, degV < deg@. Pour o € P,
R = Qo(U)+ o(V). Donc o(U) = U et o(V) = V. Par minimalité du degré
de Q, V € KP. Par hypothese de récurrence, U € KT[Q]. Par conséquent,
R=QU+V € K”[Q]. Donc K[X]" = KT[Q). O

Le lemme que nous venons de montrer ne servira que dans la preuve du lemme
suivant, qui lui jouera un role important dans la suite:

Lemme 4.7.2. Existence de d générateurs

Soit une suite de corps Ko C K1 C ... C Ky, tous de caractéristique p # 0, et tels
que, pour tout i, il existe x; € K; tel que K; = K;_1(x;). Soit P un p-groupe fini
de Ky-automorphismes de corps de Ky tel que, pour tout 1 <1 <d et tout o € P,
o(x;) —x; € K;_1. Alors il existe yy, ..., yq dans Kg tels que K = Ko(y1, .., ya)-

Preuve. On procede par récurrence sur d. Pour d = 0, I’énoncé est trivial.
Soit d > 0. Supposons d’abord que z; est transcendant sur Ky ;. Par hy-
pothese de récurrence, K2 | = Ko(y1, ..., ya_1) avec y; € K4 1. D’apres le lemme
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précédent, on peut trouver y; € K1 tel que Ky (KY) = Ky 1(yq). Alors
Ki = (Ka1(K))" = Kaa(ya)” = Ki' 1 (ya) = Ko(ys, -, Ya)-

Supposons maintenant que x4 est algébrique sur Ky ;. Soit ) son polynome min-
imal. Alors Ky = K4 1[X]/(Q). Pour o € P, soit A\, € K1 tel que o(zy) — x4 =
As. On peut alors faire agir P sur Ky 1(X) par 0(X) = X + \,. Comme avant,
on trouve yi, ..., yq_1,y; € Ka_1(X) tels que Ky 1(X)" = Ko(y1, ., Ya_1,y;). Soit
alors yq4 la classe de 3/, dans Ky. Alors K = Ko(y1, ..., ya)- O

Finalement, nous aurons aussi besoin du petit lemme suivant:

Lemme 4.7.3. Existence d’un point fixe
Soient K un corps de caractéristique p # 0 et P un p-groupe fini. Considérons M
un K[P]-module non nul. Alors M # 0.

Preuve. Soit m € M, non nul. Soit le sous-groupe N = dep(gm)Z. Le groupe
P agit sur N, qui est un Fy-espace vectoriel non nul de dimension finie. Comme
P est un p-groupe, Card(NT) = Card(N) (mod p), donc p divise Card(NT). Par
conséquent, N¥ n’est pas trivial, donc M # 0. O]

Supposons que k est de caractéristique non nulle. Notons car(k) = p. A Paide de
la classification des groupes abéliens de type fini, nous pouvons écrire G = P x H
ou P est un p-Sylow de GG. Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante:

Proposition 4.7.4. Un lemme pour éviter les problemes de caractéristique
Le corps kg est k-isomorphe a une extension transcendante pure de kg .

Preuve. Considérons V' le sous-k-espace vectoriel de k(V) = k({z,4, g € G}) en-
gendré par les z 4, pour g € G. L’espace vectoriel V', vu comme un k[G]-module,
est isomorphe & k[G]. On regarde le sous-espace W fixe par P (ie. W = VT),
c’est un k[H|-module isomorphe a k[H|. On peut ainsi reformuler I’énoncé a mon-
trer: k(V)Y est une extension transcendante pure de k(W) ou k(W) désigne le
corps engendré par k et W dans k(V'). La codimension de W dans V' est égale a
d= |G| —|H]|.

On note U le k(W )-espace vectoriel engendré par V' dans k(V'), alors dimymHU =
d+1,1€U, et H agit de facon semi-linéaire sur U. On note 7' = UH. Alors par
le lemme 4.4.1, T est un k(W)#-espace vectoriel de dimension d + 1 contenant 1.
Remarquons que T est un k(W) [P]-module car ¢T = T pour tout o € P. On note
Yo = k(W)H.1 et on veut trouver une suite (V;)o<;<q de k(W)¥[P]-sous-modules
de T telle que les k(W)H(Y;) vérifient les conditions du lemme 4.7.2. Pour ce
faire, on construit successivement les Y; de telle sorte que Y;_1 CY; et Y;/Y;_; est
un k(W )H-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel P agit trivialement: il suffit
d’appliquer le lemme précédent a M = T'/Y;_; pour trouver Y;. On a Y; = T pour
des raisons de dimension.

95



Soit u; € Y;_; tel que Y; = Yi_y + k(W)Hu; pour 1 < i < d. On note ensuite
K; le corps engendré par k(W) et Y;, pour 0 < i < d. On a Ky = k(W)# et
montrons que Ky = k(V). En effet, remarquons d’abord que Ky = k(W)%(T) =
kWH)H(UH), donc Ky C k(V)H. Avec 4.4.1, soit (b, ..., bs) une base du k(W)-
espace vectoriel U fixée par H. Alors (b, ..., bg) est une base du k(W )#-espace
vectoriel U d’ou Ky = k(W) (by,...,b5). On a aussi k(V) = k(W)U) =
k(W)(bg, ...,bq). On a donc le diagramme:

\ /@(wwfnne de degré |H|

Avec le théoréme de 1'élément primitif, prenons z tel que k(W) = k(W) (z).
Alors k(V) = Ky(2) et donc [K(V) : K4 < |H|. Comme [k(V) : k(V)¥] = |H]|,
on a bien Ky = k(V)#. Par le lemme 4.7.2, K = Ky(z1,...,24), pour certains
21,0y 20 € Kgo Or kK(V)E = (K(V)H)P = k(W)#(21,...,24). En plus, le degré
de transcendance de k(V)¢ (resp. k(W)H) sur k est le méme que celui de k(V)
(resp. k(W)) sur k, donc le degré de transcendance de k(V)¢ sur k(W) est égal
A |G| — |H| = d. Or KP = Koy(z1,...,24), donc z,...,zg sont algébriquement
indépendants, et on a montré que k(1) est une extension transcendante pure de
k(W)H d’ou le théoreme. O

4.8 Preuve du théoréme de Lenstra

Comme dans la section précédente, on écrit G = P x H ou P est un p-groupe
(p = car(k)) et H d’ordre premier a p. On note e I'exposant de H et on considere
le corps | = k() ainsi que le groupe de Galois m = Gal(l/k). Par la réduction
au-dessus, on s’intéresse d’abord au groupe H.
On considere alors le groupe dual D = Hom(H,[l*) de H, qui est lui aussi un
groupe abélien isomorphe a H. On voit D comme un m-module en définissant
'action par (od)(g) = o(d(g)) pour o € m, d € D et g € H. On définit ensuite un
module de permutation Z” qui en tant que groupe abélien libre est engendré par
les éléments (e4)qep sur Z et tel que ey = e,q, pour 0 € m et d € D. On a alors
une suite exacte 0 — J — ZP — D — 0, ou J = Ker(Z"? — D).

€eq
Proposition 4.8.1. Un premier isomorphisme
On aky =1U(J)" surk=1I".
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Prewve. On définit I(z) = [({z4|lg € H}) et k(z) = k({z,|lg € H}). La méthode
consiste a montrer que (g = [(.J), puis descendre a k.

On s’intéresse donc & Iy = (). On note, pour tout d € D, 'expression y; =
(> d(g)™ - z,) €l(x). Cette transformation est inversible, donc I(x) = I({yq|d €
geH

D}), et on vérifie facilement que 'action de H sur [({ys}) est donnée par g(yq) =
d(g)-yq (Vg € H,d € D). On note F' C l(x)* le sous-groupe multiplicatif engendré
par les (yq)aep. Alors F' est libre et de rang |D| = |H|. On définit le morphisme
¢ : F — D qui envoie y,4 sur d, et on vérifie la relation: g(y) = ¢(y)(g) - y pour
tout y € Flet ge H.

On a l(ker(¢)) C ly C l(x) = I(F). En effet, si y € ker(¢), alors g(y) = y pour
tout y € H, i.e. y € ly. En plus, comme l'indice de ker(¢) dans F est égal
a |D|, et alors [[(F) : l(ker(¢))] < |D| (en effet, considérons une base de [(F)
sur [(ker(¢)) contenue dans une Z-base de F; si son cardinal est plus grand que
|D|, alors il existe deux élément qui sont dans la méme classe, ce qui n’est pas
possible). Mais on a aussi [[(F) : ly] = |D| par la théorie de Galois, ce qui montre
que l(ker(¢)) = ly. Comme en plus une Z-base de ker(¢) est algébriquement libre
sur [, [(ker(¢)) est le corps des fractions de l[ker(¢)].

On a décrit Iy, et maintenant on peut s’intéresser a k. L’action de 7 sur [ induit
une action sur [(z) = [ ® k(x). On vérifie que l'action de 7 et I'action de H sur
[(z) commutent. On en déduit que kg = (I(z)")" = (I(x)¥)™ = (Ix)™. Un calcul
montre que o(yy) = Y,q pour o € w et d € D, ce qui montre que F = ZP en tant
que sous-m-module de I(z)*. Comme l'application ¢ : F' — D est w-linéaire, on a
ker(¢) = J, et alors on a lg = l(ker(¢)) = I(J) sur [. Cet isomorphisme est bien
compatible avec 'action de 7, donc il induit un isomorphisme kg = (Ig)™ = I(J)"
sur k = (™, et c’est bien ce que 'on cherchait a montrer. O

Il est temps de faire intervenir les modules I, et J, définis avant. On écrit
I’isomorphisme de groupes
H = &(Z/qZ)"
q

ou ¢ décrit les puissances (distinctes de 1) des nombres premiers. Distinguons des
cas selon la parité de ¢ et la cyclicité de p(q): définissons les m-modules I, I, I3

par
I, = @ J;(Q)

q impair

Iy, = @ _]g(q)

p(q) non cyclique

Iy = @ J;(Q)

q pair, p(q) cyclique
On note I = ;& 1,. Dans la suite, nous trouverons des conditions pour que I = I;.
b
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Proposition 4.8.2. Un deuxiéme isomorphisme
I(J)™ est ["-isomorphe a une extension transcendante pure de I(I)™.

Preuve. On décompose H = D = ®(Z/qZ)™?, chaque composante étant munie
q

d’une struture de m-module définie dans la partie 4.6. On adoptera les notations
et résultats déja introduits dans la partie 4.6.

On dit qu'un ensemble E est un m-ensemble si 7 agit sur £ comme un groupe de
permutations (on n’exige pas que cette action soit fidele). Soit ¢ une puissance
d’un nombre premier. Distinguons alors les deux cas suivants:

e Cas 1: p(q) est non cyclique.

Considérons une application injective Z/qZ — D qui identifie Z/qZ & un facteur
de D. Elle est w-linéaire, elle induit donc une injection de m-ensembles C'(q) C
7./qZ — D, et on peut alors définir une application m-linéaire Z¢@ — ZP. On a
donc le diagramme suivant, et on vérifie facilement qu’il est commutatif:

0 I, 7,C(a) 2]qZ —0

|

0 J ZP D 0

e Cas 2: p(q) est cyclique.
Considérons une application injective Z/qZ — D qui identifie Z/qZ & un facteur

de D. Elle est w-linéaire, elle induit donc une injection de m-ensembles p(q) —
Pq

(Z/qZ)* C Z./]qZ — D, et on peut alors définir une application m-linéaire Z[p(q)] —
ZP. On a donc le diagramme suivant, et on vérifie facilement qu’il est commutatif:

0—J; —Zlp(q)) > 1Z/qZ —0

L

0 J ZP D 0

e Finalement, en combinant ces deux diagrammes, on obtient le diagramme com-
mutatif suivant:

00— LB L® I — 78— OL)qL)" ___

Lk

0 J ZP D 0

E désigne ici un m-ensemble qui est en fait une réunion disjointe de C'(q) et p(q)
avec certaines multiplicités. On veut voir £ comme un sous-m-ensemble de D, il
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faut donc vérifier que les images de C'(q) et p(q) ne superposent pas dans D. C’est
effectivment le cas car 0 & C'(q) C Z/qZ et 0 & @,[p(q)] C Z/qZ. Ainsi I'injection
7Z¥ — 7P admet un co-noyau N qui est un module de permutation sur 7. On
obtient alors facilement une suite exacte de m-modules:

O0—=Ipls—>J—N—=0

ou N est un module de permutation. On applique le lemme 4.4.4, et [(J)™ est
donc isomorphe & une extension transcendante pure de (I & I3)™. Mais (I @ I3)"
est une extension transcendante pure de [(I)™ d’apres le lemme 4.6.4. D’ou la
proposition. O

Proposition 4.8.3. Une extension transcendante pure
kg est k-isomorphe a une extension transcendante pure de [(I)™.

Preuve. Immédiat a l'aide de 4.7.4, 4.8.1 et 4.8.2. O

Proposition 4.8.4. Cohomologie de |
Pour tout sous-groupe @ C m on a H' (7', I) = 0.

Preuve. La preuve suit immédiatement des lemmes 4.6.1, 4.6.2 et de la définition
de I. N

Proposition 4.8.5. Lien entre Fi (1) et ax(G)
Soit K un corps intermédiaire entre k etl (i.e. k C K C 1) tel que px = Gal(K/k)
est cyclique. Alors Fi (1) est Z(pg)-libre ssi l'idéal ax (G) de Z(pk) est principal.

Preuve. Pour obtenir ce résultat, on utilisera essentiellement un lemme sur les
anneaux de Dedekind, facilement obtenu en utilisant par exemple la classification
des modules sur un anneau de Dedekind.

Soient o, ..., qa, des idéaux non nuls d'un anneau de Dedekind, alors leur somme
directe est libre (sur cet anneau de Dedekind) ssi leur produit est un idéal principal.
En effet, il suffit de voir que ay & - - - & ay, est isomorphe a la somme directe d'un
module libre de rang n — 1 et de «ay...a;, d’apres le lemme 2.1.10. A Taide de la
classification des modules de type fini sur un anneau de Dedekind, on déduit que
a; @ - - D a, est libre si, et seulement si, a...q, est libre, i.e principal.

Le reste de cette démonstration suit du lemme 4.6.7 qui met en relation F et ag.
En effet, Fx(I;) est somme directe de certains ax(Z/qZ) par le lemme 4.6.7, et
ax(G) est, par définition, le produit de ces mémes Z(pg )-idéaux. Comme Z(px)
est un anneau de Dedekind, la proposition découle immédiatement. O

Maintenant on est en mesure de reformuler la condition (i) dans 1’énoncé du
théoreme principal.
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Proposition 4.8.6. Equivalents de (i) du théoréme de Lenstra

Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) Le corps I(I1)™ est une extension transcendante pure de ™.

(b) Il existe une extension transcendante pure L de [(I1)™, de degré de transcen-
dance fini, qui est aussi transcendante pure sur ™.

(¢) La condition (i) du théoréme de Lenstra est vérifice.

Preuve. D’apres le lemme 4.6.2, les hypotheses pour pouvoir appliquer le théoreme
4.5.8 & I} = M sont satisfaites. Il suffit donc de voir que 4.5.8(iii) est équivalente
a (c). Or cela est une conséquence immédiate de 4.8.5. O

Maintenant il ne reste qu’a combiner tous les résultats pour démontrer le théoreme
de Lenstra. Pour nous débarrasser de I, nous nous intéresserons & H 1.

Preuve. Preuve du théoréeme de Lenstra

Supposons d’abord que les conditions du théoreme soient satisfaites. Alors I = I,
et alors k¢ est isomorphe a une extension transcendante pure de [(I)™ sur [™ par
la proposition 4.8.3, mais {(/)™ est une extension transcendante pure de (™ par la
proposition précédente. Donc kg est une extension transcendante pure de k.
Réciproquement, si kg est une extension transcendante pure de (™, alors d’apres
4.8.3 il existe une extension transcendante pure L de [(I)™, de degré de transcen-
dance fini, qui est aussi transcendante pure sur [T en vertu de l'isomorphisme
kg = 1™ sur [". Nous pouvons appliquer le lemme 4.4.6 au I grace lemme 4.8.4, ce
qui montre l'existence de deux m-modules de permutation N; et Ny (de type fini)
tels que I ®& Ny = N,. L’étude de la cohomologie H-! faite dans les lemmes 4.3.2 et
4.6.1 permet d’établir que n(q) = 0 deés que p(q) n’est pas cyclique, ce qui montre
la condition (ii) du théoreme. On a donc I = I, et la proposition précédente nous
permet de conclure que (i) est aussi satisfaite. O

De la preuve du théoreme de Lenstra découle I'intéressante remarque suivante:

Remarque 4.8.7. Soit G un groupe abélien fini. Si kg admel une extension
transcendante pure de degré de transcendance fini et qui est aussi transcendante
pure sur k, alors kglk est transcendante pure.

5 Quelques conséquences lorsque le groupe est
cyclique

Dans cette partie, on supposera que le groupe G est cyclique. Le théoreme de la
partie précédente se réécrit alors de la maniere suivante:
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Théoreme 5.0.8. Théoréme de Lenstra dans le cas cyclique

Soit n l'ordre de G. Notons V' l’ensemble des k((p) avec p premier distinct de
car(k), s entier strictement positif, et p*|n. Alors kg|k est transcendante pure si,
et seulement si, pour tout K € V', les conditions suivantes sont vérifiées:

(i) L’extension K|k est cyclique.

(ii) Si ok est un générateur de Gal(K|k), lidéal I = [[(p,Crn) — tp) de
Z((i:x)] est principal, ot le produit est pris sur les couples (p, s) tels que p
premier distinct de car(k), s entier strictement positif, p*|n et K = k()
et ot t, est tel que o ((,) = G

Nous en déduisons le corollaire:

Corollaire 5.0.9. Les cas k=R et k=C
Supposons que k =R ou C. Alors kg|k est transcendante pure.

Preuve. Sik = C,V = {C}, donc pour tout K € V, K|C est cyclique et Z[(x.c]] =
7 est un anneau principal, d’ou le résultat.

Si k=R, V = {R,C}, donc pour tout K € V, K|R est cyclique et Z[(ix.c)] = Z
est un anneau principal, d’ou le résultat. O

Remarque 5.0.10. On peut montrer directement ce résultat. Se référer a [Len80]
(partie 2).

Nous allons a partir de maintenant étudier le cas du corps des rationnels:

Corollaire 5.0.11. Le cas n = 8
Q(z, ..., xg)Z/SZ n’est pas une extension transcendante pure de Q.

Preuve. Dans le cas n = 8 et k = Q, Q({g) est dans V. Mais Gal(Q((3)|Q) =
(Z/27)* n’est pas cyclique. Donc Qg|Q n’est pas transcendante pure. O

Remarque 5.0.12. De méme, lorsque k = Q, dés que n est multiple de 8, Qg|Q
n’est pas transcendante pure.

Le théoreme suivant permet de ramener I’étude d’une extension de corps a I’étude
des idéaux dans un anneau de Dedekind:

Théoreme 5.0.13. Le cas rationnel
Soit n l'ordre de G. Les trois propositions suivantes sont équivalentes:

(i) Qg|Q est trancendante pure.

(ii) Pour tout corps k, kg|k est transcendante pure.
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(1ii) n n’est pas multiple de 8 et pour tout nombre premier p et tout entier
strictement positif s tel que n est multiple de p* mais pas de p**tt, Uanneau
Z[(p—1)ps—1] @ un idéal principal de norme p.

Preuve. Supposons (i). Avec la remarque 5.0.12; il est clair que n n’est pas multiple
de 8. De plus, l'idéal Igg,.) = (P; (p-1)ps-1 — tp) de Z[((p—1)ps-1] est principal de
norme p, d’ou (iii).

Supposons (iii). Soient p et s comme décrits dans (iii). Soit K = k(() pour
r < s. On sait que 8 ne divise pas n, donc Gal(K|k) s'injecte dans le groupe
cyclique (Z/nZ)*. Donc K|k est une extension cyclique. Soit p un idéal principal
de Z[((p-1)ps—1] de norme p. Il est clair que [K : k] divise (p — 1)p*~!, et donc, en
prenant la norme de p par rapport a Z[(ix.x], on obtient un idéal principal q de
Z[(k:x)) de norme p. Comme tous les idéaux de norme p de Z[(jx ] sont conjugués
par 'action du groupe de Galois, ils sont tous principaux, donc I i est un produit
d’idéaux principaux, donc principal. Donc, d’apres le théoreme 5.0.8, la propriété
(ii) est prouvée. O

Remarque 5.0.14. C’est ici que l'on voit clairement le lien entre le théoréeme
de Lenstra et le contre-exemple de Swan. En effet, dans la propriété “}7 est un
nombre magique” (3.3.2), Swan prouve que Z[(46| ne contient pas d’idéal principal
de norme 47. Il prouve donc exactement que le (iii) du théoréme précédent n’est
pas verifié lorsque n = 47.

Nous pouvons maintenant déduire:

Corollaire 5.0.15. Une simplification

Soit n Uordre de G. Ecrivons sa décomposition en produit de facteurs premiers:
n = prsp. Alors Q¢|Q est transcendante pure si, et seulement si, pour tout
nombre premier p, Qz/psrz)|Q Uest.

Preuve. 11 suffit d’appliquer 1’équivalence (i) < (iii) du théoreme précédent. [

I1 suffit donc de s’intéresser au cas ou l'ordre de GG est une puissance d’un nombre
premier.

Corollaire 5.0.16. Une condition suffisante pour que l’extension soit
transcendante pure

Supposons que lordre de G divise 2% -3™-5%.72.11-13-17-19-23-29-31-37 -
41-43-61-67- 71 pour un certain entier naturel m. Alors kqg|k est transcendante
pure.

Preuve. En tenant compte des résultats précédents, il suffit de voir que pour
p® = 2,3m.4,5,7,11,13,17,19, 23, 25,29, 31, 37,41, 43,49,61,67, 71, il existe a €
Z[{(p-1)p=—1] de norme p. On vérifie par le calcul que les a suivants conviennent,
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avec ¢ = ((p_1)ps—1:

p° o

2 2

3m 1-¢2
4 2

5 | C(2+(¢—1
71 G-C-1
113+ -1
13 ¢P—¢—-1
171 3-C-1
19| ¢*+¢+1
23 | ¢°—C+1
25 | =+ 1
29 | ¢°—CP+1
31| ¢C+¢+1
37T |+ +1
41 | - +1
43| ¢®+¢—1
49 [ ¢F=(—-1
61 | (F—C—1
67 | C*+C+1
1 -3 +1

Par exemple, pour p® = 5, la norme de (2 +( —1 est le déterminant de (_12 :;)

c’est-a-dire 5.

Le corollaire suivant permet de traiter le cas ou 'ordre de GG est une puissance
d’un nombre premier sans étre un nombre premier:

Corollaire 5.0.17. Une condition nécessaire et suffisante dans un cas
particulier

Soient p un nombre premier et s > 2 un entier. Soit G = Z/p°Z. Alors Qg|Q est
transcendante pure si, et seulement st,

p® € {2%,3",5°, 7% :m > 2}

Preuve. Laréciproque a déja été montrée. La propriété directe découle immédiatement
du lemme suivant et de 5.0.13. O

63



Lemme 5.0.18. Eléments de norme P

(i) Soit p > 5 un nombre premier. Alors Z[(p—1)y2] n'a pas d’élément de norme
.

(ii) Soit p > 11 un nombre premier. Alors Z[(yp—1yp) n'a pas d’élément de norme
.

Nous admettrons ce lemme dont la démonstration est indépendante de ce qui a
été fait jusqu’ici. Elle se trouve dans [Len80] (lemme 5).

A ce stade, afin de résoudre le probleme de Noether dans le cas d'un groupe
cyclique, il ne nous reste plus qu’a étudier le cas on G = Z/pZ avec p premier.
Nous savons que la réponse est affirmative lorsque p est 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 61, 67, 71. Avec le contre-exemple de Swan, nous savons aussi
que la réponse est négative lorsque p = 47. En fait, la preuve de Swan marche
aussi de la méme maniere pour p = 113 et pour p = 233, ce qui prouve que pour
ces nombres premiers le probleme de Noether admet aussi une réponse négative.
Il y a aussi des nombres premiers pour lesquels le probleme est toujours ouvert:
c’est par exemple le cas de 53, 59 ou 73. Essayons d’expliquer pourquoi dans ces
cas-la, malgré les résultats de Swan et de Lenstra, le probleme reste ouvert. D’ une
part, le raisonnement de Swan tombe en défaut pour ces trois valeurs. En effet,
a l'exception de la proposition 3.3.2, toute la preuve de Swan reste valable pour
53, 59 et 73 au lieu de 47. Mais ces trois nombres-la ne sont pas magiques comme
47. Pour 53, on a Q(v/13) C Q((s2), et donc par le raisonnement de Swan, il
faut résoudre I'équation z? — 13y* = 4 - 53 dans les entiers avec x = y(mod2).
Mais (678, 188) est bien solution de cette équation et donc on n’arrive pas a une
contradiction comme dans le cas 47. De méme, pour 59 et 73, on obtient les
équations 22 — 29y? = 4-59 et 22 + 3y? = 4- 73, qui ont pour solutions respectives
(56,10) et (10,8). D’autre part, le théoreme de Lenstra permet de se ramener a
la recherche dun idéal principal de norme 53, 59 et 73 respectivement dans Z[(s],
Z|(ss) et Z[(ro], mais ce nouveau probleme n’est pas simple. Méme si le probléeme
reste toujours ouvert, on peut au moins se demander s’il y a beaucoup de nombres
premiers pour lesquels Qz/,z) est une extension transcendante pure de Q. Dans
[Len74] (corollaire 7.6), Lenstra a montré le théoreme suivant:

Théoreme 5.0.19. Il y a peu de nombres premiers pour lesquels l’extension
est transcendante pure

Pour x € R, soit w(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x, et
soit 7 (x) le nombre de nombres premiers p < x tels que Qz/pz) est une extension
transcendante pure de Q. Alors




Plus précisément,

= O((loglog log z)~/?)

Pour clore cette partie, nous pouvons faire la jolie petite remarque suivante:

Remarque 5.0.20. Le cas k =T,
Prenons k = Fy. Si p est un nombre premier de Mersenne ou de Fermat, alors
kz/pz) est une extension transcendante pure de k.

Preuve. Soit p = 27 — 1 un nombre premier de Mersenne. Alors [Fo((,) : Fo] = q.
Comme Gal(Fy|F2) est cyclique engendré par le morphisme de Frobenius, on a
Ir, Fo(cp) = (p, Cq — 2). Or ¢Q(2) =2-1lc (Cq —2), donc Iy Fa(¢p) = (Cq — 2) est
principal. Donc k(z/,z) est une extension transcendante pure de k, pour k = IF,.

Soit maintenant p = 22" + 1 un nombre premier de Fermat. Alors [Fo((,) : Fo] =
[Fo(Cpontr ) = Fo] = 27 Comme Gal(Fyn+1|Fs) est cyclique engendré par le
morphisme de Frobenius, on a Ir, m,,) = (D, Gon+1 — 2). Or ¢gns1(2) = 2" +1 €
(Con+1—2), donc Iy, f,(c,) = (Cont1 —2) est principal. Donc kz/pz) est une extension
transcendante pure de k, pour k = Fs. O
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