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Théorie des nombres et géométrie non-commutative

Cette partie ne constitue qu’un survol de certains thémes liés a notre domaine de recherche. Les
développements techniques qui figurent dans notre mémoire de DEA n’ont pas été reproduits ici.

1 La fonction zéta de Riemann

Le produit de Dirichlet suivant, ot1 p parcourt I’ensemble des nombres premiers, converge absolu-

ment pour Res > 1 :
1
((s) = 1;[1_7},75

Riemann a montré qu’il admet un prolongement méromorphe sur C vérifiant 1’équation fonctionnelle

C(s) =C(1—s),
ou l'on a posé

C(s) = 2737/ (s/2)¢(s),
T" désignant la fonction I' d’Euler.

La fonction Z a deux poles simples, en 0 et en 1. Ses zéros sont tous de partie réelle comprise entre
0 et 1 strictement. L’hypotheése de Riemann est 'affirmation qu’ils sont tous de partie réelle 1/2. Les
zéros de la fonction ¢ sont ceux de E ainsi que les entiers pairs strictement négatifs, que I'on appelle
ses zéros triviaut.

Soit C§°(R) I'espace des applications de R dans R de classe C* et & support compact. On montre,
en utilisant seulement des techniques élémentaires d’analyse complexe, le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (Formule explicite de Weil pour la fonction ) Soit o € C(R). Soit ® la
fonction de C dans C définie par



On a l’égalité suivante, ou p parcourt 'ensemble des zéros de la fonction 6 et p parcourt l’ensemble
des nombres premiers :

o(0) = Y D(p) + (1) > logp | > alklogp)+ Y pra(klogp)

k>1 k<—1

/O+oo <a(t)1—|—_eei(2)ct(—t) W (0)et2t> "
+ «(0)logm.

_|_

Ce théoreme relie la répartition des nombres premiers parmi les nombres réels a celle des zéros
de la fonction ¢ parmi les nombres complexes. Il permet par exemple de reformuler I’hypotheése de
Riemann en 1’énoncé suivant :

m(z) = Li(z) + O (Vzlog ),

ou m(x) désigne de nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a z,

m(x) = #{p | p<z},

et Li(x) désigne le logarithme intégral de z,

. Todt
Li() = /2 gt

A titre de comparaison, le théoréme des nombres premiers affirme qu'il existe une constante a > 0
telle que

m(z) = Li(z) + O (m e*a‘/m) .

2 Feuilletages

Nous allons maintenant étudier des objets n’ayant a priori aucun rapport avec ce qui précede : les
feuilletages. Ceci nous permettra d’énoncer une formule des traces de Lefschetz, diie a Alvarez-Lépez
et Kordyukov, qui présentera une similarité avec la formule explicite de Weil (théoreme 1.1).

2.1 Premieres définitions

Commengons par donner une définition des feuilletages. Sur ce sujet, nous référons le lecteur a
[Va01] et [MS88].

Pour tout n > 1, notons B"™ la boule unité euclidienne ouverte de R".

Donnons-nous un entier d > 2, une variété M de classe C*° de dimension d, un autre entier n < d,
et m = d —n. La donnée d’un atlas feuilleté de dimension n (on dit aussi de codimension m) sur M



est celle d’'un recouvrement ouvert (U;);e; de M et, pour tout i € I, d'un C*°-difféomorphisme h;
de U; sur B™ x B™, tels que, pour tous ¢ et j, les changements de cartes h;; = h; o hi_1 soient des
C*-difféomorphismes de la forme

hij(z,t) = (fij(2,1), gij (1)),

ou, a t fixé, z — f;;(2,t) soit un difféomorphisme de classe C*°. Deux atlas feuilletés sont dits équi-
valents lorsque leur réunion est un atlas feuilleté. Un feuilletage sur M est une classe d’équivalence F
d’atlas feuilletés sur M. Le couple (M, F) sera appelé une variété feuilletée.

Une plaque est une partie de M de la forme hi_l(B" x {t}). Une feuille est une partie connexe
contenant toutes les plaques qu’elle rencontre, et minimale pour cette propriété. Par définition, chaque
feuille hérite d’une structure de variété C'*° de dimension n, les feuilles sont deux a deux d’intersection
vide, et leur réunion est égale a M.

Les feuilles n’ont aucune raison d’étre compactes, méme si M [’est.

Voici un exemple de feuilletage. Choisissons un nombre réel 6. Il est facile de concevoir que les
droites de pente  constituent les feuilles d’un feuilletage sur le plan R?. En passant au quotient par
l’action par translation de Z?2, nous obtenons un feuilletage sur le tore T2. Si 6 est rationnel, les
feuilles sont compactes et difféomorphes & S!, tandis que si @ est irrationnel, elles sont difféomorphes
a R, et donc non-compactes. Le lecteur trouvera une figure et plus de détails dans [Co94] et dans [Va01].

2.2 Cohomologie tangentielle

Introduisons maintenant la cohomologie tangentielle, qui est I’analogue pour les variétés feuilletées
(M, F) de la cohomologie de de Rham pour les variétés M.

Le complexe de de Rham tangentiel (% (M), dx) est la « restriction aux feuilles » du complexe
de de Rham classique (2*(M), d). Bien entendu, ceci ne constitue pas une définition rigoureuse : pour
une vraie construction, nous nous permettons de renvoyer le lecteur a notre mémoire de DEA, section 4.

Nous définissons la cohomologie tangentielle de (M, F)
Hy (M)
comme étant égale a la (co)homologie de ce complexe.

Contrairement aux groupes de cohomologie de de Rham classiques, les groupes de cohomologie
tangentielle sont souvent de dimension infinie, méme lorsque M est compacte. D’autre part, munis de
la topologie quotient, ils peuvent ne pas étre séparés. Le k-ieme groupe de cohomologie tangentielle
réduite ﬁi—(M ) est par définition le quotient de H (M) par 'adhérence de {0}, i.e. le quotient séparé
maximal. La encore, nous aurons souvent affaire a des espaces de dimension infinie, méme avec M
compacte. La définition de la trace d’'un opérateur agissant sur I'une de ces cohomologies est donc
plus délicate que dans le cas de la cohomologie de de Rham, ot la définition usuelle de la trace d’une
matrice convient.



2.3 Flots, feuilletages transitifs

Soit (M,F) une variété feuilletée. Un automorphisme de (M,F) est un C*°-difféomorphisme de
M dans elle-méme permutant les feuilles, i.e. tel que I'image d’une feuille soit une feuille. Les auto-
morphismes forment un groupe que nous noterons Aut(M, F).

Un flot adapté au feuilletage ¢ sur (M, F) est un morphisme de groupes

¢ : R — Aut(M,F)
t — ¢

tel que 'application

6 :RxM — M
(t,z) — ¢'(x)

soit de classe C°.

Un flot adapté au feuilletage ¢ est dit transverse aux feuilles si, en tout point & € M, en notant ¢
la feuille passant par x et X le champ de vecteurs associé a ¢, 'on a :

T.M = X(2)R & Tyl

Un feuilletage est dit transitif s’il existe un flot adapté au feuilletage et transverse aux feuilles. Notons
que ceci implique qu’il est de codimension 1.

2.4 Feuilletages riemanniens

Soit (M, F) une variété feuilletée. Soit g une métrique riemannienne sur M.

La métrique g est dite bundle-like pour le feuilletage (M, F) si toute géodésique qui coupe perpen-
diculairement une feuille coupe perpendiculairement toutes les feuilles qu’elle rencontre.

Une variété feuilletée munie d’une métrique riemannienne bundle-like est appelée un feuilletage
riemannien. Pour une étude des feuilletages riemanniens, voir [Mo88].

Donnons maintenant une définition équivalente (I’équivalence est die & Reinhardt, cf. [Mo88], pro-
positions 3.5 et 6.1) de la propriété bundle-like.

Nous dirons qu’un champ de vecteurs X vérifie la condition (A) pour le feuilletage F et la métrique
g 8’1l vérifie les deux conditions suivantes :

(A1) Le flot correspondant est adapté au feuilletage!.
(A2) En tout point x, le vecteur X (x) est perpendiculaire & la feuille passant par .

'Les champs de vecteurs vérifiant (A1) sont usuellement dits foliate en anglais, cf. [Mo88].



Une métrique riemannienne g sur M est bundle-like pour le feuilletage F si, pour tout ouvert U,
pour tous champs de vecteurs Y; et Y sur U qui vérifient (A)?2, la fonction

U—-R, z+— gYi(z),Ya(x))

est constante sur chaque feuille.

2.5 Théorie de Hodge en cohomologie tangentielle

Nous nous inspirons directement de [AK00], pp. 160 - 161.

Soit (M, F,g) un feuilletage riemannien. En considérant les structures riemanniennes induites sur
chaque feuille, nous pouvons, & partir de la différentielle extérieure tangentielle dx vue plus haut,
définir la co-différentielle extérieure tangentielle § £ puis laplacien tangentiel

Ar=(dr+ 5]:)2 =drdr + 0rdr

sur Q3% (M). Notons Harm? (M) le noyau de A z. Le produit scalaire usuel des formes différentielles (dé-
fini & P’aide de I'opérateur * de Hodge) donne, par restriction, un produit scalaire sur Q% (M). Notons

o, L? 0z gy ) . o, L2
Q% LM ) le complété. Nous pouvons considérer Ar comme un opérateur non-borné sur Q%" (M).
Soit Ar sa fermeture.

Alvarez—Lépez et Kordyukov ont montré que, la métrique g étant bundle-like, 'opérateur Az est
J— 2 j—
auto-adjoint. Soit II la projection orthogonale Q}’L (M) — ker Ax.

Dans [AK96], ils ont montré que la restriction & Qz(M) de II est la projection orthogonale IT
OQr(M) — Harmz (M), et que Pon a une décomposition de Hodge en somme directe orthogonale

Q% (M) = Ham’% (M) @' Tmdr @+ Tm i £.
L’inclusion Harm’% (M) C ker d induit alors un isomorphisme de Hodge

Harm% (M) — Hx(M).

Dans l'autre sens, I'isomorphisme est induit par II.

2.6 Formule des traces de Lefschetz
Soit (M, F) un feuilletage transitif. Soient ¢ un flot adapté au feuilletage et X le champ de vecteurs
correspondant.

Supposons qu’il existe une métrique riemannienne g sur M telle que, en tout point x € M, le
vecteur X (z) soit de norme 1 et perpendiculaire & la feuille en x.

2Pour le feuilletage restreint & U, s’entend.



On vérifie aisément® que ceci implique que g est bundle-like.

Ainsi, (M, F) est un feuilletage riemannien. Soit I/-\I’}-(M) la complétion L? de Hz(M). Pour toute
fonction f € C§°(R), soient Ay 'opérateur sur H3%-(M) défini par

Ap = / f(t)g™dt,
R
et Agf) sa restriction & Hiz(M).
Alvarez-Lépez et Kordyukov ont montré dans [AKO0O] le résultat suivant :

Théoreme 2.1 Pour tout i, l'opérateur Ay) est tracable et l'application f — Tr (Agf)) définit une
distribution 3%, (M, F).

Les distributions ﬂéis(M , J) sont appelées les nombres de Betti distributionnels du feuilletage. Ils
ne dépendent pas de la métrique, et, si nous remplacons le flot ¢ par un flot ¢’ agissant de la méme

fagon sur I'’ensemble des feuilles, ils restent inchangés. En particulier, s’il existe une feuille dense, les
B4 (M, F), & automorphisme linéaire de R pres, ne dépendent que du feuilletage.

La distribution
dim F

Xais(M, F) = Y Bi,(M, F)
i=0
est appelée la caractéristique d’FEuler-Poincaré distributionnelle du feuilletage.
Une orbite compacte v de longueur £(v) est dite simple si
det(id —¢*™* : TXF — TEF) #0,

ou z est un point quelconque de .

La formule des traces de Lefschetz établie dans [AKO00] est alors la suivante :
Théoréme 2.2
Xais(M, F) = xa(M, F)do + D L(v) Y (sendet(id =g " o TLF — TLF))0ecs).
¥ keZ—{0}

Dans ce théoréme, nous avons noté y, la caractéristique d’Euler-Poincaré de Connes associée a
une mesure transverse invariante par holonomie A. Ici, A peut se construire & partir de la métrique
riemannienne induite sur les transversales par notre métrique bundle-like.

3 Comparaisons formule explicite - formule des traces

La formule explicite de Weil (théoréme 1.1) peut se reformuler en 1’égalité suivante entre distribu-
tions sur R (cf. [De01], p. 16) :

1—Zetp+et=Woo+210gp Zéklogp“‘ Z pkéklogp )
P p

k>1 k<—1

3A Daide de la deuxieme définition donnée de la propriété bundle-like.



ou W, désigne la contribution de la place a l'infini, p parcourt I’ensemble des zéros de Z, et p 'en-
semble des nombres premiers.

Si maintenant nous réécrivons la formule des traces du théoréme 2.2 dans le cas ou les feuilles sont
de dimension 2 et ot xA(M,F) = 0, en revenant a la définition de x4is, nous obtenons :

6gis(M7 ‘7:) ﬂdls(M ‘7:) +ﬂdls M f ZZ Z Sgndet(id _QSM(A/)* : Trcf_)T;‘F))(ské('y)
kez—{0}

Nous voyons une certaine similarité entre ces formules. La comparaison suggere de nous devrions
chercher un systéme dynamique vérifiant les hypotheses ci-dessus, dont les orbites soient en bijection
avec les nombres premiers, et tel que l'orbite correspondant a p soit de longueur log p. Nous pourrions
alors espérer mettre en bijection les zéros de la fonction ¢ avec les valeurs propres pour I'action d’un
générateur infinitésimal du flot sur Hx(M).

Cependant, cette analogie n’est pas parfaite.

Pour commencer, dans la formule explicite, nous avons un terme W, qui n’a pas d’analogue dans
la formule des traces. Ensuite, la distribution de la formule explicite n’est pas symétrique par rapport
a t — —t, contrairement a celle de la formule des traces.

La premiere difficulté ameéne & considérer des flots admettant des points fixes : de méme que les
orbites compactes de longueur > 0 sont en bijection avec les nombres premiers, qui sont les places
finies de Q, nous allons avoir des points fixes en bijection avec les places infinies (ce qui, dans le cas
de Q, signifie que I’on aura un unique point fixe).

La seconde difficulté a amené Deninger & ne plus faire 'hypothése que I'espace total est une va-
riété différentiable. Ainsi, nous travaillons sur une généralisation des feuilletages, appelés laminations,
ou l'espace total est un simple espace topologique. Les feuilles, bien entendu, continuent d’étre des
variétés différentiables.

Dans ce cadre élargi, Deninger a pu associer & certains corps globaux* des systémes dynamiques
laminés réalisant entierement ’analogie envisagée ici.

Le lecteur intéressé par ces sujets trouvera plus de détails dans les articles de Deninger, ainsi que
dans notre mémoire de DEA, qui constitue la suite de ce mémoire de magistere.

Pour terminer, ajoutons que ’approche de Deninger n’est pas la seule. Connes a établi d’impor-
tants résultats sur ces sujets : voir [Co98] entre autres.
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