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DES VALEURS DE LA FONCTION ZETA AUX POINTS ENTIERS

JIN FANGZHOU ET FRANCESCHI SANDRO

Sous la direction de Joél Merker

RESUME. La fonction zéta de Riemann a longtemps intéressé les mathématiciens et est
encore a I’heure actuelle tres étudiée, car cette fonction est fortement liée aux propriétés
des nombres premiers. Dans ce mémoire nous étudierons des propriétés arithmétiques et
algébriques des valeurs de la fonction zéta aux points entiers telles que I’irrationalité, la
transcendance et I’indépendance Q-linéaire de certaines de ses valeurs. Dans un premier
temps, nous montrerons le classique prolongement méromorphe de la fonction zéta sur
le plan complexe, avant d’établir le théoreme d’ Apéry selon lequel ¢(3) est irrationnel.
Nous nous intéresserons ensuite a divers criteres d’irrationalité et d’indépendance linéaire
qui nous serviront a démontrer le théoreme de Rivoal qui prouve I’existence d’une infi-
nité de ¢(2n + 1) irrationnels (résultat purement existentiel). Avec ces techniques, nous
redémontrerons aussi la transcendance de 7, qui fut établie par Lindemann en 1882.
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Références 29

1. INTRODUCTION

La fonction zéta de Riemann est définie, pour les valeurs complexes s € C telles que
Re(s) > 1, par la série :
1
C(S) = Z Ea

n>1
qui converge absolument, d’apres le principe de comparaison d’une somme avec une in-
tégrale. Classiquement, on démontre (voir la Section 2.1) que cette fonction s — ((s) se
prolonge en une fonction méromorphe sur C avec un unique podle au point s = 1 qui est
simple.
La fonction z€ta est en fait tres étroitement liée aux propriétés des nombres premiers.
Tout d’abord, Euler a établi une représentation fondamentale de ((s) sous forme d’un

produit :
1
((s) = H 1——1r8’
p premier
qui converge absolument lorsque Re(s) > 1. Ensuite, aprés des décennies d’exploration
numérique et de résultats intermédiaires (Legendre, Gauss, Tchebychev), Hadamard et de
la Vallée Poussin sont parvenus a démontrer le célebre :

Théoréme des nombres premiers. Soit 7(z) le cardinal de I’ensemble des nombres pre-
miers inférieurs ou égaux a un nombre réel v > 1. Alors lorsque x tend vers 'infini, la
fonction x — 7(x) se comporte asymptotiquement comme :

odt x
o logt logx’

(@) ~

Leur démonstration repose essentiellement sur le fait que ((s) ne s’annule pas sur la droite
Re(s) = 1 (Voir [Zagier], pour une preuve complete et trés concise de Zagier qui repose
sur une simplification essentielle due a Newmann).

Un des grands problemes mathématiques encore ouverts actuellement sur la fonction
z&ta est I’Hypothese de Riemann : les zéros de la fonction zé€ta dans la bande critique
0 < Re(s) < 1 sont tous situés sur la droite critique Re(s) = % On peut montrer que cette
hypothese est équivalente au fait que

m(x) — /j % = O(Vzlogz).

Un autre aspect de la recherche sur la fonction zéta porte sur I’étude de I’irrationalité
des valeurs de la fonction z&ta aux entiers naturels. Aux entiers pairs 2n, les valeurs ((2n)
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sont connues, ce sont des multiples rationnels de puissances paires de 7 :
(En) er™@ e,

comme on le redémontrera dans la Section 2.2. Lindemann a montré en 1882 que 7 est
transcendant. Il en découle que les ((2n) sont linéairement indépendants sur Q, donc a
fortiori irrationnels. Pour les valeurs de z€ta aux entiers impairs, le premier résultat n’a été
obtenu qu’en 1978 !,

Théoréme [ APERY]. Le nombre ((3) est irrationnel.
Mais jusqu’a présent on ne connait aucun nombre irrationnel parmi les {(2n+ 1) autre que
¢(3). Cependant, des résultats moins forts, mais d’apparence similaire, ont été établis :

— En 1979, Gutnik a montré dans [Gutnik] que pour tout ¢ € (@, au moins un des deux
nombres suivants est irrationnel :

3¢(3) +4¢(2),  ¢(2) + 2qlog(2).

— En 1981, Beukers a montré dans [Beukers2] que les deux ensembles suivants
contiennent respectivement au moins un nombre irrationnel :

7t Trtlog(2) . Tm
o T g )
(3) ¢3)? = 2 ((3)¢(5) "
{?’ w3500 ST —3060), =5 _2268}

— Plus récemment, en 2001, Zudilin a montré dans [Zudilin] qu’au moins un nombre
parmi {((5),{(7),¢(9),¢(11)} est irrationnel.

Néanmoins, au lieu de considérer les ((2n + 1) séparément, il est possible de les consi-
dérer ensemble. Voici un théoreme démontré par Rivoal en 2001, qui est central dans ce
mémoire :

Théoréeme [RIVOAL]. 1l existe une infinité de nombres irrationnels parmi

{€(3),¢(5),¢(7), - .}

Nous donnerons un énoncé quantitatif plus précis dans la Section 4. Plus généralement,
nous avons la conjecture suivante, qui est actuellement completement hors de portée :

Conjecture 1.1. Les nombres 7,((3),((5), ... sont algébriquement indépendants.

Nous tenons a remercier M. Joél Merker pour nous avoir présenté ces problemes inté-
ressants, et pour nous avoir épaulés durant toute la rédaction de ce mémoire.

1. Voir [Apéry] pour la publication par 1’auteur, qui est postérieure aux articles de Beukers, de Van der
Poorten et de Cohen.
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2. GENERALITES SUR LA FONCTION ( DE RIEMANN

2.1. Prolongement analytique de la fonction (. Rappelons que pour Re(s) > 1, la série
((s) = > _, = est bien définie car elle converge absolument. Notre premier objectif est

n=1l ns
de montrer que la fonction ( se prolonge holomorphiquement sur C — {1}.
On définit la fonction I' d’Euler par I'(s) = 0+°O e~ 't*~1dt, intégrale qui converge nor-

malement sur tout compact compris du demi-plan Re(s) > 0. Par intégration par parties,
on vérifie qu’elle satisfait 1’équation fonctionnelle I'(s + 1) = sI'(s), ce qui permet de
prolonger la fonction I' en une fonction méromorphe sur C, qui a pour seuls pdles des
entiers négatifs ou nuls.

Lemme 2.1. Si Re(s) > 1 alors le produit ((s)I'(s) est donné par la formule

+oo tsfl

s)'(s) = dt.
Cre = [ o=
Démonstration. Pour t > 0, on a le développement en série géométrique :
1 et <% -
ee—1 1—et :nzjle '

En multipliant le tout par t*~!, en intégrant terme par terme, et en observant que, par
changement de variable ¢ — nt :

+o0o
/ e Mt = n o T(s),
0

on voit que I’identité du lemme découle du théoreme de convergence dominée. 0

Lemme 2.2. Si f est une fonction C*° sur R, a décroissance rapide a l'infini, alors la
fonction

1 too
I'(s) Jo
définie pour Re(s) > 0 admet un prolongement analytique holomorphe a C. De plus,
L(f.—n) = (=1)"f")(0)

Démonstration. Soit ¢ une fonction C* sur R, qui vaut 1 sur [0, 1] et O sur [2, +oo[. On

af=¢f+(1—0¢)fetdonc L(f,s) = L(¢f,s) + L((1 = ) f.s).

Comme (1 — ¢) f est nulle dans un voisinage de 0 et a décroissance rapide a I’infini, le
théoreme de Morera et le théoreme de Fubini permettent de montrer le résultat suivant : la
fonction

s L(f,s) = f(H)tsdt,

s L(-a)fs) = [ G- onsora
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définit une fonction holomorphe sur C. De plus, ﬁ s’annule aux entiers négatifs, et donc
L((1 — ¢)f,—n) = 0 pour tout entier n > 0. Il suffit alors de montrer le résultat pour
g = ¢f, qui est a support compact.

Par intégration par parties, on obtient, pour Re(s) > 1:
L(g,s) = —L(¢',s+1).

Cette formule permet alors de prolonger L(g, s) en une fonction holomorphe sur C tout
entier. De plus, en partant de L(g, —n) et en effectuant n + 1 telles intégrations par parties,
on obtient :

“+o00

L(g, —n) = (=1)""'L(g"*V, 1) = (—1)"“/0 g ()t = (=1)"g"(0),

d’ot1 le résultat, puisque £ (0) = ¢(™(0), évidemment. O

Soit maintenant fo(z) = —*5. Pour Re(s) > 1, comme I'(s) = (s — 1)['(s — 1), le

(5) = L),

Lemme 2.1 donne : ¢ En appliquant le Lemme 2.2 & fj, on obtient :

Théoreéme 2.1. La fonction ( se prolonge en une fonction méromorphe sur C, avec un
unique pole au point 1, pole qui est simple.

2.2. Nombres de Bernoulli et valeurs de la fonction ( aux entiers pairs. Comme au
voisinage de 0, on a ¢* — 1 = z(1 4+ O(z)), on peut définir les nombres de Bernoulli
(B,)n>o & travers le développement en série entiere (formelle) a 1’origine de la fonction f;
introduite dans la Section 2.1 :

z X B

==
n=0
La fonction ezi ; + %z étant impaire, on en déduit que B; = —% et que By,+1 = 0 pour
tout n > 1.
On a B, = é”)(O), et comme il est clair que chaque dérivée de f, est une fonction

rationnelle en z et en €7, la valeur de fén) en () est rationnelle. On peut voir que les nombres
B,, sont rationnels aussi en développant completement la fraction en série entiere :

2

1 1 oz g

et en collectant les termes en 2".
Maintenant, une application du Lemme 2.2 a la fonction f; donne :

Corollaire 2.1. Pour tout entier n > 0, ona ((—n) = (—1)”%.

Voici une belle équation fonctionnelle, découverte par Riemann, a laquelle satisfait la
fonction ( :
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Proposition 2.1. Pour un nombre complexe s qui n’est égal ni a un entier négatif pair ni
a 1, on peut définir la fonction :

E(s) =m2T(5)C(s),

qui est holomorphe sur son domaine de définition.
Alors £(s) satisfait Iéquation fonctionnelle

§(s) =€(1—s)

lorsque s et 1 — s sont dans le domaine de définition de &. En particulier, £ se prolonge en
une fonction holomorphe sur C — {0, 1}.

Démonstration. Supposons que Re(s) > 1. Par le changement de variable ¢ — 7n?t, on
a:

+oo
/ e s dt = n o8 F(%)
0

Si on se souvient maintenant que pour Re(s) > 1, la série 37> n™* est absolument
convergente et vaut ((s), alors par sommation sur n on en déduit :

+00 “+o00
— (s — —mtn15 4
€)= T(3) ) =D | e

+o0 00
— 2,8
= / E e ™M tadt,
0 n=1
et cette derniere expression peut étre réécrite sous la forme :

1

M =3 [ oy -1y

si on définit pour tout réel ¢ > 0 la fonction 6(¢) de Poisson par :

“+o0o
0t)=> e™ =1+2) ™,
=1

ne”Z n=

série qui est absolument convergente.
Admettons a présent 1’équation fonctionnelle suivante (démontrée dans Annexe A) :

o(t) = L o

=

Sl
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En poursuivant le calcul interrompu dans 1’équation (1), et en découpant I’intégrale |, 0+O° =
1 +o0
Jo +J, " onaalors :

+oo
£(s) = %/0 (0(t) — 1) t21de
:%/0 (Lo -1) tildt+%/1 Oo(e(t)—l)t%*dt.

On fait ensuite le changement de variable u = % dans la premiere intégrale pour obtenir

I . L 1 [h L es
5/ ( ) — 1)t§‘1dt: __/ ta— dt+§/ O(;)t = dt
0 0 0

o(

S
iy
=

Si on additionne a cette derniere expression la deuxieéme intégrale, on obtient pour tout
nombre complexe s tel que Re(s) > 1, I’expression suivante, qui est visiblement invariante

pars+—1—s:
_ 1 L[ 0@) —1) s i
6(8)———8(1_S)+§/1 ()

La fonction #(¢) — 1 étant une fonction a décroissance rapide a I’infini, en appliquant
le théoreme de Morera et le théoreme de Fubini, on obtient que la fonction s

1+°° (9(2—*1)(5 + t%)dt est holomorphe sur C. Par le théoreme du prolongement analy-
tique, la formule précédente vaut sur tout le domaine de défininition de &, ce qui permet
de la prolonger en une fonction holomorphe sur C — {0, 1}. De plus, le membre de droite
de cette formule est invariant par s — 1 — s, donc & I’est aussi, ce qui implique que pour

tout nombre complexe s différent de 0 et de 1, on a bien £(s) = £(1 — s). O

De ces deux propositions qui précedent, on déduit :

Proposition 2.2. Pour tout entier n > 1, la valeur de {(2n) s’exprime en fonction de "
et By, :

(27T>2n
2(2n)!

¢(2n) = (~1)™!

2n-
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Démonstration. On applique la Proposition 2.1 avec s = 2n :
2) 7 "T(n)¢(2n) = £(2n) = £(1 — 2n) = 7" 2T (3 — n)C(1 — 2n).

Afin de trouver la valeur de ((2n), calculons les trois inconnues restantes de cette équa-
tion : I'(n), ((1 — 2n) et I'(3 — n). Tout d’abord, il est bien connu que I'(n) = (n — 1)!.
Ensuite, d’apres le Corollaire 2.1,
1B By
1—2n)=(—1)"12 = =2
((1—2m) = (-1 = 2
Enfin, en appliquant récursivement la relation I'(s) = (s — 1) I'(s — 1), on obtient

D) = (-HP(-3) = (DD = = (23 =Dy
= 12—,

4nn)
(-7 g—;)', En insérant ces valeurs

Le fait que I'(3) = /7 fournit alors I'( — n)

dans I’équation (2), on trouve ((2n) = (—1)"! (22(’;3;7: Bs,,. d

Puisque les nombres de Bernoulli B,, sont rationnels, on a {(2n) € 7>"Q : les valeurs
de la fonction z€ta aux entiers pairs s’expriment en multiples rationnels des puissances de
7. Par conséquent, la transcendance de 7 entraine 1’indépendance linéaire sur Q des (2n).
Inversement, dans la Section 4.1, on redémontrera la transcendance de 7 grace a I’étude
des ((2n).

2.3. Irrationalité de ((2) et de ((3). Apéry a donné en 1978 la premiere preuve de Iirra-
tionalité de ((3), mais elle était relativement délicate et les contemporains de son annonce,
notamment Van der Poorten, Beukers, Cohen et Reyssat ont mis quelques mois chacun de
leur coté et par des voies différentes pour compléter tous les détails. On expose ici une
preuve simplifiée due a Beukers, qui démontre 1’irrationalité de ((3) et celle de ((2) de
maniere similaire.

Commencons par quelques préliminaires qui seront utilisées pour la démonstration.

e Soit d,, = ppcm{1,2,..., n} le plus petit multiple commun des n premiers entier posi-
tifs. Une estimation sur les exposants de ses facteurs premiers donne :

d, = H p[§2§21< H piiii?

p<n p<n
p premier p premier
— | | n = nﬂ(n) — nlogn+o(1) — eTL-‘rO(TL)’
psn

p premier
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ol on utilise le théoréme des nombres premiers : 7(n) ~
d, < 3" a partir d’un certain rang.

T Par conséquent, on a
ogn

1.d
nld

e Les polynémes de Legendre, définis par P, (X) =
explicite :

PMX):$h$;§;@4y<?)XWH:§i@4y<?)("Zi)xﬁ

1=0

5 (X™(1— X)), ont ’expression

Par conséquent les P, (X ) sont a coefficients entiers et deg(P,) = n.

e Pour 7,s des entiers positifs, on introduit les deux intégrales impropres suivantes

1 1 r,,8
Ir,s_/ / Ty dxdy,
1—xzy
l
rs// BTV oy,
1 —ay

Comme les fonctions dans I'intégrale sont positives, ces deux intégrales ont une valeur
bien définie dans R U {+o0}.

Proposition 2.3. 1) Lorsque r > s > 0, alors I, ; et J, s sont des nombres rationnels, dont
les dénominateurs divisent respectivement d2 et d2, i.e.
1

1
Lo€ZL et Jro€ 5L

r

2) Lorsque r = s, on a les expressions suivantes de I, et de J,, :
pourr =0,0nalyy=((2)et Joo=2((3);

pourr =1,
1 1 1
IT’T:C(Q)_ﬁ_ﬁ__ﬁ’
“ 1 1 1
T =2(CB) -5~ 73)

En conséquence, pour tout r > 1, I, € ((2)Z + d%Z et J,.. € ((3)Z + d—lg,Z_

Démonstration. On remarque que les fonctions dans I’intégrale I, ; et .J, s sont toutes po-
sitives, ce qui permet de permuter les signes intégrale et somme. En développant donc
1_1% = +°° o (zy)", le calcul de I, 5 et J, , se ramene a une série d’intégrales qui se
calculent alsement. En effet, il est évident que :

//5”“@‘< v}
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et aussi avec log(zy) = log(z) + log(y) et par intégrations par parties on a :

1 1 b _ 1 1
[ —eronteyyazay = pr et D) oD

On en déduit donc :

o0 1 1 +o0 1
I, = 2Ty dedy = : , :
’ ;/0/0 Y Y ;(7’+z+1)(s+z+1)

+oo

+00 1 pl
- 1 1
Jrs = —1 "yt daedy = .
’ ;/0 /0 og(ay)e” Ty dudy ZO ((7‘+i—|—1)2(5—|—i+1)+(r+z’+1)(3—|—i+1)2)

1=

1) Premier cas : r > s. En écrivant les termes dans la sommation sous forme de diffé-
rence, on arrive a simplifier la sommation en une somme finie de termes

+o0 +oo
1 1 1 1 1 1 1
Irs: - : = ; - - = T — )
’ ;(r—l—z—i—l)(s—l—z—i—l) ;r—s<s+z—|—1 7"+7,+1) 7’—s(s—|—1jL +r)

+o0

1 1
he= 2 <<r+¢+1>2<s+z’+1)+(r+i+1><s+i+1>2>

= 1 1 1 1 1
=2 r—s((r+i+1)(s+i+1) Tt T Griv? (r—l—i—l—l)(s—i—i—i—l))

i=0
1 ( 1 . +1>
Cr—s\(s+1)2 r2)’
Comme r > setque (r — s)|d, et (s +1i)|d, pouri = 1,2,...,r — s on en déduit que

I, € LZetJ, s € 7.
2) Deuxieme cas : r = s. Le calcul est simple :

+oo +o0 )
1 1 Q(Q) sir=20
Ly = 12 = = .
| ;(T+Z+1)2 i=rz+1 i {<(2>_1i2_2i2 ———— 7% sir > 1.
+o0 +o00 . B

1 1 2¢(3) sir=0

Jr,,,:2zm:2z ﬁ—{g(g(B)_i_L_..._i) Grs1

=0 i=r+1 13 23 3 = 1.
]

e On se servira du critere d’irrationalité suivant, qu’on étudiera plus en détail dans la
Section 3.1 :
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Critere d’irrationalité d’un nombre réel Un nombre réel x est irrationnel si et seule-
ment s’il existe deux suites d’entiers (a,)n,>0 et (by)n>o telles que a,x + b, # 0 et que
a,x + b, — 0.

e Dans la suite on utilisera le principe suivant dans I’étude du comportement de certaines
fonctions :

Principe du col Soient g et w deux fonctions analytiques sur un ouvert simplement
connexe D du plan complexe. Supposons qu’il existe zo € D tel que w'(z) = 0 et
w"(z0) # 0. Si L est un chemin inclus dans D le long duquel Re(w(z)) admet un maximum
global en zy, alors

On s’attaque maintenant a Uirrationalité de ((2) et de ((3).

1
)" 20 Re(w(z0).

/ g(2)e"™ @ dz
L

Théoréme 2.2. Le nombre ((2) est irrationnel.

Démonstration. Soit M, I’'intégrale suivante :

M, // _1_xy()dxdy

Comme P, € Z[X] et deg(F,) = n, en développant le numérateur de I’intégrande de
M,, en mondmes de z et y, on sait que M,, est une combinaison a coefficients entiers des
I, savecn > r > s > 0. D’apres la Proposition 2.3, il existe des entiers A,,, B, tels que

On a donc
0 < | Ay + BuC(2)] = d2|M, .

On chercher donc a montrer que M, tend vers 0 assez vite pour pouvoir utiliser le critere
d’irrationalité précédent.
En appliquant n intégrations par partie par rapport a x, on obtient

ar ) [P e
y(1—ye(i—2)

1—zy
il faut trouver le maximum de la fonction (z, y) — “2=220=) g¢finie sur [0, 1]2—{(1,1)}.

l—xy

Etudions cette fonction : on montre d’abord que lorsque le produit zy est fixé, le maximum

Dans I’intégrande le terme apparait en puissance n. D’apres le principe du col,
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est atteint lorsque = = y, pour une raison de symétrie. Si 0 < z,y < 1, soitt = ,/xy, on
a0<t<lete +y > 2, etalors

y1—ya(l—2z) (1 —y—z+t?) - tP(1—2t+1*)  t*(1—1t)
1—ay B 1—1¢2 h 1—1¢2 14+t
On se ramene donc a une fonction a une variable réelle. Par une étude simple de la dérivée,

on sait que cette dernicre fonction en ¢ prend son maximum (*/ 1) ent = f 1 En
majorant la fonction par son maximum, on a

yA-yal—a) _ V51

<
1—=zy 2

o< < (2 1)/0 [ = (Y 1)5n<<2>.

Grace a I’inégalité précédente, pour n suffisamment grand tel que d,, < 3", on a la majo-
ration souhaitée :

),

ce qui implique que

0 < 4, + B.e@)] = | < (L) <o o)

Ce dernier terme tend vers 0 lorsque n — oco. D’apres le critere d’irrationalité, le nombre
((2) est irrationnel. O

Pour I’irrationalité de ((3), on suit le méme schéma de démonstration, en s’intéressant
a une autre intégrale :

Théoréme 2.3. Le nombre ((3) est irrationnel.

Démonstration. On regarde I’intégrale suivante :

Nn:/01 /Ol—Pn(x)Pn( )lfg_(f;)d dy.

Le développement de P,(x)FP,(y) en somme des termes en z"y® est a coefficients
entiers, avec 0 < 7,5 < n. Donc N, est la somme des J,, a coefficients entiers,
0 < 7,5 < n. D’apres la Proposition 2.3, il existe des entiers (C},)n>0, (Dn)nso tels
que N, = 7 (Cy, + Dn((3)). On a donc

0 < |+ Du((3)] = dB| N, .

On cherche donc a montrer que /V,, tend vers 0 assez vite pour pouvoir utiliser le critere
d’irrationalité.
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log(zy)
l—zy

N, ///1_ 1_ dxdydz

Maintenant on applique n intégrations par partie par rapport a x, ce qui donne

e [ R

1—w

I-(1—zy)w’

N, /// 1i_1w_1;];>( ) dudyduw,

On applique ensuite n fois intégration par partie par rapport a y, ce qui donne :

N, /// 1_“£_ 1(1—_:53; )nﬁ_w)ndxdydw¢0.

Le terme x(l_?_y((llji’ig”lf)l_w) apparait en puissance n dans I’intégrande. D’apres le principe

du col, il faut trouver la maximum de cette fonction. On remarque la symétrie par rapport
axetay, etessaie de se ramener aucas x =y : pour 0 < z,y,w < 1, notons t = ,/xy,
alors x +y > 2t,

On remarque que —
dente :

fo Wdz On I’applique dans I’expression précé-

Par le changement de variable 2z = on obtient :

z(1—z)y(l—y) = -z —y+1*) <1 -2t +¢*) =t*(1 —t)*

Et
w(l—w)  w(l—w)
I—(1—2yp)w 1—(1-t)w
On fixe provisoirement t et fait varier w. Pour un ¢ donné, cette fonction en w prend son
maximum Tz SN W = 145 +t En multipliant les inégalités précédentes on obtient

(1 —2)y(1 — y)w(l —w) . t2(1 —t)?
- (I—agyw (140
Cette derniere fonction est a une variable réelle. Apres une étude simple de sa dérivée, on

sait qu’elle prend son maximum (/2 — 1)* en t = v/2 — 1. En majorant la fonction par
son maximum on a I’inégalité

1+t)

(1 —2)y(l —yw(l —w) v
1—(1—ay)w <(V2-1h
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0 < |[M,] <(\/§—1)4”/1/1/1mdxdydw
V2 —1)* // logxyddy—QC()(\/i—l)‘l”

Grace a I’inégalité précédente, pour n suffisamment grand tel que d,, < 3", on a la
majoration souhaitée :

0 < |C + DuC(3)] = d3|N, | < 2¢(3)d3 (V2 — 1) < 2¢(3)27" (V2 — 1)*™.

Ce dernier terme tend vers 0 lorsque n — oco. D’apres le critere d’irrationalité, le nombre
¢(3) est irrationnel. O

ce qui donne

Malheureusement, on n’arrive pas a généraliser directement cette méthode pour dé-
montrer I'irrationalité de ((5), qui reste toujours un mistére, tout comme celles des autres
¢(2n + 1). Pourtant, une généralisation est envisageable, comme nous le verrons dans la
Section 4.2 o on remarque que dans 1’étude des polylogarithmes, il y a des intégrales qui
ressemblent a celles utilisées dans cette section pour la preuve de I'rrationalité de ((2) et

de ¢(3).

3. CRITERES D’IRRATIONALITE ET INDEPENDANCE

3.1. Criteres d’irrationalité.

Proposition 3.1. Un nombre réel 3 est rationnel si et seulement s’il existe qy € N tel que,
pour tout couple d’entiers (p,q) € Z* tel que 3 # §, I’inégalité suivante soit satisfaite :

P 1
B—=]=—.
q = qqo

Démonstration. Montrons d’abord le sens direct. Si [ est rationnel, soit ﬁ = @. Alors

18— = lpoo—am| gj 1e numérateur est non nul, sa valeur absolue est > Bl >

laqol

%.
Réciproquement, soit 5 un nombre irrationnel. Soit n € N. Trouvons un couple (p, ) €
N2 tel que :

P 1
-2 <—.
q an

Pour = un nombre réel, notons {x} la partie fractionnaire de x et [z] la partie entiere de
X, alors © = {z} + [z]. Considérons la suite {5}, {25}, {308}, ..., qui est a valeurs dans
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[0, 1[. Cette suite est injective car ( est irrationnel. Donc il existe 2 termes distincts dont la
distance entre eux est inférieure a £, i.e. Ja,b € N, a # b, [{af} — {bf}| < <. Etalors

a5~ b6 — (o] + 8]] = a8} — {05}] < -

En posant ¢ = a — bet p = [af5] — [bB] on obtient |¢f — p| < %, donc le couple (p, q)
convient.
Par contraposée, s’il existe ¢y € N tel que, pour tout couple (p, q) € Z? tel que 3 # §,

onalf—E[> ﬁ, alors /3 est rationnel. O
On en déduit le critere d’irrationalité déja évoqué dans la Section 2.3 :

Corollaire 3.1. (Critere d’irrationalité d’un nombre réel) Soit x un nombre réel, alors x
est irrationnel si et seulement s’il existe deux suites d’entiers (a,)n,>o0 et (by)n>o telles que
anx + b, # 0 et que a,x + b, — 0.

Corollaire 3.2. Si  est un nombre réel tel qu’il existe 6 > 0 et des suites d’entiers (py )n,
(Gn)n telles que [g,| — oo et que |3 — E=[ < ﬁ’ alors [3 est irrationnel.

A propos de I’approximation d’un nombre réel par des rationnels, on exhibe quelques
résultats inéressants ici sans en donner la preuve. La théorie des fractions continues per-
met tout d’abord de démontrer le résultat suivant, qui donne une approximation par des
rationnels § avec précision en q% :

Théoreme 3.1. Si 3 est un nombre irrationnel, alors il existe deux suites d’entiers
(Pn)ns (@0 ) telles que |g,| — oo et que

o 1
B ——=] <.
Qn qn
Certes, il existe des nombres réels tres bien approchables par des rationnels, par exemple
les nombres de Liouville de type Z;fg 10~". Pourtant, dans le théoréme précédent, il se
trouve que le terme q% ne peut pas étre améliorée, comme on va le voir dans le Théo-

reme 3.2.

Définition 3.1. pour ¢ > 0, on note S, I’ensemble suivant :

S. ={x € R| il existe 2 suites d'entiers (p,)n, (¢n)n telles que |g,| — oo

1
2+5}'

et que |z — &| <
an

Alors on a le résultat suivant :

Théoreme 3.2. Pour tout € > 0, I’ensemble S, est de mesure de Lebesgue nulle.
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i.e., pour tout € > ( presque aucun nombre réel (au sens de la mesure de Lebesgue) ne
peut étre approchée par des rationnels 15” avec précision en #.

De plus, en ce qui concerne les nombres algébriques, le théoréme de Roth donne un
résultat plus précis :

Théoreéme 3.3. (Roth) Soit o € R un nombre algébrique sur Q. Alors pour tout € > 0,
a¢ S,

Voir le mémoire de maitrise de Francois-Régis André et Thibault Verron pour plus de
détails.

3.2. Un critere d’indépendance linéaire : le théoréme de Nesterenko.

3.2.1. Théoréme de Nesterenko et corollaire. Le théoreme de Nesterenko est un critere
d’indépendance linéaire sur Q. Il ressemble par certains aspects aux criteres d’irrationa-
lit€s vus dans la section précédente. Il s’agit ici non pas de savoir si un nombre réel est
irrationnel mais de mesurer quantitativement a quel point un vecteur § de R™ a ses com-
posantes linéairement indépendantes sur Q. Les hypotheses du théoreme de Nesterenko
ressemblent donc aux hypotheses des criteres d’irrationalités. Il s’agit d’approcher 6 par
des hyperplans rationnels en contrdlant d’une part la vitesse a laquelle les hyperplans ra-
tionnels se rapprochent de 6 et d’autre part en s’assurant que ces hyperplans n’explosent
pas trop en norme.

Théoréme 3.4. [NESTERENKO] Soient ¢, ¢y, co, T, 71, T2 > 0 des constantes, et soit o(n)
une fonction strictement croissante telle que :

n—+1
lim o(n) = +oo et limsupM = 1.
n—00 n—00 0'(7’L)
Soit @ = (bh,...,0,) € R™ un vecteur quelconque, et supposons que pour tout n = Ny,

il existe une forme linéaire L,, sur R a coefficients entiers telle que :

[Lall S e et e < [|Ly(8)] < o,

T+T1
T4+T1—T2

Alors parmi les nombres 01, . . ., 0,,, il existe au moins nombres qui sont linéaire-

ment indépendants sur Q.

Nous retiendrons pour la démonstration de Iirrationalité d’une infinité des ((2n + 1)
la version suivante qui se déduit facilement du théoreme précédent en prenant ¢c; = co =
1’ = 677—1, Qg = 677—275 = eT, c= ]\[7 O‘(n) =n-+ O(TL) et Ln(g) = le\iopl,nel.

Criteére d’indépendance de Nesterenko. Soient N réels 01, ...,0N. Soient 0 < a1 <
g < 1et B > 1. Supposons que pour tout n > Ny il existe (p1,,...,pNn) € ZN
satisfaisant la majoration :

pin| < B0 (I=1,...,N),
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et I’encadrement
n—l—o(n || Zl ) pl nel || n—l—o(n

Alors la dimension de ’espace engendré par 01, ...,0N sur Q satisfait la minoration
explicite :

log(3) — log(a)
log() — log(ai) + log(ag)’

3.2.2. Rappels et lemmes préliminaires. Nous donnons ici quelques définitions et proprié-
tés qui serviront pour la démonstration du théoreme de Nesterenko.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension m, muni du produit scalaire usuel (, ).

Définition-Proposition 3.1. Soient aq,...,a, € E.

Alors {ay, ..., a,} sont linéairement indépendants si et seulement si le déterminant de
Gram A, = det((ak, al)k’l) > 0.

On définit alors V (ay, ..., a,) = /A, le volume du parallélépipede .

Si L = vect(ay,...,a,) onaV(b,ay, ...,a,) = ||[pr. (0)||V (aq, ..., ar).

Si Ly C Ly sont des sous espaces vectoriels de E alors pour tout 6 € E [[p,.(0)] >

2y ()]

Définition-Proposition 3.2. Un sous espace vectoriel L est dit rationnel s’il existe
fi,..., fr, des formes linéaires a coefficients dans 7 (ou dans Q) telles que L = {x €
Elfi(x) = ... = f(x) = O},

Si dim L = m — r, le Q-espace vectoriel des formes linéaires a coefficients dans Q
qui s’annulent sur L est de dimension r. Dans ce cas les vecteurs associés aux formes
linéaires a coefficients dans 7. s’annulant sur L forment alors un réseau ou un 7 module
libre. Soit (ay, ..., a,) une base de ce réseau qui est aussi une base de L+ . On définit alors
V(L) = V(ay, ..., a), qui ne dépend pas de la base choisie.

Démonstration. La proposition énonce des résultats classiques sur la matrice de Gram
G = (ag, )k, = MM ou M est la matrice des coordonnées des vecteurs a; dans la base
canonique.

V(L) est bien défini car il est indépendant de la base choisie, en effet les matrices de
changement de base sont a coefficients dans Z et ont donc pour déterminant +1. 0

Lemme 3.1. Si L et Ly sont des sous espaces rationnels de E tels que dim Ly =m — 1 et
L ¢ Ly. Soit M = LN Ly. Alors :

V(M) < V(L)V(Ly)

V(M) lpars 0)[ < VL)V (L) ([lpz+ ()] + llprs (9)1)
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Démonstration. Si dim L = m—r. Soit (ay, ..., a,) une base du réseau associé a L comme
défini dans la Définition 3.2 ci dessus et (b) une base du réseau associé a Ly. V(L) =
V(ay,...,a,) et V(Ly) = ||b]|. On a alors directement la premiére inégalité :

V(M) =V(bay,...,a;) = ||lpL(0)|V (a1, ..., a.) < ||b||V(aq,...,a,) = V(L)V(Ly).

Comme V(M) = ||pr(b)||V (L) et que V(L) = ||b|| 1a deuxieme inégalité a démontrer
est équivalente a :

P2 O lpar (O < NGO UlpL- (O + llpLs (O)1)-

Posons 7 = py;1(0) € M*. Alors —7 = py(0) € M = LNLy. Donc ||py . (0—7)| =

(UpLe(0 = DIl = llpre (0 =)l = 0etona: |py (@) = lpare (T, (pr @) =
(lpL+ (7l et [[pLL (O)]] = [[pLs (7)]]- On peut donc se restreindre a § € M+t
Quitte a diviser I’inégalité par ||b]|||6]| on peut se restreindre a ||b|| = ||0|| = 1.

11 suffit alors de démontrer pour § € M=+

L) < (lpr @) + [lpry @O)])-

Le fait que § € M+ et L+ ¢ M~ implique que p(0) =0 — p,.(0) € LN M=,

De méme b € Li C M+ et L+ ¢ M+ implique que pr,(b) = b —p1(b) € LN M=,

Il est facile de montrer que dimly = m — 1, L ¢ Ly et M = L N Ly implique que
dim(L N M+) =1.

Depr(0) € LN ML, pr(b) € LN M+ etdim(L N M*) =1 on déduit :

P2 Oz O = [(pL(8), pL(0))] = [(pL(6), 0)] = [(6,0) = (pL(6), b)|
< (0 0)+ (P2 (0),0)] = llprL ()] + [(pr(8), prr (0))]
< lprs O+ [lpL- (@) lpr (b ))H
De plus [[pz+(0)[* + [+ (0)[* = [|0]] = 1 d’ou :
Ip®)I* = (lpr @)z @) + Iz O)llpr-(O)])*.

En utilisant ||p. (6)[[[|pz ()] < [P ()] + lprs (O) [ lpr- ) P B +lpre ()] =
let|[pro(b)|| < 1 on déduit de cette égalité :

lpe@®)II* < Ipos (O + 2lpss (O)lllIpe- (O) e )] + I (O)]
< (lprs O+ llpeg (@)D*
O

3.2.3. Démonstration. On va démontrer la proposition suivante qui implique le théoréme
de Nesterenko.
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Proposition 3.2. Sous les hypothéses du théoreme de Nesterenko et 6 > 1) — 7o > O on a
le résultat suivant :

Pour toutr € Ntel que )0 < r < TTJJ:;, il existe v, > 0 tel que pour tout espace rationnel
L C R™ avec dimL = r on ait I'inégalité

Tt
Hp/y_ (9)” > fyﬂ/(ﬁ) THT (1)

Démonstration du théoreme de Nesterenko

Ce lemme nous permet en effet de conclure. Supposons que r soit le nombre maximal de
f; linéairement indépendants sur Q parmi 61, ..., 6,,. Il existe alors m — r formes linéaires
indépendantes a coefficients rationnels My, ..., M,,_, qui s’annulent en . Soit £ I’espace
rationnel défini par My(z) = 0,...,M,,_.(z) = 0. OnadimL = r, 0 € L et donc
Pri (9) =0.

On a donc 7 > Zt7 car sinon en admettant le lemme on aurait ||[p. (6)]| > 0. Ceci est

vrai pour tout § > 71 — 7o, on a donc r > % ce qui fallait obtenir.

Démonstration du lemme

La démonstration se fait par récurrence sur r.

Pour 7 = 0 on a nécessairement £ = {0} et donc V(L) = 1 et ||p;. ()| = ||0] . Donc
v = ||0|| convient.

Supposons 1 < r < T:; Pour tout sous espace rationnel de R™ de dimension r» — 1 il
existe v, tel que 1’on a I’inégalité désirée.

Pour simplifier les notations posons A\, = #m.

Raisonnons par 1’absurde. Soit 7, > 0 quelconque, supposons qu’il existe L espace
rationnel de dimension r tel que :

lpee (0)]] < YV (L)~

On fixe un nombre € qui vérifie
To — T<>\'r—1 — ].)

— 1.
)‘:\'—:1(71 +7)

O<e<

Ce qui est possible, il suffit de le vérifier. En effet apres calcul et en utilisant r < 7:;; et

0 > 1 — 7 > 0 on remarque que 0 < W — 1. Ce choix pour € est justifié a
7>\T T11TT

posteriori a la fin de la preuve.

De plus il existe N7 > N, tel que pour tout ¢t > N,
ot+1) < (1+e€o(t).

Introduisons alors p tel que

Ar—1

e Ly | <1 et 2ecalep) B < e,



20 INDEPENDANCE Q-LINEAIRE DES VALEURS DE LA FONCTION ZETA AUX POINTS ENTIERS

et restreignons-nous au choix de , tel que

Tr < G,
ce qui ne changera en rien la conclusion de la démonstration.
Soit NV le plus grand entier vérifiant
V(L) = ue™ ™| Ly,

qui est bien défini car V(L) > 1, pe™ ™| Ly, || < 1etlim, . o(n) = +00 . On note
alors £, le sous espace vectoriel rationel défini par 1’équation Ly (z) = 0. Les diverses
hypotheses impliquent alors

La(0 . ) . _,
o O = TY0 > e DLy 3 V(O > V0 > [pes O]

Ce qui implique que £ ¢ £, d’apres la Définition-Proposition 3.1. On pose donc naturel-
lement M = £, N L pour pouvoir appliquer le Lemme 3.1 qui donne :

V(M) < V(L)[ILn,
V(M)|par= (D < VIEN Ll (o O) + llpes O))
S VIOILx[I2[lpes @) = 2V (L) La(0)]]-

On applique maintenant 1’hypothese de récurrence a M puis les conclusions ci-dessus du
Lemme 3.1:

Yoot < |lpare (O) |V (M)
<2V(L)ILn(O)[|V (M)
<2V(L) | La I La ()]
De plus vu le choix de N et || Ly ;1] < ce™ @D eto(t+1) < (1 +€)o(t) :

V(ﬁ)z\r < Iuena (N+1) HLN 1H < Mce(T1+T)U(N+1)

< Mce(Tl-i-T)(l-‘y-E)O'(N).
Les deux inégalités précédentes, || Ly|| < ce™™ et || Ly (0)]| < c2e~7W) donnent alors :
ot < 2(pe) 5 cee (P AN 1) -m )7 (V).

Ap_
Puisque 2ccy(cu) > < vr—1 il faut ’" =(r1+7)(1+€) +7(A\—1 — 1) — 72 > 0. Contra-
diction.
Donc il existe 7, > 0 (et v, < c1p) tel que ||pso(0)]] = 7.V (L) ™. La récurence est
établie. U

Cette démonstration est la preuve originale de Nesterenko, nous 1’avons adapté a un cas
un tout petit peu plus général.
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4. IRRATIONALITE D’ UNE INFINITE DE ((2n + 1) ET TRANSCENDANCE DE 7

4.1. Théorémes. Nous allons dans cette partie démontrer plusieurs théorémes qui sont
1’aboutissement de ce mémoire.

Théoreme 4.1. Soit a un entier impair > 3. Soit 6(a) la dimension de I’espace vectoriel
engendré sur Q par 1,((3),((5), ..., ((a). Alors

d(a) > %log(a) — 00

a— 00

Donc la dimension du Q-espace vectoriel engendré par les ((2n + 1) est infinie. En par-
ticulier, une infinité parmi les nombres ((2n + 1) sont irrationnels.

Théoréme 4.2. La dimension du Q-espace vectoriel engendré par les ((2n) est infini. En
particulier, comme on a ((2n) € Q) m, ainsi que les ((2n), sont transcendants.

4.2. Polylogarithmes. Les fonctions polylogarithmes sont définies pour s € N* et pour
z€ Ctelsque |z| < let(s,z)# (1,1) par

Lis(z) = Z .

k=1

N
=

En particulier Lis(1) = ((s).
L’objectif est de trouver des relations linéaires entre les Li,(z) qui, appliquées en z = 1
permettront d’appliquer le théoréme de Nesterenko.

Pour la suite, on emploie le symbole de Pochhammer : pour o € R et £ > 0 un entier,
onnote (o) = a(a+1)...(a + k+ 1).

On définit
An(X)

R, (X)=

(X) XX +1)%. (X +n)

ou A,(X) € Q[X]etdeg(A,) <a(n+1)—2.
Décomposons R,,(X) en éléments simples :

2> T

7=0

€ Q(X),

On définit alors S, et les P} ,, comme

=
S PEACE

1
00
k=1

F’ln 5 ,]n 7

=0
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et

k
POn = chl,jn X] .

=1 j=1 k=1
On prendra pour la suite pour les besoins de la démonstration

An(X) = !X = 1n)p (X 41+ 1)y,
ol a > 2 estun entier, 1 < 7 < 7. Un tel choix sera justifi€ plus tard.

Proposition 4.1. i) Pour tout z € Ctel que |z| > let z # 1, ona
Sn( PO n + Z Pl n Lzl

De plus S,(1) converge, P (1) = 0 et pour tout | € {1,..,a}, z2"P,(%) =
<_1)a(n+1)+lpl,n(2)
ii) La limite lim,,_,, |S,,(1)| existe, et vérifie
0 < lim |S,(1)]7 <25ty L,
n—oo
iii) Pour toutl € {1, ...,a} ona d’ P (1) € Z, et
lim sup | P, (1)]7 < 2972 (2r + 1)1,

n—oo

Démonstration. i) Comme R,(X) =37, >0 ; 1. ona

(X+j
I -k
Cl,gn ZZCI:J”Z (Z kl Z%)
=1 j=0 =1 j=0 k=1
—ZLZZ chn,jz _ZZ l?’L,]Z k‘l = +Z Hn LZl
=1 j=1

Comme 1 < 7 < £, la série S,,(1) est convergente alors que le terme P, (z)Lii(£) =
—Py,(2)log(1 — 1) est Ie seul qui peut diverger en z = 1 : cela implique nécessairement
que le polyndme P ,,(z) s’annule en 1.

Lidentité (o), = (—1)¥(—a — k + 1), implique la relation R,(—X — n) =
(-1 IR, (X). Comme

Cljn Clin—j,
B ZZ_: X—i-]]—l 121:;2; lX—l—]]”

par unicité de la décomposition en €lément simple, on en déduit que ¢, j, =
(_1)a(n+1)+lcl,n,j, et alors anlm(%) — (_1)a(n+1)+lpl,n(z)-



INDEPENDANCE Q-LINEAIRE DES VALEURS DE LA FONCTION ZETA AUX POINTS ENTIERS 23

ii) On admet? que S,,(1) peut s’exprimer sous une forme intégrale similaire a celle de
M, et N,, dans la Section 2.3 : pour tout entier n > 0,

((2r + )n + 1)! / [T a5 (1 — ;) da
TL!QT+1 [0,1]a+1 (]_ — X1 ... xa+1)(2r+1)n+2 ’

S, (1) =

La formule de Stirling n! ~ v27n (%)™ implique :

1
. (2r+Dn+ 1)\ 2r+1
e ( M = @r+ 1

En notant

I, =

/ Hj;l x;”"(l — x;)"dz;
o,10+1 (

1 — 2y ... gy )@+’

d’apres le principe du col,

. 1
lim ([,)» = max
n—+00 (215, Ta+1)€[0,1]2+1

[T4 2501 — @)
<(1 — 21 x . xa+1;C2r+1> # 0.

L existence de la limite de |5, (1)|= en découle.

Maintenant pour les x; € [0, 1], étudions la fonction

155 25(1— )
1-— Tq... £L‘a+1)2r+1 ’

F($1,...,[Ea+1) = (

1
Soit s = (27 ... %e41)*T la moyenne géométrique des ;. La fonction x — log(1 — e*)
étant concave sur I’intervalle | — oo, 0], I’inégalité de Jensen montre que :

a+1

[T —2) < -9+,

j=1

Et donc

Sr(a+1)(1 - S)a+1
(1 _ Sa+1)2r+l ’

F(xy,...,%q41) <

avec I’égalité lorsque les x; sont tous égaux.
Par I’étude d’une fonction a une variable réel, on sait que le maximum de la fonction

r(a+1)(1_q)a+1 L . . R
G(s) = % définie sur [0, 1] est atteint pour la valeur de s = s, ol sq est

2. Voir [Ball-Rivoal] pour la démonstration.
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I’unique zéro dans 0, 1[ du polyndme rz**2 — (r 4+ 1)z + (r + 1)z — r, et alors on a

1)so— P .
satl = rths0=r ' Op en déduit I’encadrement -2~ < so < 1. Par conséquent,
r+1l—rsg r+1

r(a+1)(1 _ o\a+l
: L 2r+19 (1—s)
nl_lﬁloo |S"<1)| o <2T + 1) (1 _ 8a+1)27"+1
((r+1)sg—7)(r+1—1rse) (1 —s9)* 2"
(27,. + 1)2r+1 (27, + 2)2r+1 - 2r+1
(T + 1)a—'r+1 (7" + 1)a—r+1 ~ Ta—2'r’

< <

ce qui acheve la preuve.

iii) On distingue 2 cas: [ = 0oul € {1,...,a}.
Sil € {1,...,a}, il suffit de majorer les coefficients ¢; ; , puisque P, ,(1) = Z?:o Cljn-
Pour cela on utilise la formule de Cauchy :

1 / , -1
Cljm = =—— R.(z)(z+ 7+ 1) "dz,
AT =t

ol |z + j + 1| = § désigne le cercle de centre —j — 1 et de rayon 3.
Sur ce cercle, on a

‘(Z —rn—+ 1)rn| < (] + 2)rn7
[(2 + 1+ 2)m| < (0 —J + 2)pm,

1. .
(2 4+ 1)pga| = g(J —Dl(n—j-1).

On a alors
o] < it ((r e —j+1)!
LIS G DG = )Y (=4 DG (n — j))"
n' a—2r . \\aoa
. (m) (j(n—4))"8

< (27, + 1)(2r+1)n+22(a—2r)n<2n2)a.
On a les majorations suivantes des coefficients multindOmiaux :
(rn+j + 1)!

r rn+j+1
GG =g <2

et
(r4+1)n—j7+1)!

(n—j+DGHn =Y

< (2T + 1)(T+1)n—j+1.

On a donc
limsup | Py, (1)|7 < 2072 (2r + 1)> 1,

n—-+00
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Sil = 0, on a I’expression

a 7j—1

Pon(1) = —Z Clijm

=1

3

[y

k=

[en]

<.

Comme

<
|
—
—_
.
|
—
—_

bl
Il
[e=)
—~

on a bien la aussi 1
lim sup | Po,o (D] < 272 (2r + 1)+,

n——+oo
On admet ici le fait que pour tout ! € {1,...,a}, d2P, (1) € Z. Voir Annexe B pour la

démonstration.
O

4.3. Démonstration. Commencons par démontrer le premier des deux théoremes. Le
deuxiéme aura une démonstration tout a fait similaire.

On cherche donc des relations linéaires entre 1 et les ((2n + 1) afin d’appliquer Neste-
renko.

On suppose a impair et n = 2m pair. Donc le (i) de la Proposition 4.1 implique que
P, ,,(1) = 0 pour [ > 2 pair. De plus lim,,_, PLn(z)Lil(%) = 0. On a par (i), en prolon-
geant par continuité en 1 et avec p;,,, = d$,,,Pom(1) € Z

L — da SQm(]-) = Po,m +p3 mC(g) + ...+ pa,mg(a')'
Donc d’apres (ii) et (iii) il existe Ny, tel que pour tout n > N,
|Ln| — C‘V/(m—&-o(m)) < (ea2r+1r2r+1)2(m+o m)

|pl,m’ < <€a2a72r(2r + 1>2r+1)2(m+o(m)) B(m+o(m))
On choisit alors r o= [ﬁ] et on vérifieque 0 < o < letf >1.(Onal < a <
e—2(1+0(1)alog(a) o § — p(1+l0g(2))ato(a))
On peut alors appliquer le critere de Nesterenko et on a apres calculs

log(a) 14 o0(1) 1
) >1- > 1 > -1
(a) og(3) = 17 Iog2) og(a) 3 og(a)
d’ou le Théoreme 4.1.

Pour le Théoréme 4.2, la méme méthode s’applique aux ((2n) en choisissant a pair.
On a alors cette fois ci S, (1) est une combinaisons linéaire de ¢ pairs. On montre de
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méme que la dimension du Q-espace vectoriel engendré par les ((2n) est infinie. Comme
¢(2n) € ©®"Q, on en déduit que le Q-espace vectoriel Q[r] est de dimension infinie.On
vient donc de redémontrer la transcendance de 7, et par conséquent les ((2n) sont tous
transcendants et linéairement indépendants sur Q.

5. PERSPECTIVES

Les résultats actuellement connus sur la nature diophantienne des nombres ((2n + 1)
sont assez pauvres. Pendant ces dernieres années, le développement dans la théorie des
séries polyz€tas, qui est en fait un contexte plus général dans lequel se placent ces résultats,
permet d’approfondir les connaissances la-dessus. Les séries polyzétas sont définies, pour
des entiers positifs s; > 2ets; > 1 par

C(ﬁ)ZC(Sl,SQ,...,Sk)I Z ;Sk

s1. 82
n n . .. n
ni>ng > >np>1 1772 k

L’entier s; + o+ - - + sy est le poids de ((s). Ces séries apparaissent naturellement quand
on considere les produits des valeurs de la fonction zéta : par exemple on a ((n)((m) =
¢((n+m)+((n,m)+((m,n), ce qui permet en quelque sorte de "linéariser" ces produits.
Il existe une riche structure algébrique associée aux polyzétas (Voir [Colmez]). On s’est
en particulier intéressé aux Q-sous espaces vectoriels Z, de R, ou Z, est engendré par les
2P=2 polyzétas de poids p, avec p > 2 :

Z2 = @C(Z)a
Zy = QC(3) + Q¢(2,1),
Z4 - QC(4) + QC(& 1) + QC(Qa 2) + QC(zv 1’ 1)7

et ainsi la suite. Posons v, = dimg(Z,), et on a la conjecture suivante :

Conjecture 5.1. i) (Zagier) Pour tout entier p > 2, on a v, = cp, ou l’entier c, est défini
par la récurrence linéaire homogeéne c, 3 = c,y1 + ¢, avec conditions initiales cy = 1,
cp=0etcy=1.

ii) Les Q-espaces vectoriels Z,, p > 2, sont en somme directe.

Un théoreme de Terasoma affirme que v, < ¢, pour tout p > 2. Par contre aucune
minoration non triviale de v, n’est connue a ce jour : par exemple I’égalité vs = 2 est

équivalente a I’irrationalit¢ du nombre %, qui est actuellement encore ouverte. On
peut alors voir que cette conjecture est naturellement liée a la Conjecture 1.1 dans I’in-
troduction et qu’elle pourrait aider a comprendre la nature arithmétique des valeurs de la

fonction zéta de Riemann aux entiers impairs.
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ANNEXE A. ETUDE LA FONCTION 6

On se rappelle que la fonction 6 est définie pour un réel ¢ > 0 par
o) => e,
nezZ

série qui est absolument convergente.
On se propose de montrer I’équation fonctionnelle suivante :

Proposition A.1. Pour tout réel t > 0, la fonction 0 vérifie I’équation fonctionnelle :
1 1
0(t) = —6(-).
(1) = 2=0)

Démonstration. Un résultat classique donne, pourt > Oety € R,

T o 1 =
e T Ty = —e” Tt
oo Vit

(On étudie la fonction z — f(2) = e~™=" dans le plan complexe. Pour calculer I’intégrale
a gauche on se ramene a intégrer f suivant une droite horizontale orientée vers la droite, et
le théoréeme de Cauchy permet de montrer qu’elle est égale a I’intégrale de f suivant 1’axe
réel orienté vers la droite, puis on conclut sachant que f_t;o fz)dx = \/ig.)

Soit ¢(z) = e~™** _ Alors la transformée de Fourier de la fonction ¢ est :

R +o00 0 1 o2
= r)e Yy = —e” Tt .
P(y) - (x) 7
¢ est une fonction a décroissance rapide a I’infini, on a donc la formule sommatoire de
Poisson : A
> o) =) d(n).
nez nez
D’ou: ) , L1
0(t) =Y on)=> dn)=)_ —e t =—0(-),
nez ne”z ne”z \/% \/% t
ce qui acheve la preuve. U

ANNEXE B. DEMONSTRATION DU FAIT d% P, ,(1) € Z
On garde les notations dans la Section 4.2. On se propose de montrer le résultat suivant :
Proposition B.1. Pour tout | € {0,... a}, d*P (1) € Z.

On va en fait montrer la proposition suivante plus forte, dont la proposition précédente
est une conséquence :

Proposition B.2. Pour toutl € {0,...,a}, d*'P,,.(z) € Z[z].
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Démonstration. L’évaluation du dénominateur des coefficients ¢; ; , repose sur une réécri-
ture de R, (t). Fixons les entiers n et j. On décompose alors le numérateur de R,,(t) en 2r
prosuits de n facteurs consécutifs :

R0+ 5+ 17 = ([T £0) - (] 6u0) - o,

oupour! € {l,...,a},

) = (t—nl+1),

t4+j41),
(t+1>n+1 ( J )
(t+nl+2),, .
Gy(t) = ——— T g4,
l() <t+1)n+1 ( J )
H#t) = — (4 j+1)
t)= ————(t+j+1).
(t+ 1)n+1 J
Décomposons F(t), G,(t) et H(t) en fractions partielles :
E(t):1+ (]_p)fp,l7
s t+p+1
p#j
Gl(t) -1 +zn: (.7 _p>gp,l
— t+p+1°
p#j
H(t)y=>" U=phy
— t+p+1
p=0
p#j

ou
_ (p=nl)y (D" =Dn+p+1)n
ngg(—p+h) (—=1)Ppl(n — p)!

() (3) e

P G L O P G Vi (U VL L.
» ngg(_p +h) (nl —p)lp!(n — p)!

e (M) (G ) e

fp,l
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et ( )
n! —1)Pn! n )
: I%ﬂ@w+h) ﬂ@—pﬂ ( )<P
Pour tout entier A > 0, on note D) = /\, d 1> eton a alors :
— D)oy
(DAFi(1))jt=—j—1 = do + Z )Ail :
p#]
P)Yp,i
(DAGI(t))j=—j—1 = dox + Z p—)/\il’
p#]
p)h
(DrH(1) nﬁﬂlf—Ej _Tjﬁxﬁv
pséj
1 siA=0
avec g = i .
’ 0 siA>0

On a donc montré que d)(DyFi(t))j=—j—1. dp(DrAGi(t))j1=—j1, dp(DAH (t))j1=—j1
sont des entiers pour tout A € N. En vertu de la formule de Leibniz

Dy (R(t)(t+75+1)") =
Z (DMFl)"'(DurFT)( Mr+1G1) (DMQTG )( M2r+1H)"'(DuaH>v

(/‘L17"'7ua)€Na
prt-Fpa=a—l

on en déduit que d® ‘¢, ;,, € Z etdonc d%'P,,(z) € Z|z]. O
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