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1 Processus de Galton-Watson

On se donne une suite de réels positifs ou nuls (py) telle que >~ , pr = 1. Le processus
de Galton-Watson se déroule de la maniere suivante : on commence avec une particule.
Elle a k enfants avec probabilité pi. Chacun d’eux a de méme k enfants avec probabilité
pr, indépendamment les uns des autres. Cela continue indéfiniment ou s’arréte lorsqu’il
n'y a plus d’enfant (on parle alors d’extinction). Plus formellement, soit L une variable
aléatoire telle que P(L = k) = py, (L est appelée la loi de natalité du processus de Galton-
Watson), et soit (LE"))M>1 des copies indépendantes de L. Le nombre de particules a

I'instant n, noté Z,,, est défini récursivement de la maniere suivante :

Z"L
Zy=1,  Zpp =y LY.
=1



On montre que (Z,),en est une chaine de Markov de matrice de transition ) définie par :
Q(z,y) = p**(y), on u désigne la loi de L et

w0 = 6, WE=pk---kp  six>1.
—_——

x fois

L’espérance de L, notée m et appelée moyenne du processus de branchement, est :

k=0

On appelle extinction I’événement {In; Z, = 0}. On note F,, la tribu engendrée par Z;,
i < net L, la tribu engendrée par LZ(-k), 1> 1,k <n.Onaalors F,, C L,. L’arbre associé
a un processus de branchement est obtenu en représentant les particules par des sommets,
chacune étant liée par une aréte a ses enfants.

Proposition 1.1 Sip, # 1, alors, sur [’événement de non extinction, Z, — 00 p.s..

Preuve. Montrons que 0 est le seul état récurrent, ce qui entraine le résultat de la
proposition. Soit z > 0. Si py = 0, comme p; # 1, il existe k > 2 tel que p, > 0. Ainsi,
P.(Z, > z) > 0, donc il existe y > z tel que Q(x,y) > 0, et, en notant U le noyau
potentiel, U(z,y) > 0. Or, comme py = 0, U(y,x) = 0 : x n’est pas récurrent. Supposons
po > 0. Revenir a une génération constituée de z particules exige que, des la premiere
étape, il n’y ait pas eu extinction, cet événement ayant une probabilité 1 — pf < 1 de
se produire. En notant H, = inf{n > 1; X,, = x}, il vient P,(H, < o0) < 1 : x est
transitoire.

Proposition 1.2 Lorsque 0 < m < oo, la suite (%)neN est une martingale positive, qui
converge p.s. vers une variable aléatoire W intégrable.

Preuve. Par définition de 7,1,

o0

ElZnalC0) = B] D Liczg L1 = D BlLgez,y L0 VIL).

i=1 =1

1)

Or, 1<z,y est L,-mesurable, et LE”JF est indépendante de L,,, et son espérance vaut m,

E[Zn+1] = mE[Zn] — ... = anrlE[ZO] — anrl < 00,

et

o{Ze] -

mntl1 mm '



1.1 Fonction génératrice

La fonction génératrice de L est la fonction f définie par :
f(s) = B[s] = 3" st
k=0

Remarquons que si P est une propriété telle que ’ensemble des arbres vérifiant P ait une
probabilité s, alors f(s) est la probabilité de 1’ensemble des arbres dont tous les enfants
vérifient P. En effet, un arbre a k£ enfants avec probabilité p,, et ils vérifient tous P
avec probabilité s*. On définit de méme la fonction conservatrice g telle que g(s) soit la
probabilité de ’ensemble des arbres qui ont au moins un fils satisfaisant la propriété P :

g(s) =3 o opk(l — (1 = s)%). Il vient alors : f(s) +g(1—s) = 1.

Proposition 1.3 E[s?"] = fo---0 f(s) = f(")(s).

n fois
Preuve. On montre tout d’abord le résultat suivant :
E[s7|F,_1] = f(s)7 . (1)

(n)

Les variables aléatoires L, étant indépendantes de la tribu F,,_;, on a :

z Zn— 1
n—1 (n) L(")

E[s%|F, ] = E[sZi:I L yf,H} - E[ st yfn,l]

=1

Or, Z,_1 est F,_i1-mesurable et les LZ(»") sont des variables aléatoires indépendantes qui
suivent la loi de L et sont indépendantes de la tribu F,,_;. Par conséquent :

Zn—1
Bls1F] = [ B =B = fo™

=1

Ainsi, E[SZ"} = E[ f (S)Z’H]. Il suffit pour conclure de faire une récurrence sur n : c’est
clair pour n = 0, et si c’est vrai pour n, alors :

E[s?] = E[f(s)%] = f™(f(s)) = ™ (s).

Corollaire 1.4 En notant ¢ = P(In; Z, = 0), on a : ¢ = lim,, o, f™(0). Sim <1 et
p # 1, q vaut 1, tandis que si m > 1, q est l'unique solution de f(t) =t dans [0, 1].

Preuve. Comme l'extinction est la réunion croissante des événements {Z,, = 0}, on a :
q = lim, .o P(Z, = 0) = lim,_, f™(0).

Supposons m < 1 et pg+ p; # 1 (le cas pg + p1 = 1 se traite aisément). Soit h la
fonction définie sur [0, 1] par h(t) = f(t) —t. On a b’ = f' — 1, et comme pour tout
t <1, f'(t) < f'(1) =m < 1, h est strictement décroissante sur [0, 1]. Or, h(1) = 0, donc



h(t) > 0 sur [0,1], i.e. f(t) >t pour tout ¢t € [0, 1]. Notons alors r = 1 I'unique point fixe
de f.

Prouvons que si m > 1, '"équation f(t) = ¢t admet une unique solution dans [0, 1]. La
fonction A’ est strictement croissante, h'(0) = pg —1 < 0 et A'(1) =m —1 > 0, donc A’
s’annule en un unique ty. Ainsi, h décroit de 0 a ¢y et croit de ¢y a 1. Or, A(0) = py > 0
et h(1) = 0, donc il existe un unique r € [0, 1] tel A(t) = 0, i.e. tel que f(t) =

Puisque f est croissante et que 0 < f(0), la suite (f"(0)),en est croissante. On
montre par récurrence qu’elle est de plus majorée par r. Par suite, elle converge vers un
point fixe de f inférieur a r, i.e. vers r. Donc g = r.

f(s)

5

0 q 1

Définition 1 Un processus de branchement est qualifié de sous-critique quand m < 1,
critique quand m = 1 et surcritique quand m > 1.

Nous allons maintenant nous intéresser a la relation entre (Z,) et (Z*), on Z* désigne
le nombre de particules de la génération n qui engendrent une lignée infinie. Nous allons
montrer que (Z*) suit un processus de Galton-Watson, dont nous expliciterons la fonction
génératrice. Nous étudierons également (Z,,) sous I’événement d’extinction.

Soit A un arbre suivant un processus de Galton-Watson de fonction génératrice f, et
A’ le sous-arbre constitué des particules qui génerent une infinité de descendants. Notons
YZ(;) I'indicatrice valant 1 lorsque le j-éme enfant de la i-eme particule de la génération n
engendre une lignée infinie et

L(”+1>

Zn,
_ n+1) n) * *(n+1)
q:]-_q7 Z}/;]7 Zn-}-l:ZLz( :
=1

Proposition 1.5 Supposons que m > 1.
La loi de A" sous I’événement non extinction est la méme que celle de 'arbre de
Galton- Watson avec la fonction génératrice suivante :

[r(s) = ————. (2)
La loi de A sous ’événement extinction est la méme que celle de l'arbre de Galton-
Watson avec la fonction génératrice suivante :
> f(gs)

fs) = . (3)




La fonction génératrice conjointe de L — L* et de L* est :
E[s" """ = f(gs +7qt). (4)
La fonction génératrice conjointe de Z,, — Z et de Z est :
E[s% %] = M (gs + qt). (5)
Preuve. Commengons par démontrer (4). On écrit

E[s" ¥ 5] = B[E[s" ¥ ¥ |L]] = B[B|sXm 0L |

Comme les Y; sont indépendantes et identiquement distribuées, on a :
E[s4 2 t4'] = B[(E[s' ).
Or, P(Y)=0)=qet P(Y; =1) =7, donc
E[SL’L*tL*] =E[(¢s + Gt)L} = f(gs +qt).

On montre de la méme maniére (5) en remarquant que E[s%"] = f®)(s).

Notons F,; la tribu engendrée par L™ (k # i) et L:™(m < n,k > 1). Aﬁn de
montrer (2), nous devons prouver que la fonctlon génératrice de L; ™) sachant L 7é 0
et sachant F,,; est f*. Or, sur I’événement Li 7é 0,

*(n) *( n) E[SL*]_{L*¢O}]

E[s" | F] = E[s% 7L #£0] = — 7

et comme
E[SL*<1 - 1{L*:0})] B E[lLiL*sL*} —P(L*=0)

q

sy

on a d’apres (4) :
) ) L x(n fla+ds)—a _ .
B[s" |5, = B[s" L™ £ 0] = — = I
De méme, (3) vient du fait que sur I’événement extinction :

L
B[4 |F,.] = B[4 |0 — o] = ELE Lm0 Mu=n]

1

et puisque
E[SL].{L*:O}} o E[SL_L*OL*}

on obtient par (4) :



(s)

()

f(s)

Yo

1.2 Hérédité

Définition 2 On dit qu’une propriété est héréditaire si tous les arbres finis ont cette
propriété et si, lorsqu’un arbre posséde cette propriété, il en est de méme pour ses enfants.

Proposition 1.6 Soit P une propriété héréditaire et F' [’ensemble des arbres vérifiant P.
Alors P(F) € {q,1}. Sim > 1, cette propriété a une probabilité 0 ou 1 conditionnellement
a l’événement non extinction.

Preuve. Pour tout arbre A dont la racine possede k enfants, notons AM ... A®) les
arbres issus de ses enfants. Alors, par définition d’une propriété héréditaire,

P(F)=E[P(A€ F|Z))] <E[P(AY € F,..., A% € F|7))].

Comme AW, ..., A sont indépendantes et identiquement distribuées sachant Z;, on a :
P(F) < E[P(F)?] = f(P(F)). De plus, comme tous les arbres éteints (qui sont finis)
vérifient P, P(F) > ¢q. D'oun P(F) € {q,1}. Si m > 1 et P(F) = ¢, alors 'ensemble
des arbres éteints, qui est inclus dans F', a la méme probabilité que F', donc les arbres
vérifiant P sont éteints p.s. : P a une probabilité nulle sur ’événement non extinction.

Corollaire 1.7 510 <m < 1 et p; # 1, alors W = 0 p.s., tandis que si 1 < m < o0,
alors W =0 p.s. ou W > 0 p.s. sur l’ensemble de non extinction, i.e. P(W =0) € {q, 1}.

Preuve La propriété W = 0 étant héréditaire, la proposition 1.6 s’applique.

Théoréme 1.8 Si 1 < m < oo, alors il existe une suite {c,) de réels positifs telle que

Ln .
lim — eziste p.s. dans [0, 00|, (6)
n—oo Cn
Zn,
P(lm = =0) =g, (7)
n—oo Cn
lim & = . (8)

n—oo  Cp



Preuve. Soit sy €]q, 1[. Posons s, 11 = f~!(s,) pour tout n > 0. Alors, puisque, sur |q, 1],
f est croissante et f(t) < t, la suite (s,) est croissante et converge vers l'unique point
fixe de f sur ]¢, 1], i.e. 1. D’apres (1), (s2"),en est une martingale et pour tout n € N,
0 < sZ» < 1, donc (s7"),en converge p.s. et dans L' vers une variable aléatoire notée

Y € [0,1]. En particulier, on a : E[Y] = E[s{"] = so. En posant, ¢, = _log;syﬂ on obtient
ainsi : s7n = e~%n/*n donc f—: admet une limite dans [0, c0] presque strement. Comme
lim, 1 f(x) =1, log f(s) ~z—1 f(s) — 1. Puisque f'(1) = m, on en déduit que :

. log f(s) L 1 1

lim ———= =m, puis lim — i =m,

s—1 log S n—00 log Sn, —m

ce qui prouve (8), et donc que la propriété lim f—: = 0 est héréditaire. Par la proposition 1.6,
P(lim f—: =0) € {q,1}. Or, si lim f—: = 0 p.s., alors lim sZ" = 1 p.s., donc E[Y] = 1, ce qui
contredit so < 1. D’ou (7). De méme, la propriété lim sup f—: < oo est héréditaire, donc a
pour probabilité ¢ ou 1. Or, si elle a pour probabilité ¢, alors, puisque lim f—: existe p.s.,
P(limf—: < 00) = ¢, donc P(Y > 0) = ¢. Par suite, E[Y] = E[Y1yo.y<13] < P(Y > 0),
donc E[Y] < ¢, ce qui est faux. Donc P(lim sup f—: < o0) = 1, et comme lim% existe

n

p.s., il vient : lim,_. 2= existe p.s. dans [0, co].
Nous verrons dans la partie consacrée au cas surcritique que I’on peut prendre ¢, = m”
si et seulement si E[Llog" L] < cc.

1.3 Arbres biaisés

Les arbres sont des objets qui vont nous intéresser tout au long de I’exposé ; explicitons
ce que 'on entend par arbres :

Définition 3 Un ensemble A de suites finies d’entiers naturels est un arbre lorsque la
suite vide appartient a A (appelée racine de A) et lorsque (i1, i, ..., i,) € A implique que
pour tout k € [1,n], (i1,1s,...,ix) € A, et que pour tout j € [1,iy], (i1,42,...,0n-1,7) € A.
Dans ce cas, (iy,ia,...,i,) est le ip-éme enfant du i,_1-éme enfant du ... du iy-éme en-
fant de la racine. Si (i) € A, on défini Uarbre issu du sommet i par AD = {{i},iy,...0p);
(i,i1,19,...1,) € A}. La hauteur de A est le supremum des longueurs des suites apparte-
nant a A. Pour tout n, on appelle troncature de A a ses n premiers niveaux [’ensemble
AT n={3i1,ia,...,0) € A;k <n}. C’est un arbre de hauteur au plus n. A est dit loca-
lement fini lorsque toutes ses troncatures sont des ensembles finis. On note A [’ensemble
des arbres localement finis.

On souhaite construire la mesure de probabilité GW sur I’ensemble A permettant de
traduire sous forme d’arbre un processus de Galton-Watson. On rappelle que la racine de
I’arbre représentant un processus de Galton-Watson correspond a la particule initiale, et
que chaque particule est liée par une aréte a ses enfants.



Soit (€2, P) l'espace mesuré sur lequel les variables aléatoires Lgn) sont définies. Notons

tout d’abord (p,)nen la suite croissante des nombres premiers, et posons

J
M)y =1,  I((ir,....i) =] pr sij>1
k=1

On définit la fonction mesurable ¢ : Q — A par :

n . . . 11 .
¢((LZ(- )>i,n21) = {{i1,.. . in)in € N,1 <idjy < L(&Zl?‘..,m)(() <j<n-1)}

La mesure de probabilité GW est alors la mesure image de P par ¢.

Introduisons la notion de loi biaisée. Supposons que, pour un arrét de bus donné, ’écart
entre 'arrivée de deux bus successifs suit une loi sur les entiers notée p, de moyenne
0 <m = > 7" kpr < oo, avec p, = p(k). L’attente (plus précisément le double de
I'attente) d'une personne arrivant a 'arrét de bus en milieu de journée et souhaitant
prendre le bus suit alors la loi biaisée : la probabilité d’attendre g minutes est %. On
constate que 'attente moyenne vaut (m + ) > 2 on 0 = Y30 k*p, — m?.

Donnons un second exemple : c’est la fete de 1’école et, comme chaque année, une
tombola est organisée. Chaque famille est invitée a mettre un billet dans 'urne. Si la
proportion des familles ayant k& enfants est py, la probabilité pour qu’une famille de k
enfants gagne est p,. Cette méthode n’est pas tres juste parce qu’elle offre autant de
chance de gagner a une famille nombreuse qu’a une famille n’ayant qu'un enfant dans
I’école. Une autre facon de procéder est de mettre un billet dans 1'urne pour chaque
enfant. La probabilité pour que la famille gagnante ait k enfants est alors la probabilité
biaisée X2
m
Proposition 1.9 Soit L une variable suivant la loi biaisée de L, i.e.

~ k
P(L =k) = L~
m
Plus généralement, si X désigne une variable aléatoire positive intégrable non nulle p.s.,

on dit que X suit la distribution biaisée de X si, pour tout intervalle A C [0,00[, on a :

> _ EX14(X)]
P(XeA) = E[X]
Ceci est équivalent a : pour tout fonction mesurable f : [0, co[— [0, o0],
o _ EX[f(X)]
Preuve. Montrons cette équivalence. Posons
= E/X1p(X
M= {B € B([0,00]); P(X € B) = %}

M est une classe monotone qui contient I’ensemble C des intervalles de [0, co[. Comme

C est stable par intersections finies et engendre B([0, 00[), M est B([0, c0[) tout entier.

Ensuite, si f est une fonction mesurable positive, alors elle est limite croissante de fonctions

étagées positives, et en appliquant le théoreme de convergence monotone, on a le résultat.
Pour la réciproque, prendre f = 14.



Une maniere de biaiser GW relativement a Z,, pour tout n est de choisir uniformément
un sommet de la génération n. La probabilité limite obtenue est appelée GW. Aussi GW
correspond-elle a I'idée intuitive de choisir un arbre par les feuilles : les arbres ayant un plus
grand W ont plus de chance d’étre choisis. Afin de pouvoir définir rigoureusement cette
mesure de probabilité, on va en construire une autre, notée GW «, définie sur I’ensemble
A, des arbres infinis munis d’un chemin distingué infini :

A =A{(a, (cn)nen+);a € AVE € N*(c1,¢o,...,cr) € a}.

Puisque E[Z,,] = m™, on souhaite que, pour tout a € A, cette derniére mesure satisfasse
la relation suivante :

GW.[a: s, %GW[@]H, ()

ou [al,, désigne la partie de A constituée des arbres dont les n premiers niveaux coincident
avec ceux de a et ou [a; s, désigne la partie de A, formée des arbres dont les n premiers
niveaux coincident avec ceux de a et munis d'un chemin distingué infini passant par s, s
étant un sommet appartenant au n-ieme niveau de a. On remarque que si 6\\7\7 . satisfait
la relation (9), alors, en notant W,(a) = Z2, sa projection sur l'ensemble A, que 1’on

mn’

notera GW, vérifie la relation fondamentale suivante :

GW/d], = Wy(a)GW]d],.. (10)
On constate que, une fois cette relation établie, on a, pour tout k :
—— k Pow(Z, =k)
GW(Z,=k)=—GW(Z,=k) = k———F7-—7,
( )= GW( ) Eow(Z,
ie. o R
GW(Z,=k)=GW(Z, =k). (11)

Avant de définir proprement 6\7\\7*, voyons ce que (9) implique. Soit a un arbre de
hauteur supérieure ou égale & n+ 1 et dont la racine a k enfants. Notons ¢, a®, ... a®
les arbres issus de ces enfants. Soit s = (41,49, ...7,11) un sommet de a appartenant au
(n + 1)-eme niveau. Il appartient aussi & un unique a” (en fait i = 4,). Par définition de
la mesure de probabilité GW, on a :

k
. 1 . .
_ N — (4) i
GW(d]ps1 = pi ]|:|1 GWIa")], = k;pk%<jl¢|i GW[aV ]n) GWIa],.

Par (9), on en déduit que la mesure de probabilité GW « doit vérifier la relation de
récurrence suivante :

GW.[a; $|p1 = W—(HGW[a(j)]O C/}\\N*[a(i);ﬂn, (12)

—_—
ou s désigne la suite (i, ...i,.1). Réciproquement, si une mesure de probabilité GW,
vérifie (12), alors, par récurrence, elle vérifie aussi (9). Ces remarques vont nous permettre

—_—

de construire GW,.



Par définition d’une loi biaisée, P(Z =k) = %. Soit L, des copies indépendantes
de L. La construction d’un arbre A de Galton-Watson biaisé commence avec la donnée
d’une particule initiale sg. Elle donne naissance & L; particules (on remarque que, presque
strement, so a au moins un enfant). Prenons un de ses enfants au hasard, que 1’on note
s1. Les autres engendrent indépendamment les uns des autres des arbres de Galton-
Watson classiques. La particule s;, quant a elle, donne naissance a Lo particules. De
meéeme, on prend une de ces nouvelles particules au hasard, que ’on note s,. Les autres
particules sont les racines d’arbres de Galton-Watson ordinaires. On recommence ce pro-
cessus indéfiniment. Notons que, comme L > 1, les arbres biaisés sont toujours infinis.

Définissons la mesure de probabilité GW . sur 'ensemble A,. Notons (€2, P) I'espace
(Up)n>1 et (LE")) _ sont définies.

mesuré sur lequel les variables aléatoires (Ln) s9.is1

n>1’
On suppose que les variables aléatoires L, sont des copies indépendantes de L, les couples
(Ly, U,) sont indépendants et vérifient :

1

( L) 7

{1<k<L,}-

Les variables aléatoires (Lgn)) sont enfin supposées indépendantes des couples (Zn, U,).
On définit la fonction mesurable ¥ : Q@ — A, par :

(L) s2.651, Un)ns1s (Dn)ns1)
= ( {<U1,.. Uk 1,Zk,... Z>77/ k—1 Zke{l Uk—l,Uk—Fl,,zk},
E>1
(+1) .
LS i S LR iy (B ST S0 =D} Undnent).

La mesure de probabilité @* est alors la mesure image de P par ¢. On déduit de cette
construction et de E[Z,] = m" la relation (9).

Définissons maintenant la mesure de probabilité GW sur ensemble A. Pour cela, on
pose tout d’abord, pour tout arbre a € A,

Ch(a) = {<un>n€N*7vz Z 17 <u17 s 7ui> € CL},

puis, pour toute partie F' de A,

= U (U fea)).

a€F  cech(a)

Pour toute partie F' de A telle que F, soit mesurable, on peut alors définir
GW(F) = GW,(F,).
On obtient ainsi la relation fondamentale (10) entre les deux probabilités GW et GW.

10



Les sommets hors du chemin distingué (s, s1, . ..) de 'arbre biaisé forment un processus
de branchement avec immigration. En général, un tel processus est défini par deux lois :
une loi de natalité et une loi d’'immigration. Le processus démarre avec aucune particule,
et a chaque génération n > 1, il y a une immigration de Y, particules, les Y, étant
des variables aléatoires indépendantes suivant la loi d’immigration. De plus, chacune de
ces particules est la particule initiale d’un processus de Galton-Watson suivant la loi de
natalité, ces processus étant indépendants les uns des autres. Le nombre Z,, de particules
a l'instant n est alors défini récursivement de la maniére suivante :

Zn,
Zo =0, Zny1 = Z Lgnﬂ) + Yoi1,
i=1
ou les LE") sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de natalité. Dans
notre cas, la GW-loi de Zn, — 1 est la méme que celle de la taille de la n-eme génération
d’un processus de branchement avec immigration ayant pour loi de natalité celle de L et
pour loi d’'immigration celle de L — 1.

Pour chaque arbre biaisé (a,s) € A, on dispose d'un chemin s = (sg, $1,...) par-
tant de la racine dont les sommets ont un nombre d’enfants selon la loi de la variable
aléatoire biaisée L. Si, dans un tel arbre, on efface les sommets constituant s, le graphe
obtenu apparalt comme celui d’une population se développant selon une natalité L et une
immigration L — 1 :

A i
A \ -
Vo \ .
Vo

v h

Zo

11



2 Cas surcritique

2.1 Premiers résultats

Lemme 2.1 Soit p une mesure finie et v une mesure de probabilité sur une tribu F.
Soit (F,) une filtration de F dont la réunion engendre F. On suppose que (u | F,) est
absolument continue par rapport a (v [ F,), de dérivée de Radon-Nikodym X,. Posons
X =limsup,,_,., X,,. Alors :

pLry <= X<oo p-p.s < /XdV:/d,u,

pwlv <— X=o00 pps <+ /Xdl/:O.

Preuve. On montre tout d’abord que ((X,,,F,))nen est une martingale positive relati-
vement a la mesure v. Soit A € F,, C Fri1-

B[4 X, ] = / X,y / dp = / Xodv = B[LuX,).
A A A

De plus, X, est F,-mesurable. D’ou le résultat par la propriété caractéristique. Par
conséquent, (X, ),en converge v-p.s. vers X € L(dv), et en particulier X < oo v-p.s..

Montrons que le lemme découle de la décomposition suivante de p en une partie v-
absolument continue et une partie v-singuliere :

VAeF pu(A) = / Xdv+ (AN {X = o). (13)

En effet : si p < v, alors X < oo p-ps.; si X < oo p-p.s., alors par (13) on a :
[Xdv = [du; et si [ Xdv = [dp, alors, par (13), X < oo p-ps., et p < v. Si
maintenant p L v, alors il existe un événement A € F tel que u(A°) = v(A) =0, ce qui,
d’apres (13), implique que u(AN{X = oo}) = p(A), dou X = 0o p-ps.; si X = o0
p-p.s., alors par (13), [ Xdv = 0; et si [ Xdv = 0, alors par (13), X = oo p-p.s., d’ou
p L v en considérant {X = oo}.

Afin de prouver (13), supposons tout d’abord que u < v avec une dérivée de Radon-
Nikodym X. Alors X, = E[X|F,], et ((X,,Fn))nen est une martingale fermée qui
converge v-p.s. vers X. Donc X = X v-p.s., et (13) est la définition de la dérivée de
Radon-Nikodym.

Dans le cas général, notons p la mesure de probabilité définie par : p = (u + v)/C,
ou C = [d(p+ v). Alors u,v < p, donc on peut appliquer ce que nous avons montré
avec les variables U, = d(u [ Fn)/d(p | Fn) et V, = d(v | Fn)/d(p | Fn). Posons
U = limsup,,_,. U, et V = limsup,,_, V,. Alors (U, )nen et (Vi )nen convergent respec-
tivement vers U et V' p-p.s.. De plus, U, +V,, = C p-p.s., donc p({U =V =0}) = 0. Par

conséquent :
U 1limU, U B
VT Tmy, am g = im X =X ppss.

12



On déduit alors (13) du résultat suivant : pour tout A € F,

u(A):/Udp:/XVdp+/l{vzo}Udp.
A A A

Proposition 2.2 Soit X, X1, Xs,... des variables aléatoires indépendantes et de méme
loi. Alors p.s. :

. n
limsup — =

0 st E[X] < oo,
oo M oo si E[X] = 0.

Preuve.

1. Supposons tout d’abord que E[X] < co. Soit € > 0. Posons A, = {22 > ¢}. Alors
P(A,) = P(X > ne), donc

> P(4) = B[S 1pex] < B[F] <0

Par le lemme de Borel-Cantelli, on a P(limsup, . ({Z2 > €})) = 0, donc :
P(limsup,,_,,, 2= <€) =1. Do :

P( ﬂ{lim sup — < Z_k}) =1,i.e. p.s. limsup — = 0.
n

n
) n—00 n—00

2. Si E[X] = co. Soit A > 0. En posant B, = {Z2 > A}, P(B,) = P(X > An), donc

iP<Bn) = E[il{ngﬁ}} > E[% - 1} = 0.

Comme les événements B,, sont indépendants, le lemme de Borel-Cantelli dans le
cas d’'indépendance assure que P(limsup,_ . ({Z> > A})) = 1. Par conséquent,
P(limsup,, ., % > A) =1, et ce pour tout A > 0. Ainsi

P( m {limsup% > k}) =1, 1i.e. ps. limsup& = 00.

n
E>0 n—00 n—00

Proposition 2.3 Soit X, X1, Xs,... des variables aléatoires indépendantes et de méme
loi. Alors, pour tout ¢ €]0,1], p.s. :

ZeX”c"<oo si B[X] < oo, ZeX"c”:oo si B[X] = oo.
n=1 n=1

Preuve.

1. Si E[X] < o0, alors, p.s., limsup,,_, % = 0, donc, en posant o = —“‘TC, il existe

no(w) tel que pour tout n > ng, 22 < a, donc X,, < an, et eXrc™ < (e*™)" avec
a+1Inc<0. Dol Y 72 eXre" < 0o p.s.

2. Supposons E[X] = oco. Alors, p.s., limsup,, . =

=00, donc il existe une sous-suite

(Xnk (w))keN telle que limy_ )f;;k = 00, donc

Xnk
g

Fko(w), Yk > ko, > —lIne, et eXmne™ > 1.

Dou S eXne® = 00 pes.
n=1 p
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2.2 Processus d’immigration

Théoreme 2.4 Soit Z,, la population d’un processus de Galton-Watson avec immigration
Y,. Soit Y une variable aléatoire de méme loi que les Y,. On suppose que m > 1. Alors
si Ellog™ Y] < oo, (Z” Ynen+ converge p.s., tandis que si Ellog™ Y] = oo alors, pour tout
c¢> 0, limsup,,_, fn =00 P.S..

Preuve. Supposons que E[log" Y] = oco. Par la proposition 2.2, il existe p.s. une sous-
1/ny
suite (ng)ren telle que limlog(Yy, /n’“) = 00, donc lim Y”Z

Comme Z,, > Y, on a le résultat.

Supposons dorénavant que E[log" Y] < co. Soit G, = 0(Z1,. .., Z,) et Z, le nombre
de descendants au niveau n des particules immigrées a l'instant k. Le nombre total de
sommets & l'instant n est y p_; Z, ;. Notons Qy,) la loi conditionnelle de la suite (Z,),>1
sachant que Y} = y; pour tout k£ > 1 (il est aisé de la construire directement puisqu’il s’agit
de la probabilité correspondant a un processus de Galton-Watson avec immigration de y
particules a la génération k pour tout k& > 1). Supposons que Y.~ % < oco. Alors, sous
la probabilité @y, < 2),>1 est une sous-martingale relativement a la filtration G,,. En
effet, comme 7, represente la (n — k)-éme génération d’un processus de Galton-Watson
classique débutant néanmoins avec y; particules, il vient :

.,
= 00, et donc lim £ = oc.

n

B[220 = 3 CeB[ e 23 oe[ k]

mn+1 mn+1—k
1 k=1

1 Z Z,
n+1 nk n
Blatie] = X m

Sous () (y,), cette sous-martingale est bornée dans L' puisque

B[] e[ 2] - S el 2] - S e F

k=1 k=

Finalement, lorsque ) ° 2 < oo, <57’é>n21 converge Q(y,)-p-s. On sait de plus par la
proposition 2.3 (par hypothése Eflog™ Y] < oo et m > 1) que .50, elos” Yk(;@)k < 00
p.s., donc 337 2k < 00 p.s. En notant C' = {(£2),,5; converge}, on obtient ainsi :

P(C) = BIP(C|(Yi)i1)] = ElQuiy(C)] = L

Interprétation. Le choix de la base du logarithme ne changeant E[log" Y] qu’a une
constante multiplicative pres, il n’a aucune importance dans 1’énoncé du théoreme. Pour
comprendre le sens de ce théoreme, il peut alors étre intéressant de prendre ces logarithmes
en base m. En effet, si on considere un arbre de Galton-Watson classique, 'espérance de
Zn est m", et log,, (Z,) ~ n : ce logarithme permet d’évaluer I’age de la population. Aussi
I'immigration Y peut-elle étre considérée comme l'arrivée d’individus issus d’une popu-
lation qui se développe depuis log,,(Y) générations. De ce point de vue, E[log" Y] < oo
signifie que les populations immigrantes ont un age moyen fini : lorsque n sera devenu
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grand devant E[log" Y], le nombre de nouveaux arrivants sera négligeable devant la po-
pulation déja en place et I'immigration ne perturbera presque plus le développement de la
population. En revanche, si E[log™ Y] = oo, I’age moyen des populations immigrantes est
infini. L’immigration est en permanence en mesure de déborder la population en place, et
changer m en ¢, c’est-a-dire modifier la natalité de la population et subir une transition
démographique, ne permet pas d’y échapper.

2.3 Théoreme de Kesten-Stigum

Théoréme 2.5 Supposons que 1 < m < oo. Alors :
P(W=0)=q = EW]=1 = E[Llog™ L] < oo.
Ces assertions sont aussi équivalentes a la convergence dans L' de la suite (Z,) vers W.

Preuve. Soit F,, la tribu engendrée par les n premiers niveaux des arbres. Alors (F,) est
une filtration, et (10) s’écrit aussi :

d(GW | F,)

daw i E) =W (14)

Afin de définir W pour tout arbre a € A, on pose W(a) = limsup,,_,. Wy(a) si a est
infini, W (a) = 0 sinon. De (14) et du lemme 2.1, on a le résultat fondamental suivant :

/WdGW =1 < GW<GW <+ W< 6\\7V—p.s., (15)

W=0 GW-ps. <— GW L GW «— W=c0 6\\N—p.s.. (16)

Par conséquent, si E[Llog* L] < oo, i.e. si E[log™ L] < 0o, alors E[log* (L—1)] < oo, donc,

par le théoreme 2.4, o=t converge GW-p.s., i.e., comme m > 1, Zz converge GW-p.s.,
m m

donc W < o0 (E\\N'—p.s.. Ainsi, par (15), [ WdGW = 1. En revanche, si E[Llog" L] = oo,
alors E[log*(z — 1)] = oo, donc, par le théoréme 2.4, limsup 222 = oo GW-p.s,, i.e.,

comme m > 1, W = oo GV\\f—p.s., et W =0 GW-p.s. par (16).

Supposons maintenant que (Z,,) converge vers W dans L'. On a alors convergence de
la suite (E[Z,]) vers E[W], donc E[W] = 1. Réciproquement, on suppose que E[W]| = 1.
On écrit |Z, — W| = Z, + W — Z, A W. Comme |Z, AN W| < |W]|, le théoreme de
convergence dominée assure que (E[Z,, AW]) converge vers 1. Aussi la suite (E[|Z,, — W|])
converge-t-elle vers 0, ce qui acheve la preuve.
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3 Autres cas

3.1 Cas sous-critique

Définition 4 Soit (v,) une suite de mesures de probabilité sur les entiers naturels. On
dit que {v,} est tendue si pour tout € > 0, il existe k € N tel que pour tout n € N,
vn({0,...,k}) > 1 —e.

Définition 5 Soit (v,),en une suite de mesures de probabilités sur les réels (ou sur les
entiers naturels). On dit que (v,)nen tend en probabilité vers l'infini si, pour tout A > 0,
lim,, o0 5 (JA4, 00]) = 1.

Lemme 3.1 Soit (v,,) une suite de mesures de probabilité sur les entiers naturels de
moyenne respective a,. Soit U, la mesure biaisée de vy, i.e. Un(k) = kv, (k)/ay. Si {v,}
est tendue, alors sup a,, < 00, tandis que si (Un)nen tend vers linfini en probabilité, alors
la suite {(a,) n’est pas bornée.

Preuve.
1. Si {7, } est tendue, il existe k € N tel que pour tout n € N, 1,,({0,...,k}) > %, ie.

k
1 1
1 s 1
- ;u/n(z) > 5

donc a,, < 2 Zf:o ivp(1), donc a,, < k(k 4+ 1). Ainsi, sup a, < oo.

2. Supposons maintenant que (7, ),en tende vers Uinfini en probabilité. Il existe une
suite d’entiers naturels (ny)r>1 strictement croissante telle que

k—1
VE>1, Op({1,....k—1}) <275 de. 2570) Vv, (6) < ay,.
=1

S’il y a un nombre infini d’entiers &’ > 1 tels qu’il existe i € {1,... k" — 1} tel
que v, (i) > 5, alors 2 /K’ < a,, ,, donc (a,) n’est pas bornée. Sinon, il existe un
nombre infini d’entiers &' > 1 tels que pour tout i € {1,..., k" — 1}, v, (i) < ﬁ,
donc vy, ({1,...,k = 1}) < 1, puis v, , ([, 00[) > L. Par l'inégalité de Markov, on

7’ . / /7
en déduit que a,,, > %, donc (a,) n’est pas bornée.

Lemme 3.2 Soit (v,,) une suite de mesures de probabilité sur les entiers naturels. Si (v,)
converge étroitement vers une mesure de probabilité v, alors {v,} est tendue.

Preuve. Soit € > 0. Il existe k; € N tel que v({0,...,k1}) > 1— 5. Comme (v,) converge
étroitement vers v, lim, o v,({0,...,k1}) = v({0,..., k1 }), donc il existe ny € N tel que
pour tout n > ng, v,({0,...,k1}) > 1 —e. Il existe de plus ko > k; tel que pour tout
i€40,...,n0—1}, 15({0,...,ko}) > 1 —e€. Finalement, v,({0,...,ks}) > 1 — € pour tout
n € N : {v,} est tendue.
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Théoreme 3.3 Soit Z,, la population d’un processus de Galton-Watson avec immigration
Y,. Soit Y wune variable aléatoire de méme loi que les Y,. On suppose que m < 1. Si
Eflog" Y] < 00, (Z,)nen+ converge en loi vers une certaine variable aléatoire finie p.s.,
tandis que si Ellog™ Y] = oo, alors (Z,)nen+ converge en probabilité vers l'infini.

Preuve. Soit G la tribu engendrée par les Y,,. Soit Z,; le nombre de descendants au
niveau n des particules immigrées a l'instant k. Ainsi, a I'instant n, le nombre total de
sommets est ZZ:1 Zn k- Les v.a. Z,, ), pour n fixé sont indépendantes et la loi de Z,, ;, ne
dépend que de n — k. De plus, pour tous iy,...,1, tels que i, > k, les variables aléatoires
Zis1s- -+ 2, sont indépendantes. Donc Z, a méme loi que T, = > 7, Zog—14- (1)) nen-
est une suite croissante. Notons Z, sa limite. Prouvons que Z,, est finie p.s. ou infinie
p.s.. Notons K,, = 0(Za—1x; k > n). Comme pour tout k, Zo,_1 est finie p.s., on a :
Zy = o0 si et seulement si pour tout n, limy_ o Zf:n Zyj—1,; = 00, donc I'événement
{Z. = oo} appartient a KC,, pour tout n. Or, les variables Zy,_;  sont indépendantes. On
en déduit par la loi du tout ou rien que P(Z, = o0) € {0, 1}, i.e. Z est finie p.s. ou
infinie p.s.. Nous allons montrer que Z,, < oo p.s. si et seulement si E[log™ Y] < oo.
Supposons que E[log" Y] < 0o. On a :

SN /Y - R gty e
BlZec|G) = Y omt B[ TEG] = 3 Vit < 37 e o
k=1 k=1 k=1

Comme (m < 1), la proposition 2.3 assure que la suite (>, _, elog” Yem*F=1) converge p.s. :
Z est finie p.s..

Supposons Zs, < 0o p.s.. Ecrivons Zog—1 = 221 Ce(7), ou (x(7) désigne la population
de la (k — 1)-eéme génération d'un processus de Galton-Watson ordinaire, les (j(7) étant
indépendantes et identiquement distribuées. Par conséquent, Zo, = S50 2%, (i) < o0
p.s., donc seul un nombre fini de (x(7) sont non nulles. Quitte & conditionner par la
suite (Yi)k>1, le lemme de Borel-Cantelli dans le cas d’indépendance assure alors que
>k 2uicy, P(G(i) > 1) < oo, et comme (4(7) a méme loi que Zi_1 (ol Z; est la i-eme
génération d’'un processus de Galton-Watson classique), Y p- ViGW (Z., > 1) < o0
p.s. Or GW(Z,_; > 1) > P(L > 0)* !, donc : 3237, €2 P(L > 0)* < oo p.s. Par la
proposition 2.3, il vient : E[log" Y] < co.

Par conséquent, si E[log" Y] < oo, ie. si Z,, < oo p.s., alors, puisque (7T},)nen-
converge presque surement (et donc en loi) vers Z., et que Z, et T, suivent la méme loi,
(Z,)nen- converge en loi vers Z,,. Si Eflog? Y] < 00, i.e. si Z,, = 00 p.s., alors (2, )nen-
converge en probabilité vers l'infini. En effet, pour tout A > 0, P(Z, > A) = E[1{7,> 4],
donc par le théoreme de convergence dominée, lim,, .., P(Z, > A) = 1.

Théoreme 3.4 Pour tout processus de Galton-Watson tel que 0 < m < oo, la suite
(P(Z, > 0)/m") décroit et la suite (E[Z,|Z,, > 0]) croit. De plus :

P(Z,>0
lim¥>0 <~ supE[Z,|Z, > 0] < cc.

n—oo m' neN

Sim < 1, ces deuz affirmations sont aussi équivalentes ¢ E[Llog™ L] < oo.
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Preuve. Pour tout arbre a € A tel que Z,, > 0, notons &,(a) 'enfant le plus a gauche
de la racine qui a au moins un descendant a la génération n. Si Z,, > 0, désignons par
H,(a) le nombre de descendants de ,(a) a la génération n; sinon, on pose Hy(a) = 0.
On a alors pour tout enfant x de la racine :

P(H, = k|Z, > 0) = P(H, = k|Z, > 0,&, = 2) = P(Zy_1 = k| Z,_1 > 0).

Comme H,, < Z,, cela montre que (E[Z,|Z,, > 0]) croit. On a aussi :

P(Z,>0) P(Z,>0) 1
mn E[Z1z,-0) E[Z,Z,>0]
Par conséquent, la suite <P(Ln>0)) décroit et sa limite est non nulle si et seulement si

sup,en E[Z,]Z, > 0] < .
Supposons que m < 1. Soit u, la loi de Z,, sous P( . |Z,, > 0). La variable aléatoire
Z, a méme loi que 1, puisque :

P(Z,=k)
kopin (k) kB z=0) kP(Zn = k)

SRR T il >y )

j=1JP(Z,>0)

D’apres (11), (j1,,) décrit ’évolution d’un processus de Galton-Watson avec immigration
L—1. Supposons que sup,,cn E[Z,|Z, > 0] < 0o, ¢’est-a-dire que les moyennes des ji,, sont
bornées. Alors, par le lemme 3.1, les lois fi,, ne tendent pas en probabilité vers I'infini. Par
le théoréme 3.3, E[Llog™ L] < oo. Réciproquement, si E[Llog* L] < oo, alors, d’apres le
théoreme 3.3, (J1,,) converge étroitement, donc est tendue par le lemme 3.2. Le lemme 3.1
assure alors que sup,,cn E[Z,|Z, > 0] < cc.

3.2 Cas critique

Définition 6 On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre
p € [0, 1] lorsque pour tout k > 1, P(X = k) = (1 — p)p*~ L.

Lemme 3.5 Soit A une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires B et C
définies sur N*. Supposons que la fonction v — P(C < z)/P(B < x) est croissante,
que P(A > B) > 0 et que P(A > C) > 0. Alors la loi de A sachant A > B est
stochastiquement dominée par la loi de A sachant A > C', et ’hypothese sur B et C' est
satisfaite si ces variables suivent une loi géométrique de parametres respectifs b et ¢ avec
b<e.

Preuve. Nous devons montrer que P(A > z|A > B) < P(A > z|A > C) pour tout z.
Soit F' la fonction de répartition de A : F'(b) = P(A < b). Elle est croissante et continue a
droite. Notons ur la mesure de Stiljes associée : up([a,b]) = F(b)—F(a”) =P(a < A <b).
Ona:{A> B} =J,o ;{4 > b}n{B = b}. Par indépendance de A et B, on en déduit que

18



P(A > B) = Y5, P(A = b)P(B = b). Or, P(A > b) = pp([b,00]) = [ Lpcyysir(dy).
On en déduit par convergence monotone et par le théoreme de Fubini-Tonelli que :

P(A>2B) = ) / Lz P (B = b)ur(dy)
=1 yeER

= / Z l{bgy}E[l{B:b}]:uF(dy>

€R p—1

o0

= /y;R E [ Z 1{b§y}m{B:b}] pr(dy).

b=1

Or, {B < y} = U§i1{b < y} N {B = b}. D’ou ZZil 1{b§y}ﬂ{B:b} = 1{B§y}' Finalement,
P(A > B) = fyeRP(B < y)up(dy). On montre de méme que : P(A > 2z, A > B) =
fy>z P(B < y)ur(dy). Par conséquent, pour tout x € R, on a :

P(A>z,A>B) [, P(B<yur(dy)
PA>ald2B) = =5 =y,

= PA>z|A>C0C).
Montrons que I’hypothese est satisfaite dans le cas géométrique, i.e. que :

1_Ck 1_Ck+1

Vk € N, 1—bk§1—bk+1'
11 suffit d’établir la croissance sur l'intervalle [0,1] de la fonction f : x +— 1;1”;:1. On a:
f’(x) l,kfl l‘k
= k —(k+1)———
f(zx) 1 — b (k+ >1—xk+1
o1

= A=) =) (k‘(l — ") — (B + Da(1 - xk))

Il s’agit donc de prouver que la fonction g définie sur [0,1] par
g(x) =k + 2" — (b + 1

est positive. Puisqu’elle décroit et que g(1) = 0, on a le résultat.
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Théoréme 3.6 Sim =1 et p; <1, et en posant 0*> =Var(L) = E[L*] — 1 < oo, alors :

2
lim nP(Z, > 0) = —. (17)

n—00 0’2

Preuve. Soit D,, une variable aléatoire indépendante de Z; qui suit une loi géométrique

de parametre 1 — P(Z,_1 > 0). Alors son espérance vaut P(Z; et pour tout £ > 1,

_1>0)
P(D, <k)=1—(1—P(Z,_, > 0)). Ainsi :

P(Zi=ket Z,>0) = P(Zi=k)(1—(1-P(Z_,>0))")
— P(Z =kP(D, <k)
— P(Zi=ketD, <Z),

puis P(Z, > 0) = P(D,, < Z;). Par conséquent, Z; sachant que Z,, > 0 et Z; sachant que
Zy > D, suivent la méme loi. De plus, le parametre de D,,_; est inférieur ou égal a celui
de D,,. Par le lemme 3.5, on en déduit que la loi conditionnelle de Z; sachant Z,, > 0 croit
stochastiquement avec n. Soit Y,, le nombre d’enfants de la racine qui ont un descendant
a la génération n. Puisque lim,,_,. P(Z, > 0) =0, on a : lim, . P(Y, = 1|Z, > 0) = 1.
De plus, pour tout £ > 1,

P(Z, =ket Z, >0)
P(Z, > 0)
P(Zi=k)(1 - (1=P(Z,1 > 0))")
P(Z, > 0) ’

P(Z, = k|Z, > 0)

donc
P(Z,.1>0)

Montrons maintenant que % = 1. Posons v, = P(Z, > 0). On a :

1 — v, = E[E[l{z,0)| Z1]] = E[P(Z,-1 = 0)"'] = f(P(Z,-1 = 0)),

ie. v, =1— f(1 —v,-1). Or, comme m = 1, lim, .ov, = 0et 1 — f(1 —x) ~,_ x.
Par conséquent, 1 — f(1 — vp—1) ~n—oo Un—1, PUIS Uy ~poo Un—1. On obtient finalement
que lim, ... P(Z, = k|Z, > 0) = kP(Z; = k). De lim,,_.,, P(Z, > 0) = 0, on déduit
aussi que la distribution de 'enfant de la racine le plus a gauche ayant un descendant a
la génération n sachant que Z,, > 0 tend vers une loi uniforme parmi les particules de la
premiére génération. Puisque, pour tout k € N*, P(Z; > k|Z, > 0) croit avec n, il vient
aussi, par convergence monotone :

lim 1 E[Z1]Z, > 0] = lim 1Y P(Z1 > k[Z, >0)=>_ lim [ P(Z > k|Z, >0).
k=1 k=1
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Or, toujours par convergence monotone, on a, pour tout k > 1 :

lim [ P(Z > k|Z,>0) = lim 1Y P(Z =j|Z, >0)
j=k

n—o0

= Y lim 1P(Z = j|Z, > 0)
s n—oo
= Y jP(Zi=j)=P(L>k)
j=k
D’ou
, 7 ~ _ E[L?]
lim 1 E[Z1|Z, >0/ =) P(L>k)=E[L] =
k=1

=02 +1.

Notons u; la particule située le plus a gauche de la génération n lorsque Z, > 0,
ur_q,...,uy les ancétres de u;., u’ appartenant a la -eme génération. Soit X, le nombre
de descendants de uj a la génération n qui ne sont pas descendants de u, ;. Soit X; le
nombre d’enfants de u situés a la droite de i, ;. Alors Z,, = 1 + Z?:_ol X;, et comme
chaque X; est a I'origine d'un processus de Galton-Watson indépendant de méme loi que
le processus d’origine (donc de moyenne égale a 1), E[X;|Z, > 0] = E[X;|Z,, > 0]. D’ou :

n—1
1 1 1
= “E[Z,|Z, >0 =~ + =S E[X,|Z, > 0].
JBlZ|Z,> 0=~ + -3 BIX|Z, > 0)

=0

1
nP(Z, > 0)

Nous avons vu que la loi de X; sous P( . |Z,, > 0) tend vers la loi d’une variable aléatoire

de loi uniforme sur {0,1,2,..., L — 1}, donc lim,_,. E[X;|Z, > 0] = %E[Z —1] = %2 On
en déduit finalement (17) par Césaro.
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Appendice

Construction et interprétation intuitives des mesures
GW, et GW

Soit une suite d’entiers po,p1, ... telle que > ;- pr = 1. On construit alors un arbre
de la fagon suivante : on attribue a la racine k enfants avec probabilité py, puis a chacun
de ses enfants on attribue a nouveau k enfants avec probabilité p,, etc. On construit ainsi
un arbre fini ou infini. Si s est un sommet d’'un arbre a, on note h(s) sa hauteur, c’est-
a~dire sa distance a la racine, et e,(s) son nombre d’enfants. On appelle Z,, le nombre
de sommets s de 'arbre tels que h(s) = n. On note également m = > ;- kpx le nombre
d’enfants moyen d’'un sommet. Posons W,, = Z,/m" et W = limsup,,_,., W,. Dans la
suite, L sera une variable aléatoire telle que P[L = k| = py.

Soit a un arbre et n € N. Notons [a], 'ensemble des arbres dont les n premiers étages
coincident avec a. Sur Iespace des arbres on considere la tribu A engendrée par les [a,
pour tout arbre a et tout entier naturel n. On peut définir sur cette tribu la probabilité
GW par :

GW(ld)= ] = P

{s€a, h(s)<n}

Pour le théoreme de Kesten-Stigum, nous nous placons dans le cas ou les arbres de-
viennent infinis avec une probabilité non nulle. Pour cela, il faut et il suffit que m > 1.
Choisir au hasard un arbre selon GW, consiste a prendre une racine puis a voir comment
se développe sa descendance étant donnée la suite (pg)ren. Le but du théoreme étant
d’étudier le comportement de ces arbres a l'infini, il est naturel de vouloir introduire une
nouvelle mesure de probabilité (que nous noterons plus tard @) dont le principe serait
de choisir I'arbre par les feuilles (a I'infini) plutot que par la racine. De maniere informelle,
si deux ensembles d’arbres A; et A, ont la méme probabilité selon GW et si, pour les
arbres de A, Z,, croit comme m", tandis que pour ceux de A,, Z,, croit comme 2m™, alors

on devra avoir GW(TQ) = 2@(T1).

Afin de construire GW, commencons par introduire une variable aléatoire, notée L,
dite décalée, dont la loi est définie de maniere intuitive par :

P[L = k] = probabilité pour un sommet d’avoir k fréres.

Remarquons que, ici, le mot frere est employé dans un sens général : mes freres sont les
fils de mon pere, donc je suis mon propre frere. De méme, dans la suite, mon pere fait
parti de mes oncles, mes freres et moi méme faisons partie de mes cousins, etc.

La probabilité d’avoir k freres est d’autant plus importante que la famille est nom-
breuse (i.e. que k est grand). Par exemple, s’il y a autant de familles & deux enfants
que de familles & un enfant (p; = ps = 1/2), alors il y a deux fois plus de sommets qui
ont deux fréres que de sommets qui ont un frere (P[Z =1 =1/3 et P[E = 2] = 2/3).
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Plus généralement, la probabilité d’avoir k freres est proportionnelle a kpy, soit apres
normalisation :

P = k] = "2t
m

Probabilité décalée d’ordre 1. Dans un premier temps, cherchons a comprendre
comment les probabilités sont modifiées si, au lieu de choisir ’arbre par la racine, nous
le choisissons par un des sommets de la premiere génération. Si nous prenons au hasard
un sommet parmi ceux de la premiere génération, il a k freres avec probabilité kpy/m.
Autrement dit, la racine a k enfants avec probabilité kpy/m. Puis chacun de ses enfants a
une descendance classique selon GW. On en déduit une nouvelle fagon de construire un
arbre : on donne a la racine une descendance selon la loi de L et a tous les autres sommets
une descendance selon la loi de L. On peut alors définir une nouvelle probabilité par :

GW([al) =~ I reo

{s€a, 0<h(s)<n}

ou [ est le nombre d’enfants de la racine de a. Cette probabilité GW; a décalé d'un étage
la probabilité GW, puisque tirer un arbre par la racine avec GW revient a tirer un arbre
par la premiere génération avec GW.

Probabilité décalée d’ordre n. Par le méme type d’argument, nous allons mainte-
nant définir une probabilité EWH qui correspond au choix d’'un sommet dans la n-ieme
génération. Soit s un sommet choisi au hasard parmi les sommets de la n-ieme génération.
Son peére a k enfants avec probabilité kp,/m. Ses fréres (autres que lui-méme) ont une
descendance classique selon GW. Son grand-pere a k enfants avec probabilité kpy/m. Ce
fait n’est pas évident car s étant choisi parmi les individus de la n-ieme génération avec
une probabilité uniforme, le pére de s n’est pas pris parmi les individus de la (n — 1)-ieme
génération avec une probabilité uniforme. Le pere de s est néanmoins choisi uniformément
parmi les oncles de s qui ont le méme nombre d’enfants que lui. Comme le nombre d’en-
fants du grand-pere de s et le nombre d’enfants de son pere sont indépendants, cela justifie
le résultat. Ses oncles différents de son pere ont une descendance classique selon GW. Et
ainsi de suite : tous les ancétres directs de s ont k enfants avec probabilité kpy/m, tandis
que les autres sommets ont une descendance en GW.

Cette constatation justifie une nouvelle construction d’arbres : on donne a la racine
so une descendance selon la loi de L, puis on choisit une racine s; uniformément parmi
les enfants de la racine. On donne a s; une descendance selon la loi de L. Puis on choisit
une racine s, uniformément parmi les enfants de s;. Et ainsi de suite : on donne a s,,_»
une descendance selon la loi de L, puis on choisit une racine s,_; uniformément parmi
les enfants de s,,_5. On donne a s,_; une descendance selon la loi de L, puis on choisit
une racine s,, uniformément parmi les enfants de s,,_;. Tous les autres sommets ont une
descendance en GW.

Pour définir GW,,, remarquons qu’avec la méthode précédente, on peut tirer le méme
arbre en étant passé par un chemin sg, S1, ..., s, différent. En fait, cette méthode four-
nit la probabilité de tirer le sommet s, parmi les Z,, sommets de n-ieme génération que
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possede I'arbre. Comme ces Z, sommets ont tous la méme probabilité d’étre choisis, il
s’ensuit :

GW »([a]x) = (nombre de sommets distingués qui permettent la construction du méme
arbre) [ [(probabilités intervenant lors de la construction des k premiers niveaux de a).

Les probabilités intervenant lors de la construction des n premiers niveaux de a sont :

1. pour un s; (i < n) qui a k enfants : kpy/m pour avoir eu k enfants et 1/k pour le
choix de s;41 parmi eux, soit un produit de px/m

2. pour un autre sommet qui a k enfants : py.

On trouve alors, en notant n A k = min(n, k) :

—_— 1
GWn([a]k) = Zn/\kW H De(s),

{s€a, h(s)<n}

C/}an([a]k) = W GW ([ali).

Probabilité décalée d’ordre infini. Nous pouvons désormais passer a la construc-

b gy
tion de GW. On construit un arbre selon GW comme on construit un arbre avec
GW,,, mais la suite des s, est prolongée jusqu’a l'infini. Ceci donne donc un sens plus
précis a ce que 'on entendait au début par choisir un arbre par les feuilles. Pour trou-

—_—
ver l'expression de GW ([a],,), on peut effectuer les mémes calculs que nous avions fait
—_—
pour GW,,, et on trouve ’expression souhaitée si on fait tendre n vers l'infini dans

GW,,([a]x) = WartGW([a]). On peut également comprendre cela en se disant que si on
évalue [a],,, nous n’avons pas plus d’informations sur I'arbre en étant a l'infini que nous

en avions en connaissant ses n premiers niveaux, soit GW([CL]”) = GW n([a]n)-
On obtient finalement la relation fondamentale suivante : GW ([a],) = W,,GW([a],,).
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